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کاهش�یافتهچͺیده و یͺدار تعویض�پذیر، بحث، مورد حلقه�های تمامͬ پایان�نامه این سرتاسر در :
توسیع�های جمله از حلقه، ͷی توسیع�های از مهمͬ انواع معرفͬ به مقدمات، از پس هستند.
کسرها کامل حلقه به�نام توسیعͬ ،𝑅 حلقه برای سپس پرداخت. خواهیم توسیع�ها -𝑟 و صلب
و ͷاپی�مورفی پوش به�نام�های آن، از مهم زیرحلقه دو و مͬ�دهیم نشان 𝑄(𝑅) نماد با را آن که
𝐸(𝑅) نماد با را 𝑅ͷاپی�مورفی پوش گرفت. خواهند قرار مطالعه مورد و شده معرفͬ بئر، پوش
شرایطͬ تعیین مطالعه، این در ما نهایی هدف مͬ�دهیم. نشان ،𝐵(𝑅) نماد با را 𝑅 بئر پوش و
صلب شبه یا صلب ،𝑅 ↩→ 𝐸(𝑅) و 𝑅 ↩→ 𝐵(𝑅) ،𝑅 ↩→ 𝑄(𝑅) توسیع�های آن، تحت که است
هسته-غلافͬ توپولوژی مفاهیم از بهره�گیری با بلͺه نیستند؛ جبری صرفا شرایط این هستند.
مثال، عنوان به مͬ�آیند. به�دست مینیمال، اول ایدال�های مجموعه روی معکوس توپولوژی و
اول ایدال�های فضای اگر تنها و اگر هستند، صلب ،𝑅 ↩→ 𝐵(𝑅) و 𝑅 ↩→ 𝑄(𝑅) توسیع�های
دیͽر از کند. صدق پوچساز شرط در 𝑅 براین، علاوه و باشد ناهمبند شدیدا و فشرده ،𝑅 مینمال
اگر است، صلب شبه 𝑅 ↩→ 𝐸(𝑅) توسیع که است این نمود، اشاره آن به مͬ�توان که مهم نتایج

باشد. فشرده ،𝑅 مینمال اول ایدال�های فضای اگر تنها و
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مقدمه

خرد و جان خداوند بهنام

برای هستند. کاهشیافته و یͺدار تعویضپذیر، مطالعه، مورد حلقههای تمامͬ پایاننامه، این در

،[١٣] به مͬتوان مͬدهیم، نشان 𝑄(𝑅) نماد با را آن که ،𝑅 کسرهای کامل حلقه تعریف مشاهده

،𝑅 کسرهای ͷکلاسی حلقه که دارند قرار 𝑅 از مهمͬ توسیعهای ،𝑄(𝑅) و 𝑅 بین نمود. مراجعه

که توپولوژی ͷی به را 𝑅 حلقه اول ایدالهای مجموعه ͬͺزاریس توسیعهاست. این از ͬͺی 𝑞(𝑅)

بهعنوان را 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) دیͽر عبارت به است. نموده تجهیز است، موسوم ͬͺزاریس توپولوژی بهنام

مجموعه یعنͬ ،𝑀𝑖𝑛(𝑅) مجموعه به توپولوژی این القاء با داریم. اختیار در توپولوژی فضای ͷی

این مͬکنیم. تبدیل توپولوژی فضای ͷی به را مجموعه این ،𝑅 حلقه مینیمال اول ایدالهای تمام

هسته-غلافͬ توپولوژی از گیری بهره با پایاننامه این در دارد. نام هسته-غلافͬ توپولوژی توپولوژی،

مͬپردازیم. ،𝑅 حلقه از شده ذکر مهم توسیعهای بررسͬ به معکوس، توپولوژی بهنام دیͽر توپولوژی و

جبری، مقدمات بخش در مͬدهیم. شرح را توپولوژی و جبر از نیاز موررد مقدمات اول، درفصل

پرداخت. خواهیم خودتوانها و پوچساز شرایط مینیمال، اول ایدالهای زمینه در مطالبی بیان به ابتدا

مͬسازیم. آماده کسرها کامل حلقه معرفͬ برای را زمینه چͽال، ایدالهای تعریف با کار ادامه در

حلقهای کاهشیافته، حلقه ͷی کسرهای کامل حلقه که داد خواهیم نشان همچنین بخش این در

مͬکنیم، اثبات جبری مقدمات بخش در که قضایایی مهمترین از است. نیومان وان معنͬ به منظم

حلقه آن بودن بعدی صفر و بودن کاهشیافته با تعویضپذیر، حلقه ͷی بودن منظم که است این



٢ مطالب فهرست

شده بیان عمومͬ، توپولوژی از نیاز مورد گزارههای و مفاهیم جبری، مقدمات از پس است. معادل

های توپولوژی معرفͬ جهت لازم، مطالب تمامͬ مقدمات، از قسمت آخرین در سرانجام است.

مͬشوند. داده شرح ،𝑀𝑖𝑛(𝑅) مجموعه روی معکوس، و هسته-غلافͬ

داشته وجود 𝑎 ∈ 𝑅 عضو ،𝑠 ∈ 𝑆 هر برای هرگاه مͬنامیم، صلب توسیع ͷی را 𝑅 ↩→ 𝑆 توسیع

دیͽر مهم نوع دو و صلب توسیع کامل شرح به دوم فصل در .𝐴𝑛𝑛𝑆(𝑠) = 𝐴𝑛𝑛𝑆(𝑎) که باشد

توپولوژیهای با را آنها ارتباط و پرداخت خواهیم توسیع، -𝑟∗ و توسیع -𝑟 نامهای با توسیعها از

به ،𝑅 ↩→ 𝑆 توسیع برای هرگاه نمود. خواهیم بررسͬ ،𝑀𝑖𝑛(𝑅) روی معکوس و -غلافͬ هسته

خوانده توسیع -𝑚ͷی ،𝑅 ↩→ 𝑆 آنگاه ،𝑃 ∩ 𝑅 ∈ 𝑀𝑖𝑛(𝑅) شود نتیجه ،𝑃 ∈ 𝑀𝑖𝑛(𝑆) هر ازای

در بود. خواهد معنͬ با 𝜓(𝑃 ) = 𝑃 ∩ 𝑅 ضابطه با 𝜓 : 𝑀𝑖𝑛(𝑆) → 𝑀𝑖𝑛(𝑅) نگاشت و مͬشود

است، هسته-غلافͬ توپولوژی به نسبت همسانریختͬ ͷی فوق نگاشت که مͬدهیم نشان دوم فصل

توسیع که داد خواهیم نشان فصل این از چهارم بخش در باشد. توسیع -𝑟ͷی 𝑅 ↩→ 𝑆 هرگاه دقیقا

کند. صدق پوچساز شرط در 𝑅 اگر تنها و اگر است، صلب 𝑅 ↩→ 𝑅[𝑥]

عنوان به کرد. مراجعه ،[٩] به مͬتوان ،𝑀𝑖𝑛(𝑅) فضای فشردگͬ معادلهای مهمترین مشاهده برای

در .𝑀𝑖𝑛(𝑅) = {𝑀 ∩𝑅 :𝑀 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑄(𝑅)} است: مقابل تساوی معادلها، این از ͬͺی مثال،

حلقههای فصل، این در مͬپردازیم. آن از مهمͬ نتایج بیان و اساسͬ قضیه این اثبات به سوم فصل

آنها مینیمال اول ایدالهای فضای که حلقههایی از مهم رده دو عنوان به را منظم حلقههای و بئر

نمود. خواهیم مطرح است، فشرده

در اپیمورفیسمها مطالعه مͬدهیم. قرار بررسͬ مورد را ͷاپیمورفی توسیعهای چهارم فصل در

شد. آغاز دامنهها و اپیمورفیسمها عنوان به مقالات از سری ͷی در آیزبل توسط جدی بهطور جبر،

حلقه ͷی برای وی باشیم. استوررقائل برای را ارزش بیشترین باید تعویضپذیر، حلقههای مورد در

او بهعلاوه، داد. نشان را آن وجود کرده، تعریف را ͷاپیمورفی پوش نام به مفهومͬ تعویضپذیر،

این براساس کرد. بیان مͬتوان نیز دیͽر بهصورتهای را حلقه ͷی ͷاپیمورفی پوش که کرد ثابت
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را آن و 𝑅 حلقه ͷاپیمورفی اساسͬ توسیع بزرگترین از است عبارت 𝑅 ͷاپیمورفی پوش تعریف،

پوش مͬشود، معرفͬ فصل این در که 𝑅 حلقه از مهم توسیع دیͽر مͬدهیم. نشان 𝐸(𝑅) نماد با

این در هستند. 𝑅 شامل که 𝑄(𝑅) بئر حلقههای زیر تمام اشتراک از است عبارت که است 𝑅 بئر

،𝑅 ↩→ 𝑄(𝑅) توسیعهای جبری، و توپولوژی ویژگͬهای چه تحت که کرد خواهیم معین فصل

هستند. صلب شبه یا صلب 𝑅 ↩→ 𝐵(𝑅) و 𝑅 ↩→ 𝐸(𝑅)

١٣٩٢ تابستان

نورد راه مصطفͬ



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

مͬکنیم تاکید مͬپردازیم. تعویضپذیر جبر زمینه در لازم مقدمات شرح به نخست فصل این در

ایدالها مقدماتͬ مفاهیم مشاهده برای هستند. یͺدار و تعویضپذیر بحث، مورد حلقههای همه که

مجموعه چون مفاهیمͬ جبری، مقدمات آغاز در نمود. مراجعه [٢٢] به مͬتوان اول، ایدالهای و

اشاره آنها بین روابط به کرده، معرفͬ را کاهشیافته حلقههای و حلقه ͷی مینیمال اول ایدالهای

خودتوان مورد در را مطالبی و پرداخته بئر حلقههای و پوچساز شرط تعریف به سپس کرد. خواهیم

آنها از مهمͬ مثالهای شرح و حلقه ͷی توسیعهای معرفͬ به بعدی گام در نمود. خواهیم بیان ها

اشاره جبری مقدمات از پس نمود. اشاره کسرها کامل حلقه به مͬتوان جمله آن از که مͬپردازیم،

ایدالهای مجموعه تجهیز روند کار، ادامه در و داشت خواهیم توپولوژی از عمومͬ مقدمات به ای

خواص به داده، شرح کامل بهطور معکوس و هسته-غلافͬ توپولوژیهای به را 𝑅 حلقه مینیمال اول

پرداخت. خواهیم باهم آنها ارتباط و فضاها این
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𝑅 طیف بهاختصار گاهͬ و 𝑅 اول طیف را 𝑅 حلقه اول ایدالهای همه مجموعه .١.١.١ تعریف

نماد با را 𝑅 ماکسیمال ایدالهای همه مجموعه مͬدهیم. نمایش 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) نماد با را آن و مͬنامیم

مͬدهیم. 𝑀𝑎𝑥(𝑅)نمایش

دیͽری اول ایدال هیچ هرگاه گوییم، مینیمال اول ایدال ͷی 𝑅را حلقه از 𝑃 اول ایدال تعریف٢.١.١.

𝑀𝑖𝑛(𝑅) نماد با را 𝑅 حلقه مینیمال اول ایدالهای تمام مجموعه و نباشد 𝑃 در سره بهطور 𝑅 از

مͬدهیم. نمایش

ناتهͬ مرتب جزئا مجموعه ͷی (𝑋,≤) هرگاه زورن، لم بنابر که مͬکنیم یادآوری .٣.١.١ ملاحظه

(مینیمال) ماکسیمال عضو دارای 𝑋 آنگاه است، (پایین) بالا کران دارای آن در زنجیر هر که باشد

است.

∩
𝛼∈Γ 𝑃𝛼 آنگاه 𝑅باشد، در اول ایدالهای از زنجیری {𝑃𝛼}𝛼∈Γ و 𝑅یͷحلقه هرگاه .۴.١.١ گزاره

است. 𝑅 از اول ایدالͬ نیز

که آنجا از .𝑏 ∈ ∩
𝛼∈Γ 𝑃𝛼 که مͬدهیم نشان 𝑎؛ /∈ ∩

𝛼∈Γ 𝑃𝛼 و 𝑎𝑏 ∈ ∩
𝛼∈Γ 𝑃𝛼 گیریم برهان.

حال .𝑎𝑏 ∈ 𝑃𝛼٠ لذا ،
∩

𝛼∈Γ 𝑃𝛼 ⊆ 𝑃𝛼٠ طرفͬ از .𝑎 /∈ 𝑃𝛼٠ که دارد وجود 𝛼٠ ∈ Γ ،𝑎 /∈ ∩
𝛼∈Γ 𝑃𝛼

،𝛼 ∈ Γ هر برای دهیم نشان است کافͬ اکنون .𝑏 ∈ 𝑃𝛼٠ مͬگیریم نتیجه 𝑃𝛼٠ بودن اول به توجه با

𝑃𝛼٠ ⊆ 𝑃𝛼 درحالت .𝑃𝛼 ⊆ 𝑃𝛼٠ یا 𝑃𝛼٠ ⊆ 𝑃𝛼 پس است، زنجیر ͷی {𝑃𝛼}𝛼∈Γ که آنجا از .𝑏 ∈ 𝑃𝛼

که 𝑎 ∈ 𝑃𝛼٠ لذا و 𝑎 ∈ 𝑃𝛼 آنگاه ،𝑏 /∈ 𝑃𝛼 اگر ،𝑃𝛼 ⊆ 𝑃𝛼٠ حالت در اما .𝑏 ∈ 𝑃𝛼 که است واضح

.𝑏 ∈ ∩
𝛼∈Γ 𝑃𝛼 که مͬگیریم نتیجه اینجا از .𝑏 ∈ 𝑃𝛼 حالت هر در پس است؛ تناقض

است. مینیمال اول ایدال ͷی حداقل شامل ،𝑅 حلقه از اول ایدال هر .۵.١.١ گزاره

مͬگیریم: نظر در را زیر مجموعه و 𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) کنیم فرض برهان.
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Σ = {𝑄 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) ∣ 𝑄 ⊆ 𝑃},

از زنجیری {𝑄𝛼}𝛼∈Γ کنیم فرض حال .𝑃 ∈ Σ زیرا است، ناتهͬ مجموعه این که است واضح

براین علاوه است. 𝑅 از اول ایدالͬ ،𝑄٠ =
∩

𝛼∈Γ𝑄𝛼 ،۴.١.١ بنابر دراینصورت باشد؛ Σ اعضای

است. نظر مورد زنجیر برای پایین کران ͷی 𝑄٠و ∈ Σپس ،𝑄٠ ⊆ 𝑄𝛼 ⊆ 𝑃 ،𝛼 ∈ Γ هر برای چون

𝑃١ ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) چنانچه حال مͬنامیم. 𝑃٠ را آن که است مینیمال عضو دارای Σ زورن لم بنابر لذا

𝑃٠ ایدال درنتیجه شد. نقضخواهد ،Σ در 𝑃٠ بودن مینیمال آنگاه ،𝑃١ ⊊ 𝑃٠ که باشد داشته وجود

است. مینیمال اول

ͷی درون ،𝑅 از سره ایدال هر آنگاه باشد، یͺدار و تعویضپذیر حلقهای 𝑅 هرگاه .۶.١.١ قضیه

دارد. قرار اول ایدال ͷی درون لذا و ماکسیمال ایدال

ببینید. را [٢٢] مرجع از ٣ فصل اثبات، مشاهده برای برهان.

عدد هرگاه خوانیم، پوچتوان را 𝑎 ∈ 𝑅دراینصورت باشد، حلقه ͷی 𝑅 فرضکنیم تعریف٧.١.١.

نمایش 𝑁(𝑅) نماد با را 𝑅 حلقه پوچتوان عناصر مجموعه .𝑎𝑛 = ٠ که باشد داشته وجود 𝑛 طبیعͬ

مͬنامیم. 𝑅 حلقه پوچ رادیͺال را آن و مͬدهیم

است. 𝑅 حلقه از ایدال ͷی 𝑁(𝑅) .٨.١.١ گزاره

ببینید. را [١] مرجع از ۵ صفحه اثبات، مشاهده برای برهان.

باشد. صفر آن پوچ رادیͺال هرگاه گوییم، کاهشیافته را 𝑅 حلقه .٩.١.١ تعریف

آنگاه باشد، یͺدار و تعویضپذیر حلقهای 𝑅 هرگاه .١٠.١.١ گزاره

𝑁(𝑅) =
∩

𝑃∈𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) 𝑃 =
∩

𝑃∈𝑀𝑖𝑛(𝑅) 𝑃.

راببینید. [٢٢] مرجع از ٣ فصل اثبات، مشاهده برای برهان.
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𝑅 از ضربی بسته زیرمجموعه ͷی 𝑆 و یͺدار و تعویضپذیر حلقه ͷی 𝑅 هرگاه .١١.١.١ ملاحظه

حلقهای نیز 𝑅𝑆 کنید توجه مͬدهیم. نشان 𝑅𝑆 نماد با را 𝑆 به نسبت 𝑅 کسرهای حلقه آنگاه باشد،

مراجع به آن، ویژگͬهای و 𝑅 کسرهای حلقه دقیق تعریف مشاهده برای است. یͺدار و تعویضپذیر

کنید. مراجعه [٢٢] و [١٠] ،[١]

آنگاه باشد، 𝑅 از ضربی بسته زیرمجموعه ͷی 𝑆 و کاهشیافته حلقه ͷی 𝑅 هرگاه .١٢.١.١ گزاره

است. کاهشیافته نیز 𝑅𝑆 حلقه

ببینید. را [١] مرجع از ۴٢ صفحه اثبات، مشاهده برای برهان.

از ضربی بسته زیرمجموعه ͷی 𝑅∖𝑃 باشد، 𝑅 حلقه از اول ایدال ͷی 𝑃 هرگاه .١٣.١.١ ملاحظه

مͬدهیم. نشان 𝑅𝑃 نماد با را، ضربی بسته مجموعه این به نسبت 𝑅 کسرهای حلقه و است 𝑅

دراینصورت باشد؛ 𝑅 در ضربی بسته مجموعه ͷی 𝑆 و حلقه ͷی 𝑅 کنید فرض .١۴.١.١ قضیه

است: برقرار زیر مجموعه و 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅𝑆) بین شمول، حافظ دوسویی تناظر

Σ𝑆 = {𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) ∣ 𝑃 ∩ 𝑆 = ∅}.

و است 𝑅 حلقه از اول ایدال ͷی 𝑃 که هستند 𝑃𝑆 فرم به دقیقا ،𝑅𝑆 حلقه اول ایدالهای واقع در

.𝑃 ∩ 𝑆 = ∅

ببینید. را [٢٢] مرجع از ۵ فصل اثبات، مشاهده برای برهان.

.𝑀𝑎𝑥(𝑅𝑃 ) = {𝑃𝑃} و 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅𝑃 ) = {𝑄𝑃 ∣ 𝑄 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) , 𝑄 ⊆ 𝑃} .١۵.١.١ نتیجه

،𝑃 ∈𝑀𝑖𝑛(𝑅) آنگاه ،𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) نیز و باشد کاهشیافته 𝑅یͷحلقه فرضکنید .١۶.١.١ لم

.𝑥𝑟 = ٠ که باشد داشته وجود 𝑟 ∈ 𝑅∖𝑃 ،𝑥 ∈ 𝑃 هر برای اگر تنها و اگر
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به توجه با طرفͬ از .𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅𝑃 ) = {𝑃𝑃} ،١۵.١.١ بنابر باشد مینیمال اول 𝑃 هرگاه برهان.

𝑅𝑃 ،١٢.١.١ به استناد با است، کاهشیافته 𝑅 فرض، بنابر چون حال .𝑁(𝑅𝑃 ) = 𝑃𝑃 ،١٠.١.١

𝑥؛ ∈ 𝑃 کنیم فرض اکنون .𝑃𝑃 = ٠ لذا و 𝑁(𝑅𝑃 ) = ٠ تعریف، بنابر پس است. کاهشیافته نیز

بازهم حال .𝑥١ =
٠
١ درنتیجه ،𝑥١ ∈ 𝑃𝑃 حلقه، این ایدالهای و 𝑅𝑃 حلقه خواص از استفاده با لذا

.𝑟𝑥 = ٠ ولذا −𝑟(𝑥١؛ ٠١) = ٠ که دارد وجود 𝑟 ∈ 𝑅∖𝑃 ،𝑅𝑃 حلقه خواص و تعریف بنابر

عضو 𝑥

𝑦
اگر لذا 𝑥𝑟؛ = ٠ که باشد داشته وجود 𝑟 ∈ 𝑅∖𝑃 ،𝑥 ∈ 𝑃 هر برای کنیم فرض برعکس،

که گرفت نتیجه مͬتوان کسرها حلقه خواص به باتوجه باشد، 𝑃𝑃 ایدال از دلخواهͬ

𝑥

𝑦
=
𝑥𝑟

𝑦𝑟
=
٠
١ = ٠𝑅𝑃

;

است میدان 𝑅𝑃 بنابراین است؛ 𝑅𝑃 ماکسیمال ایدال یͽانه 𝑃𝑃 ،١۵.١.١ بنابر اما .𝑃𝑃 = ٠ درنتیجه

است. مینیمال اول 𝑅 در 𝑃 ،١۴.١.١ به باتوجه لذا ندارد. {٠} از غیر اولͬ ایدال درنتیجه و

𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑋) نماد با 𝑅را 𝑋در پوچساز 𝑅باشد، حلقه از زیرمجموعه ͷی𝑋 هرگاه تعریف١٧.١.١.

: مͬکنیم تعریف زیر بهصورت و مͬدهیم نشان

𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑋) = {𝑎 ∈ 𝑅 ∣ 𝑎𝑥 = ٠, ∀𝑥 ∈ 𝑋}.

مͬدهیم. نمایش 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐼) نماد با را 𝑅 در 𝐼 پوچساز باشد، 𝑅 از ایدال ͷی 𝐼 هرگاه بهویژه

است. 𝑅 از ایدال ͷی 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑋) باشد، 𝑅 حلقه از زیرمجموعه ͷی 𝑋 گاه هر .١٨.١.١ ملاحظه

نمایش برای باشد، {𝑎١, 𝑎٢, 𝑎٣, ..., 𝑎𝑛} بهصورت متناهͬ مجموعهای 𝑋 هرگاه .١٩.١.١ ملاحظه

مͬگیریم. بهره 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎١, 𝑎٢, 𝑎٣, ..., 𝑎𝑛) نماد از آن پوچساز

است 𝑋برابر توسط شده تولید ایدال باشد، 𝑅 حلقه از زیرمجموعه ͷی𝑋 هرگاه .٢٠.١.١ ملاحظه

𝑋 هرگاه بهعلاوه مͬدهیم. نمایش < 𝑋 > نماد با را آن و 𝑋 شامل ایدالهای تمام اشتراک با

دو از ͬͺی ،𝑋 توسط شده تولید ایدال نمایش برای باشد، {𝑎١, ..., 𝑎𝑛}بهصورت متناهͬ مجموعهای
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گوییم. مولد متناهͬ ایدال ͷی را آن و مͬبریم کار به را 𝑎١𝑅 + ... + 𝑎𝑛𝑅 یا < 𝑎١, ..., 𝑎𝑛 > نماد

: آنگاه باشد، 𝑅 از زیرمجموعه ͷی 𝑋 هرگاه که کنید توجه

𝐴𝑛𝑛𝑅(< 𝑋 >) = 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑋).

: آنگاه باشد، 𝑅 حلقه از ناتهͬ زیرمجموعه ͷی 𝑋 هرگاه .٢١.١.١ قضیه

< 𝑋 >= {∑𝑛
𝑖=١ 𝑟𝑖𝑥𝑖∣𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝑋,𝑛 ∈ ℕ ∪ {٠}}.

ببینید. را [٢٢] مرجع از ٢ فصل اثبات، مشاهده برای برهان.

𝑅 از مولد متناهͬ ایدال ͷی 𝐼 و 𝑃 ∈𝑀𝑖𝑛(𝑅) کاهشیافته، حلقه ͷی 𝑅 کنیم فرض .٢٢.١.١ لم

.𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐼) ⊈ 𝑃 اگر تنها و اگر ،𝐼 ⊆ 𝑃 دراینصورت باشد.

است، مولد متناهͬ 𝐼 آنجاکه از .𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐼) ⊈ 𝑃 که مͬدهیم نشان 𝐼؛ ⊆ 𝑃 کنیم فرض برهان.

کاهشیافته 𝑅 و 𝑃 ∈ 𝑀𝑖𝑛(𝑅) اما .𝑎١, ..., 𝑎𝑛 ∈ 𝑃 لذا .𝐼 =< 𝑎١, ..., 𝑎𝑛 > نوشت مͬتوان

𝑎١𝑟١؛ = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝑎𝑛𝑟𝑛 = ٠ که دارند وجود 𝑟١, ..., 𝑟𝑛 ∈ 𝑅∖𝑃 ،١۶.١.١ بنابر درنتیجه است؛

ولͬ 𝑟١؛ ⋅ ⋅ ⋅ 𝑟𝑛 ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐼) بنابراین .𝑖 = ١,٢,٣, ..., 𝑛 آن در که ،𝑟١𝑟٢ ⋅ ⋅ ⋅ 𝑟𝑛𝑎𝑖 = ٠ لذا

وجود 𝑗 ∈ {١,٢,٣, ..., 𝑛} ،𝑃 بودن اول به توجه با صورت این غیر در زیرا 𝑟١𝑟٢ ⋅ ⋅ ⋅ 𝑟𝑛 /∈ 𝑃

.𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐼) ⊈ 𝑃 پس است، تناقض که ،𝑟𝑗 ∈ 𝑃 که داشت خواهد

𝐼𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐼)؛ = ٠ تعریف، بنابر .𝐼 ⊆ 𝑃 که مͬدهیم نشان 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐼)؛ ⊈ 𝑃 کنیم فرض برعکس،

.𝐼 ⊆ 𝑃 است، اول 𝑃 اینکه به توجه با حال .𝐼𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐼) ⊆ 𝑃 درنتیجه

.𝑒٢ = 𝑒 هرگاه گوییم خودتوان را 𝑅 حلقه از 𝑒 عنصر .٢٣.١.١ تعریف

آنگاه: ،𝑒 ∈ 𝑅 و حلقه ͷی 𝑅 هرگاه .٢۴.١.١ گزاره

باشد. خودتوان ١− 𝑒 اگر تنها و اگر است، خودتوان 𝑒 (١

است. خودتوان خودتوان، دو حاصلضرب (٢
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رسید. نتیجه به مͬتوان تعریف از استفاده با و بهراحتͬ برهان.

.𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑒) =< ١− 𝑒 > آنگاه باشد، 𝑅 حلقه از خودتوان ͷی 𝑒 هرگاه .٢۵.١.١ گزاره

نتیجه، در 𝑟؛ = 𝑟 − 𝑟𝑒 = 𝑟(١ − 𝑒) لذا: ،𝑟𝑒 = ٠ تعریف، بنابر ،𝑟 ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑒) هرگاه برهان.

.𝑟 ∈< ١− 𝑒 >

از ،𝑟 = 𝑠 − 𝑠𝑒 لذا 𝑟؛ = 𝑠(١ − 𝑒) که دارد وجود 𝑠 ∈ 𝑅 عضو ،𝑟 ∈< ١ − 𝑒 > هرگاه برعکس،

مͬگیریم: نتیجه اینجا

𝑟𝑒 = 𝑠𝑒− 𝑠𝑒٢ = 𝑠𝑒− 𝑠𝑒 = ٠,

.𝑟 ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑒)تعریف بنابر پس

.< 𝑥 > ∩ < 𝑦 >=< 𝑥𝑦 > آنگاه باشند، 𝑅 حلقه از خودتوان دو 𝑦 و 𝑥 هرگاه .٢۶.١.١ گزاره

.< 𝑥𝑦 >⊆< 𝑥 > ∩ < 𝑦 > لذا .< 𝑥𝑦 >⊆< 𝑦 > و < 𝑥𝑦 >⊆< 𝑥 > ،٢١.١.١ بنابر برهان.

لذا .𝑟 = 𝑟٢𝑦 و 𝑟 = 𝑟١𝑥 که دارند وجود 𝑟١, 𝑟٢ ∈ 𝑅 آنگاه ،𝑟 ∈< 𝑥 > ∩ < 𝑦 > اگر برعکس

𝑟١𝑥𝑦؛ = 𝑟٢𝑦 = 𝑟پس است، خودتوان 𝑦 که آنجا از اما .𝑟١𝑥𝑦 = 𝑟٢𝑦
٢ درنتیجه، و 𝑟١𝑥 = 𝑟 = 𝑟٢𝑦

.𝑟 ∈< 𝑥𝑦 > ،٢١.١.١ مطابق بنابراین

عضو ،𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 هر برای هرگاه مͬکند، صدق پوچساز شرط در 𝑅 حلقه گوییم .٢٧.١.١ تعریف

بالا در شده ذکر خاصیت که است روشن .𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎, 𝑏) = 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑐) که باشد داشته وجود 𝑐 ∈ 𝑅

،𝜅 مانند ثابت کاردینال ͷی برای داد. تعمیم متناهͬ تعداد هر برای مͬتوان را 𝑏 و 𝑎 عضو دو برای

کاردینال با 𝑅 از 𝑋 زیرمجموعه هر برای هرگاه است، صادق پوچساز −𝜅 شرط در 𝑅 حلقه گوییم

پوچساز شرط دیدگاه این از .𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑋) = 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑟𝑋) که باشد داشته وجود 𝑟𝑋 ∈ 𝑅 ،𝜅 از کمتر

𝑅 گوییم کند، پوچسازصدق −𝜅 شرط در 𝑅 ،𝜅 هر برای هرگاه است. معادل پوچساز -ℵ٠ شرط با

است. صادق ابرپوچساز شرط در
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خودتوان ،𝑅 از 𝑋 زیرمجموعه هر برای هرگاه خوانیم، بئر حلقه ͷی را 𝑅 حلقه .٢٨.١.١ تعریف

.𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑋) =< 𝑒𝑋 > که باشد داشته وجود ،𝑒𝑋 ∈ 𝑅

بنابر زیرا مͬکند؛ صدق ابرپوچساز شرط در آنگاه باشد، بئر حلقه ͷی 𝑅 هرگاه .٢٩.١.١ ملاحظه

𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑋) =< 𝑒 > که دارد وجود 𝑒 خودتوان عنصر ،𝑅 حلقه از 𝑋 زیرمجموعه هر برای تعریف،

طبق پس 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑋)؛ = 𝐴𝑛𝑛𝑅(١ − 𝑒) لذا .< 𝑒 >= 𝐴𝑛𝑛𝑅(١ − 𝑒) ،٢۵.١.١ بنابر طرفͬ از و

مͬکند. صدق پوچساز شرط در بهویژه و ابرپوچساز شرط در 𝑅 تعریف،

𝑅 از 𝑒 خودتوان عنصر ،𝑎 ∈ 𝑅 هر برای هرگاه مͬنامیم، ضعیف بئر را 𝑅 حلقه .٣٠.١.١ تعریف

.𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎) = 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑒) که باشد داشته وجود

پوچساز شرط در ضعیف بئر حلقه هر و است؛ ضعیف بئر حلقه ͷی بئر، حلقه هر .٣١.١.١ نتیجه

مͬکند. صدق

وجود 𝑒 ∈ 𝑅 خودتوان ،٢٩.١.١ بنابر ،𝑋 = {𝑎} دهیم قرار ،𝑅 بئر حلقه تعریف در هرگاه برهان.

١− 𝑒 که آنجا از و 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎) = 𝐴𝑛𝑛𝑅(١− 𝑒) ،٢۵.١.١ مطابق لذا ،𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎) =< 𝑒 > که دارد

است. ضعیف بئر 𝑅پس است، خودتوان

بنابر ,𝑎؛ 𝑏 ∈ 𝑅 فرضکنیم مͬکند. صدق پوچساز شرط در ،𝑅ضعیف بئر حلقه مͬدهیم نشان حال

که دارند وجود 𝑒١, 𝑒٢ ∈ 𝑅 خودتوانهای تعریف،

𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎) = 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑒١) و 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑏) = 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑒٢),

توجه با اکنون .𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑏) =< ١− 𝑒٢ > و 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎) =< ١− 𝑒١ > داریم: ،٢۵.١.١ بنابر حال

درنتیجه: ,𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎؛ 𝑏) = 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎) ∩ 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑏) ،٢١.١.١ به

𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎, 𝑏) =< ١− 𝑒١ > ∩ < ١− 𝑒٢ >,

که: مͬگیریم نتیجه ٢۶.١.١؛ مطابق لذا
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𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎, 𝑏) =< (١− 𝑒١)(١− 𝑒٢) > .

و مͬنامیم 𝑒٣ را آن است؛ خودتوان (١ − 𝑒١)(١ − 𝑒٢) عنصر ،٢۴.١.١ از (٢) طبق که آنجا از اما

در نظر مورد حلقه نهایت در پس .𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎, 𝑏) =< 𝑒٣ >= 𝐴𝑛𝑛𝑅(١ − 𝑒٣) که مͬگیریم نتیجه

مͬکند. صدق پوچساز شرط

دارند. شهرت حلقهها -𝑃.𝑃 به نیز و ریͺارت حلقههای به ضعیف، بئر حلقههای .٣٢.١.١ ملاحظه

مطلب، این اثبات برای مدول). -𝑅 عنوان است(به پروژکتیو حلقهها، این از اصلͬ ایدال هر زیرا

دراین مͬگیریم. نظر در را حلقه این از 𝑎𝑅 اصلͬ ایدال و باشد ضعیف بئر حلقه ͷی 𝑅 کنیم فرض

دنباله صورت

٠ −→ 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎) ↩→ 𝑅 −→ 𝑎𝑅 −→ ٠

،𝑅 حلقه از 𝑒 خودتوان عنصر تعریف، بنابر است. کوتاه دقیق دنباله ͷی همریختͬها، مدول -𝑅 از

بهصورت مͬتوان را بالا دنباله لذا .𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎) = 𝑒𝑅 که دارد وجود

٠ −→ 𝑒𝑅 ↩→ 𝑅 −→ 𝑎𝑅 −→ ٠

،𝑅 چون و 𝑅 ≃ 𝑎𝑅 ⊕ 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎) مͬگیریم نتیجه مͬشود، شͺافته دنباله این که آنجا از نوشت.

است. پروژکتیو لذا و آزاد مدول -𝑅ͷی مستقیم جمعوند 𝑎𝑅پس است؛ آزاد مدول -𝑅ͷی

مͬنامیم، 𝑅 از صفر علیه مقسوم ͷی را 𝑎 ∈ 𝑅 باشد؛ حلقه ͷی 𝑅 کنیم فرض .٣٣.١.١ تعریف

حلقه صفر علیههای مقسوم تمام مجموعه .𝑎𝑏 = ٠ که باشد داشته وجود ٠ ∕= 𝑏 ∈ 𝑅 عنصر هرگاه

علیه نامقسوم ͷی نباشد، صفر علیه مقسوم که را 𝑅 عضو هر و مͬدهیم نمایش 𝑍(𝑅) نماد با را 𝑅

مͬنامیم. صفر

حلقه ،𝑅∖𝑍(𝑅) به نسبت 𝑅 کسرهای حلقه آنگاه باشد، حلقه ͷی 𝑅 هرگاه .٣۴.١.١ تعریف

مͬدهیم. نشان 𝑞(𝑅) نماد با را آن و مͬشود نامیده 𝑅 کسرهای ͷکلاسی
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.𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐷) = ٠ هرگاه گوییم، چͽال ایدال ͷی را 𝑅 حلقه از 𝐷 ایدال .٣۵.١.١ تعریف

ویژگͬهای دراینصورت باشند، 𝑅 از ایدالهایی 𝐷٢ و 𝐷١ و حلقه ͷی 𝑅 هرگاه .٣۶.١.١ گزاره

برقرارند: زیر

است. چͽال 𝑅 (١

است. چͽال نیز 𝐷٢ آنگاه باشد، چͽال 𝐷١ و 𝐷١ ⊂ 𝐷٢ هرگاه (٢

چͽالند. نیز 𝐷١ ∩𝐷٢ و 𝐷١𝐷٢ آنگاه باشند، چͽال 𝐷٢ و 𝐷١ هرگاه (٣

ببینید. را [١٣] مرجع از ٣٧ صفحه اثبات، مشاهده برای برهان.

مͬکنیم: تعریف باشد؛ 𝑅 حلقه چͽال ایدالهای همه خانواده Γ کنیم فرض .٣٧.١.١ تعریف

𝐹 = {𝑓 ∣ 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝐷,𝑅) , ∃𝐷 ∈ Γ}.

آنگاه: ،𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹 هرگاه .٣٨.١.١ گزاره

.𝑓 + 𝑔 ∈ 𝐹 (١

.𝑓𝑜𝑔 ∈ 𝐹 (٢

از (٣) بنابر دراینصورت ،𝑔 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝐷٢, 𝑅) و 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝐷١, 𝑅) کنیم فرض برهان.

از همچنین .𝑓 + 𝑔 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝐷١ ∩ 𝐷٢, 𝑅) بنابراین، است؛ چͽال نیز 𝐷١ ∩ 𝐷٢ ،٣۶.١.١

درنتیجه، است؛ چͽال نیز 𝑔−١(𝐷١) ،٣۶.١.١ از (٣) و (٢) طبق ،𝐷١𝐷٢ ⊆ 𝑔−١(𝐷١) که آنجا

.𝑓𝑜𝑔 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑔
−١(𝐷١), 𝑅)

ضابطههای با ترتیب به ،١ : 𝑅 → 𝑅 و ٠ : 𝑅 → 𝑅 همریختͬهای مدول -𝑅 .٣٩.١.١ گزاره

هستند. 𝐹 مجموعه عضو ،𝑟 ∈ 𝑅 هر برای ١(𝑟) = 𝑟 و 𝑟 ∈ 𝑅 هر برای ٠(𝑟) = ٠

است. برقرار نتیجه ،٣۶.١.١ از (١) بنابر برهان.
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باشند. 𝐹 مجموعه از دلخواه عضو دو 𝐷٢ دامنه با 𝑔 و 𝐷١ دامنه با 𝑓 کنیم فرض .۴٠.١.١ تعریف

و 𝑓 دیͽر عبارت به 𝑓(𝑑)؛ = 𝑔(𝑑) ،𝑑 ∈ 𝐷١ ∩𝐷٢ هر برای اگر تنها و اگر ،𝑓Θ𝑔 مͬکنیم تعریف

باشند. مساوی باهم دامنههایشان اشتراک روی 𝑔

𝐷 روی 𝑔 و 𝑓 که باشد داشته وجود 𝑅 حلقه از 𝐷 چͽال ایدال اگر تنها و اگر ،𝑓Θ𝑔 .۴١.١.١ لم

باشند. مساوی

ببینید. را [١٣] مرجع از ٣٨ صفحه برهان.

است. 𝐹 مجموعه روی ارزی، هم رابطه ͷی ،۴٠.١.١ تعریف در Θ رابطه .۴٢.١.١ لم

ببینید. را [١٣] مرجع از ٣٨ صفحه برهان.

با 𝑄(𝑅) = {[𝑓 ] ∣ 𝑓 ∈ 𝐹} آنگاه باشد، یͺدار و تعویضپذیر حلقه ͷی 𝑅 هرگاه .۴٣.١.١ گزاره

است: یͺدار و تعویضپذیر حلقه ͷی زیر، ضرب و جمع اعمال

[𝑓 ].[𝑔] = [𝑓𝑜𝑔] و [𝑓 ] + [𝑔] = [𝑓 + 𝑔];

براین، علاوه

٠𝑄(𝑅) = [٠] و ١𝑄(𝑅) = [١]

هستند. 𝑅 روی همانͬ و صفر همریختͬهای بهترتیب ،١ : 𝑅 → 𝑅 و ٠ : 𝑅 → 𝑅 که

ببینید. را [١٣] مرجع از ٣٨ صفحه برهان.

مͬنامیم. 𝑅 کسرهای کامل حلقه را 𝑄(𝑅) .۴۴.١.١ تعریف


