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  رياضيگروه 

  

  

  محضی رياضي  ی کارشناسی ارشد رشته نامه پايان

  ها گروه نظريهگرايش 

  

  

های خود  های متناهی غير بديهی که با گروه کامل خودريختی گروه ـpدرباره وجود 

  باشند خت میيکري

  

  

  :استاد راهنما

  رضا عبدالهیعليدکتر 

  

  :پژوهشگر

  خورتی سه رحمانی مورچهنفي

  

  

 ۱۳۹۱ ماهآبان 

 



  ابتکارات ج مطالعات، يوق مادی مترتب بر نتاقه حيکل

  ان نامهين پايق موضوع ايهای ناشی از تحق يو نوآور 

  .متعلق به دانشگاه اصفهان است





  سپاس و قدرداني

اوست كه آن را ارزشمند نموده است و به چه به عنوان ارزش در وجودم قرار دارد،  باسپاس از پروردگار مهربان كه هر آن

  .سپاس نگذارم كس را بي من آموخته است كه لطف هيچ

همواره از كه  تشكر نمايم ،استاد راهنماي خويشآقاي دكتر عليرضا عبدالهي، جناب  از دانم بر خود واجب مي ابتدا

ئري كه قبول زحمت سركار خانم دكتر مريم خاتمي و جناب آقاي دكتر بيژن طا از ام و نيز هايشان برخوردار بوده اهنمايير

ام كه همواره مشوق   تك اعضاي خانواده تكچنين از  هم .اند، سپاسگزارم عهده گرفته نامه را بر پاياناند و داوري اين  نموده

دكتر سيد محسن قريشي، كه همسر خويش، آقاي  ژه، اند، سپاسگزارم؛ بوي نصيب نگذاشته شان بي و مرا از الطاف  بودهمن 

 .اند داشته در وجودم زنده نگه ارنظراتشان، اميد همواره با  و همراهي نمودهمرا در پيمودن اين مسير  بردباريحلم و  با

  . سپاسگزارمشان در طول تحصيل  و از نهايت همراهي صادقي تشكر كردهژه خانم سميه  دوستان خود بوي ازچنين  هم

  .خواستارم وي سعادتمندي و پيروزي روز افزون راآرز اين عزيران، از خداي منان براي 

اين  ،توان ي گل تفسير كرد؛ مي تر از يك شاخه  عشق را با لبي خندانتوان مهرباني را، خدا را،  ت، ميتوان با هيچ ساخ مي

  ." خوبي از هر چيز ديگر بهتر است: "جمله را در دفتر فردا نوشت

                                                                                                                

  خورتي نفيسه رحماني مورچه                                                                                                              

 ۱۳۹۱ماه  آبان                                                                                                                       

 



  

  

  تقديم به                          

  پدر و مادرم

                                               



  دهيچک

ش يها ختیيامل خودروجود دارد که با گروه ک  ،  ��جز گروه دو وجهی  ، به گروه متناهی  ـp ايآ " :کند که ان میيمی بيقد   ی ک مسألهي

های  ، گروه ٢ی پوچتوانی  از رده  ی ها ل گروهيهای خاص از قب ن مسأله در برخی از حالتينامه به بررسی ا انين پايا "!خت باشد؟يکري

با مرکز  ٣های از رده پوچتوانی  ، گروه س عدد اوليرگروه آبلی از انديک زيهای با  ، گروه  اول  عدد های با مرکز از مرتبه  ، گروه توانمند

 .پرداخته است ٣های با همرده حداکثر  دوری و گروه

  :ها دواژهيکل

 pختی مرکزیيداخلی، خودرختی يختی، خودري، خودر روهگ  ـ  
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قراردادها و نمادها

باشد. ͳمتناه گروه Έی G و اول عدد Έی p کنید فرض

ͳطبیع اعداد مجموعه N

΀صحی اعداد مجموعه Z

A مجموعه به f تاب΄ تحدید f|A

است B زیرگروه A A ⩽ B

است B نرمال زیرگروه A A⊴B

است B سره زیرگروه A A < B

است B بیشین زیرگروه A A⋖B

است ی΋ریخت B با A A ∼= B

(H ◁G که ͳوقت)G در H راست های همدست همه مجموعه G/H

X مجموعه با شده تولید زیرگروه ⟨X⟩

G١, . . . , Gn گروه�های مستقیم حاصلضرب G١ × · · · ×Gn

B و A مستقیم نیم حاصلضرب A⋉B

g با x مزدوج xg

(x−١y−١xy ͳیعن )x, y جابجاگر [x, y]

x١, . . . , xn جابجاگر [x١, . . . , xn]

G١, . . . , Gn زیرگروه�های با متناظر جابجاگر زیرگروه [G١, . . . , Gn]

G مشتق زیرگروه G′

G مرکز Z(G)

G در x مرکزساز CG(x)

ب



G گروه ͳوقت م�ͳدهد، نشان را {x ∈ G | hx = h, ∀ h ∈ H} مجموعه�ی

م�ͳکند. عمل H بر

CG(H)

.CG(H) ∩ CG(K) با است برابر CG(H,K)

G در H نرمالساز NG(H)

G ͳفراتین زیرگروه Φ(G)

G ستون S(G)

G خودریخت�ͳهای کامل گروه AutG

G مرکزی خودریخت�ͳهای گروه Aut cG

G ͳتوان خودریخت�ͳهای گروه PAutG

G در x شامل مدار OrbG(x)

G درونریخت�ͳهای همه مجموعه EndG

G ͳداخل خودریخت�ͳهای گروه InnG

A به G از همریخت�ͳها همه�ی مجموعه�ی Hom (G,A)

م�ͳشود تولید عضو d با G مولد ͳمتناه گروه که d ͳطبیع عدد کوچ΋ترین d(G)

G رتبه rk(G)

H ͳآبل زیرگروه�های میان در بیشین رتبه mk(H)

هستند نرمال G در که H ͳآبل زیرگروه�های میان در بیشین رتبه mkG(H)

G در H اندیس |G : H|

ϕ ͳهمریخت تصویر Imϕ

ϕ ͳهمریخت هسته kerϕ

G ͳپایین مرکزی سری جمله nمین γn(G)

G ͳبالای مرکزی سری جمله +�nمین ١ Zn(G)

⟨gn : g ∈ G⟩ زیرگروه Gn

پ



gn = ١ که طوری به g ∈ G همه مجموعه G[n]

X مجموعه�ی بر آزاد گروه F (X)

R روابط و X مولد مجموعه با گروه نمایش ⟨X|R⟩

است B و A زیرگروه�های مرکزی حاصل�ضرب G G = A ∗B

A Gــ�مدول به متقاط΄ همریخت�ͳهای همه�ی مجموعه�ی Der (G,A)

ت



پیشͽفتار

پوچتوان گروه�های به معطوف حال به تا بیستم قرن دوم نیمه از ͳمتناه گروه�های نظریه تلاش بیشتر

به چه اگر که است بوده زمینه این در برجسته حدس�های و مسائل و ͳمتناه pــ�گروه�های بویژه و

پذیرفته کامل طور به که دارند وجود ͳقدیم حدس�های هنوز اما است، شده پرداخته آن�ها از تعدادی

م�ͳباشد. حدس�ها این از ͳ΋ی ͳبررس است، نظر مورد پایان�نامه این در آنچه نشده�اند. رد یا و

نشان AutG با را G خودریخت�ͳهای کامل گروه باشد. ͳمتناه گروه Έی G کنید فرض

گروه و (θg : x 7→ xg) θg با را g توسط القاشده ͳداخل ͳخودریخت آنΎاه ،g ∈ G اگر م�ͳدهیم.

صورت Giبه دنباله ،G خودریختͬ برج م�ͳدهیم. نشان InnG با Gرا ͳداخل خودریخت�ͳهای همه

م�ͳباشد: زیر

G١ −→ G٢ −→ G٣ −→ · · ·

است. (θ : g 7→ θg) θ دنباله جملات بین نΎاشت و Gi+١ = AutGi ، G١ = G که ͳجای

بدون ͳگروهG اگر که م�ͳکند حاصل را اطمینان این عموم طور به ویلانت١ از مشهور قضیه�ای

این خاص طور به اما م�ͳشود. متوقف گام ͳمتناه تعدادی در G ͳخودریخت برج آنΎاه باشد، مرکز

که: ͳقدیم مسأله این و است محدود بسیار pــ�گروه�ها ͳخودریخت برج درباره شناخت

خودریختͬ�های کامل گروه با که دیͽری غیربدیهͬ و متناهͬ pــ�گروهͬ ،D٨ دووجهͬ گروه جز آیا ”

” است؟ موجود باشد، یͺریخت خود

راستا این در شده انجام تحقیقات .[١۵.٢٩ مسأله ،١١] است مانده جواب بدون همچنان

است. نشده برداشته زمینه این در بلندی گام هنوز و م�ͳگیرند بر در را خاص حالت�های

قضایای و تعاریف ͳبرخ بیان به اول بخش سه در م�ͳباشد. بخش چهار بر مشتمل اول فصل

بیان گروه�ها ͳخودریخت درباره نتیجه چند چهارم بخش در و پرداخته�ایم گروه�ها نظریه از نیاز مورد

م�ͳکنیم.

١Wielandt

ث



اختصاص متقاط΄ همریخت�ͳهای گروه� رتبه ͳبررس و متقاط΄ همریخت�ͳهای تعریف به دوم فصل

دارد.

معادله جواب که طوری به پرداخته�ایم پایان�نامه این ͳاصل هدف به عمده طور به سوم فصل در

زیرگروه Έی با ،٢ͳپوچتوان رده از pــ�گروه�های شامل خاص، ͳحالت�های در را AutG ∼= G

ͳپوچتوان رده�ی از و دوری مرکز با ،٣ حداکثر همرده�ی از ،p مرتبه�ی از دوری مرکز با ،ͳآبل بیشین

این ͳاصل مرج΄ است، ذکر به لازم داده�ایم. قرار ͳبررس مورد توانمند و p٧ حداکثر مرتبه�ی از ،٣

م�ͳباشد. [۴] مقاله فصل،

با هستند؛ آشنا و متداول نمادهای یا و شده�اند تعریف خود جای در یا رفته ب΋ار نمادهای اکثر

کرد. مراجعه آن به م�ͳتوان نیاز صورت در که شده�اند گنجانده ͳفهرست در نمادها ͳتمام وجود، این

ج



١ فصل

پیش�نیازها

خواننده م�ͳکنیم. بیان را گروه�ها نظریه از نیاز مورد بنیادی قضایای و تعاریف ͳبرخ فصل این در

کند. پیدا [١٣ ،١] مراج΄ قبیل از گروه�ها نظریه کتاب�های در را قضایا این اکثر اثبات م�ͳتواند

است. شده گرفته نظر در ͳمتناه ͳگروه G و اول عددی p پایان�نامه این سرتاسر در

گروه�ها نظریه�ی از بنیادی نتایجͬ و مفاهیم ١.١

مجموعه�ی صورت این در باشد، x ∈ G و گروه Έی G کنید فرض تعریف١.١.

{g ∈ G | gx = xg},

م�ͳدهیم. نشان CG(x) با آن�را و نامیده G در x مرکزساز که است G زیرگروه Έی

صورت به آن�را و م�ͳدهیم نمایش Z(G) با را G مرکز ،G دلخواه گروه هر برای .٢.١ تعریف

م�ͳکنیم. تعریف Z(G) = {g ∈ G | gx = xg, ∀x ∈ G}

G از Gn زیرگروه صورت این در باشد. ͳطبیع عددی n و گروه Έی G کنید فرض تعریف٣.١.

م�ͳکنیم. تعریف ⟨gn : g ∈ G⟩ صورت به را

١



گروه�ها نظریه�ی از بنیادی نتایجͬ و مفاهیم پیش�نیازها١.١. .١ فصل

دوری G/K اگر صورت این در .K ⩽ Z(G) و باشد گروه ͷی G که کنید فرض .۴.١ لم

است. آبلͬ G آن�گاه باشد،

H به G از بروریختͬ ͷی ϕ اگر .N ◁ G و باشند گروه دو H و G کنید فرض .۵.١ قضيه

است. بروریختͬ ͷی نیز ϕ̄ : G/N −→ H/Nϕ آن�گاه باشد،

به باشند، G گروه از زیرگروه�هایͬ L و H,K کنید فرض ددکیند). ͳمدول (قانون ۶.١ قضيه

.(HK) ∩ L = (H ∩ L)K صورت این در K ⊆ L طوری�که

نشان [x, y] با را y و x جابجاگر .x, y ∈ G و باشد گروه Έی G کنید فرض .٧.١ تعریف

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به و م�ͳدهیم

[x, y] = x−١y−١xy = x−١xy

طور به را [x١, x٢, . . . , xn] جابجاگر آن�گاه ،x١, x٢, . . . , xn ∈ G اگر مشابه طور به هم�چنین

م�ͳکنیم: تعریف چنین ͳبازگشت

[x١, x٢, . . . , xn] = [[x١, x٢, . . . , xn−١], xn]

زیر اتحادهای صورت این در ،x, y, z ∈ G کنید فرض جابجاگر١). (اتحادهای ٨.١ قضيه

برقرارند:

yx؛ = y[y, x] •

,y]؛ x] = [x, y]−١ •

,x]؛ yz] = [x, z][x, y]z و [xy, z] = [x, z]y[y, z] •

,١−x]؛ y] = [y, x]x
−١ و [x, y−١] = [y, x]y

−١ •

١commutator identities

٢



گروه�ها نظریه�ی از بنیادی نتایجͬ و مفاهیم پیش�نیازها١.١. .١ فصل

.[x, y−١, z]y[y, z−١, x]z[z, x−١, y]x = ١ ویت١: ــ هال اتحاد •

با را B و A جابجاگر باشند. آن از ͳزیرگروه�های A,B و گروه Έی G کنید فرض تعریف٩.١.

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به آن�را و م�ͳدهیم نشان [A,B]

[A,B] = ⟨[a, b] | a ∈ A, b ∈ B⟩

ͳبازگشت طور به را [H١, H٢, . . . , Hn] جابجاگر آن�گاه ،H١, H٢, . . . , Hn ⩽ G اگر هم�چنین

م�ͳکنیم: تعریف چنین

[H١, H٢, . . . , Hn] = [[H١, H٢, . . . , Hn−١], Hn]

صورت: این در است. دلخواه گروه ͷی G آن در که ،A,B ⩽ G کنید فرض .١٠.١ لم

[A,B]؛ = [B,A] •

،[A١, B١] ⩽ [A,B] آن�گاه ،B١ ⩽ B و A١ ⩽ A اگر •

،[A,B] ⩽ A آن�گاه ،A⊴G اگر •

[HK,L] = [H,L][K,L] آن�گاه ،H,K,L⊴G اگر •

است. بدیهͬ غیر غیربدیهͬ، متناهͬ pــ�گروه هر مرکز .١١.١ قضيه

Gم�ͳنامیم نمای Gرا عناصر مرتبه�های مشترک مضرب کوچ�Έترین ،G ͳمتناه گروه هر برای

م�ͳدهیم. نمایش exp(G) با آن�را و

صورت این در باشد، B ⩽ A و آبلͬ گروه ͷی A کنید فرض .١٢.١ لم

expA ≤ |B| expA/B.

،(aB)m = B این�که از .|B| = k و expA/B = m نظر�بΎیرید در ،a ∈ A هر ازای به اثبات.

.expA ⩽ mk م�ͳشود نتیجه o(a) ≤ mk چون و amk = ١ نتیجه در و am ∈ B داریم

١Hall-Witt identity

٣



گروه�ها نظریه�ی از بنیادی نتایجͬ و مفاهیم پیش�نیازها١.١. .١ فصل

عضو هر مرتبه�ی که ͳصورت در گوییم، مقدماتͬ آبلͬ را G ͳمتناه ͳآبل pــ�گروه .١٣.١ تعریف

باشد. p اول عدد G ͳغیربدیه

ͷی صورت این در باشد. pn مرتبه�ی از مقدماتͬ آبلͬ یpͷــ�گروه G کنید فرض .١۴.١ قضيه

گروه V +) .G ∼= V + طوری�که به دارد وجود n بعد از Zp میدان روی V مانند برداری فضای

است) V برداری فضای جمعͬ

عمل G١ × · · · ×Gn مجموعه�ی بر باشند. گروه n ، Gn …و ،G١ کنید فرض تعریف١.١۵.

م�ͳکنیم: تعریف را زیر ͳدوتای

(g١, g٢, . . . , gn)(g
′
١, g

′
٢, . . . , g

′
n) = (g١g

′
١, g٢g

′
٢, . . . , gng

′
n)

مجموعه�ی که م�ͳشود ملاحظه ͳآسان به .gi, g′i ∈ Gi ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به آن در که

گروه�های (خارجͬ) مستقیم ضرب حاصل را گروه این است. گروه فوق عمل با G١ × · · · ×Gn

م�ͳدهیم. نشان G١ × · · · ×Gn علامت با آن�را و نامیم Gn …و ،G١

در G = G١ × G٢ × · · · × Gn و باشند گروه G١, G٢, . . . , Gn کنید فرض .١۶.١ قضيه

١ ≤ i ≤ n هر ازای به طوری�که به دارد H١, H٢, . . . , Hn مانند زیرگروه�هایͬ G صورت این

و Hi
∼= Gi،

،Hi ⊴G ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به .١

،G = H١H٢ . . . Hn .٢

Hi؛ ∩H١ . . . Hi−١Hi+١ . . . Hn = ١ ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به .٣

باشد. آبلͬ Gi هر اگر تنها و اگر است آبلͬ G به�ویژه،

مرتبه�ی� اگر .a ∈ G و باشد pn مرتبه�ی از آبلͬ متناهͬ یpͷــ�گروه G کنید فرض .١٧.١ قضيه

طوری�که به است موجود G از B زیرگروه آن�گاه باشد، G دیͽر عضو هر مرتبه�ی از ناکمتر a

.G = ⟨a⟩ ×B

۴



گروه�ها نظریه�ی از بنیادی نتایجͬ و مفاهیم پیش�نیازها١.١. .١ فصل

و A∩B = ١ دوری، C طوری�که به ،A,B,C ≤ G و یpͷــ�گروه G کنید فرض .١٨.١ لم

.C ∩B = ١ یا C ∩ A = ١ یا صورت این در .A×B ≤ G

از .C ∩ B ≤ C ∩ A یا C ∩ A ≤ C ∩ B یا پس است، دوری یpΈــ�گروه C چون اثبات.

م�ͳشود. نتیجه ح΋م لذا ،A ∩B = ١ ͳطرف

حاصل با متناهͬ تولید با آبلͬ گروه هر مولد). ͳمتناه ͳآبل گروه�های ͳاساس (قضیه�ی ١٩.١ قضيه

است. یͺریخت دوری گروه�های از مستقیمͬ ضرب

هرگاه م�ͳشود، نامیده K و H زیرگروه دو مرکزی حاصل�ضرب G گروه تعریف٢٠.١.

،[H,K] = ١ (١

،G = HK (٢

صورت به ͳمتناه زنجیری G نرمال سری Έی باشد. گروه Έی G کنید فرض .٢١.١ تعریف

.Gi ⊴G ،٠ ≤ i ≤ n هر برای طوری�که به است ١ = G٠ ⩽ G١ ⩽ · · · ⩽ Gn = G

گوییم، مرکزی سری Έی را ١ = G٠ ⩽ G١ ⩽ · · · ⩽ Gn = G نرمال سری تعریف٢٢.١.

.Gi/Gi−١ ⩽ Z(G/Gi−١) ،١ ≤ i ≤ n هر برای که ͳصورت در

به و Z٠(G) = ١ ،γ١(G) = G م�ͳدهیم قرار باشد. گروه Έی G کنید فرض .٢٣.١ تعریف

در .Zn(G)/Zn−١(G) = Z(G/Zn−١(G)) و γn+١(G) = [γn(G), G] ،n > ٠ هر ازای

صورت این

G = γ١(G) ⩾ γ٢(G) ⩾ γ٣(G) ⩾ · · ·(١)

١ = Z٠(G) ⩽ Z١(G) ⩽ Z٢(G) ⩽ · · ·(٢)

(١) سری جملات م�ͳشود. نامیده بالایͬ مرکزی سری (٢) سری و پایینͬ مرکزی سری (١) سری

داده نشان G′ با و نامیده G مشتق زیرگروه γ٢(G) م�ͳباشند. G مشخصه زیرگروه�های (٢) و

.Z(G) = Z١(G) که است ΀واض م�ͳشود.

۵



گروه�ها نظریه�ی از بنیادی نتایجͬ و مفاهیم پیش�نیازها١.١. .١ فصل

این به ،G ستون ،S(G)صورت این در باشد، ͳمتناه یpΈــ�گروه G کنید فرض تعریف١.٢۴.

G کمین نرمال زیرگروه�های حاصل�ضرب را S(G) باشد، G ̸= ١ چنان�چه م�ͳشود. تعریف گونه

است. مشخصه G گروه در S(G) م�ͳگیریم. نظر در ١ برابر را S(G) آن�گاه باشد، G = ١ اگر و

کوتاه طول باشد. داشته مرکزی یΈسری که ͳصورت در نامیم، پوچتوان Gرا گروه تعریف١.٢۵.

گوییم. G پوچتوانͬ رده�ی را G مرکزی سری ترین

است. ١ ͳپوچتوان رده�ی از پوچتوان گروه Έی ͳغیربدیه ͳآبل گروه هر E

است. پوچتوان ͳمتناه p-�گروه هر E

:G گروه هر برای .٢۶.١ قضيه

.γr+١(G) = ١ ،r ≥ ٠ چون صحیحͬ عدد ازای به اگر تنها و اگر است پوچتوان G .١

.Zs(G) = G ،s ≥ ٠ چون صحیحͬ عدد ازای به اگر تنها و اگر است پوچتوان G .٢

باشد، G از غیربدیهͬ نرمال زیرگروه ͷی N و متناهͬ یpͷــ�گروه G کنید فرض .٢٧.١ قضيه

.N ∩ Z(G) ̸= ١ صورت این در

بنابراین باشد. pn ≥ p٢ مرتبه�ی از متناهͬ گروه -pͷی G کنید فرض .٢٨.١ قضيه

،|G : Zc−١(G)| ≥ p٢ آن�گاه باشد، c پوچتوانͬ رده از G اگر .١

مͬ�باشد. n− ١ حداکثر G پوچتوانͬ رده .٢

از G گوییم .n ≥ ٢ آن در که باشد pn مرتبه�ی از یpΈ-�گروه G کنید فرض تعریف٢٩.١.

گروه��های را ١ همرده�ی از گروه�های باشد. n− c برابر آن ͳپوچتوان رده�ی هرگاه است، c همرده�ی

م�ͳنامند. بیشین رده�ی از

۶


