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لرستان دانشͽاه

پایه علوم دانشͺده

ریاضͬ گروه

عنوان

معادلاتسخت حل برای پیوسته بلوکͬ پسرو مشتقگیری روش

نگارش

علͬشاهͬ مرضیه

راهنما استاد

غضنفری بهمن دکتر

مشاور استاد

قاسمͬ مجتبی دکتر

ارشد کارشناسͬ درجه دریافت جهت پایاننامه

ریاضͬ رشته در

١٣٩٣ بهمن



مطالب از بخشͬ یا تمام از استفاده صورت در دارد. تعلق لرستان دانشͽاه به پایان�نامه این امتیازات همه

و پایان�نامه) راهنمای اساتید یا استاد (یا لرستان دانشͽاه نام باید سخنرانͬ�ها، یا کنفرانس�ها مجلات، در

غیر در شود. ثبت دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات دفتر از کتبی مجوز کسب ضمن و ماخذ ذکر با دانشجو نام

گرفت. خواهد قرار قانونͬ پیͽرد مورد این�صورت



چͺیده
سخت معادلات حل برای پیوسته بلوکͬ پسرو مشتقگیری روش پایان�نامه: عنوان

کمالوند قاسمͬ مجتبی دکتر مشاور: استاد غضنفری بهمن دکتر راهنما: استاد

عددی) کاربردی(آنالیز ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: درجه

پایه علوم دانشͺده: لرستان دانشͽاه تحصیل: محل

صفحه ١٢١ صفحات: تعداد

پیوسته، بلوکͬ پسرو مشتقگیری فرمول سخت، مسائل واژه�ها: کلید

پایداری. معمولͬ، دیفرانسیل معادلات

حل برای را ضمنͬ پیوسته بلوکͬ پسرو مشتقگیری فرمول ͷی رساله، این در چͺیده:

که جدید مقدار p از بلوک ͷی گام هر در مͬگیریم. نظر در معمولͬ دیفرانسیل معادلات

مͬآید. دست به همزمان بطور هستند، معمولͬ دیفرانسیل معادله برای تقریبی هایی جواب

و روش این از حاصل نتایج مقایسه با پیوسته بلوکͬ روش محاسبهای مزیتهای

است. شده ارائه MATLAB نرمافزار در ode٢٣s کننده حل

بهبود در پیوسته بلوکͬ پسرو مشتقگیری روش که دارند موضوع براین اشاره عددی نتایج

مͬباشند. موثرتر دقّت و انتگرالگیری گامهای تعداد
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ീ࣎م. ষیازঃندख़࡛ࢴت،੪ॸفودعایඵෆرॷما ൕঙࣂه
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مقدمه
وقت دیفرانسیل معادلات مبحث در دارند. کاربرد مسائل از بسیاری در معمولͬ دیفرانسیل معادلات

مͬشود. آنها جواب آوردن دست به برای تحلیلͬ روشهای و فنون یادگیری و تحلیل و تجزیه صرف زیادی

به مͬتوان را معادلات از خاصͬ دسته که مͬشود داده نشان و مͬگیرد انجام معادلات بندی دسته با کار این

موجود تحلیلͬ روشهای به نمͬتوان که دارد وجود فراوانͬ دیفرانسیل معادلات اما کرد. حل تحلیلͬ روش

این آورد، دست به را معادلات تحلیلͬ جواب مͬتوان که مواقعͬ در حتͬ آورد. دست به را آنها جواب

باشد. پیچیدهای فرم دارای است ممͺن جواب

بسیار ویژگͬهای از است. پرکاربرد و نظر مورد بسیار که است مبحثͬ دیفرانسیل معادلات عددی حل لذا

پایداری ناحیه که اندازه هر مͬباشد. روشها این پایداری عددی روشهای همͽرایی در تأثیرگذار و مهم

تقسیم در مͬباشد. بیشتر انتگرالگیری بازه گسستهسازی گام طول از روش استقلال باشد وسیعتر روش

مشاهده روشها این بررسͬ و ضمنͬ و صریح دسته دو به دیفرانسیل معادلات حل عددی روشهای بندی

مͬباشند. برخوردار بزرگتری پایداری نواحͬ از ضمنͬ روشهای که مͬشود

حل برای صریح روشهای که شدند مواجه دیفرانسیلͬ معادله با ٢ فلدر هرچ و کورتیس ١٩۵٢ سال در

.[۴] نبود کارآمد مسأله این عددی

و ٣ سخت -معادلات ١ آمد: وجود به دیفرانسیل معادلات در جدیدی دستهبندی بعد به تاریخ این از

حاکم ریاضͬ مدلسازی ... و ستارهشناسͬ زیستشناسͬ، شیمͬ، ،ͷفیزی در غیرسخت. ٢-معادلات

گام طول انتخاب سخت مسائل عددی حل در مͬشود. سخت مسأله ͷی به منجر پدیدهها از بربسیاری

٢Curtiss and Hirschfelder

٣Stiff equation



ث

بیشتر چه هر که عددی روش کارگیری به رو این از مͬباشد. مهم بسیار انتگرالگیری بازهی گسستهسازی

مͬ مهم مسائل گونه این حل برای ( وسیع پایداری ناحیه با روشͬ ) باشد گسستهسازی گام طول از مستقل

باشد.

سال در شدند. معرفͬ فلدر هرچ و کورتیس توسط ١٩۵٢ سال در (BDF ) پسرو مشتقگیری روشهای

و پایداری دقّت، کرد. استفاده فرمولها این از سخت معادلات از انتگرالگیری منظور به ۴ جر ١٩٧١

اخیر سالهای در شد. سخت مسائل حل برای روشها این وسیع استفاده سبب BDF روشهای همͽرایی

کارآمد بسیار برنامههایی و الͽوریتمها به دستیابی به منجر سخت مسائل حل برای عددی روشهای مطالعه

عملیاتهای میزان و دقّت برنامهها، این کارایی مقایسه و بررسͬ در تعیینکننده مؤلفه دو است. شده

روشهای کردن بلوکͬ با .[١٢] شدند معرفͬ ۵ مایلن توسط ابتدا بلوکͬ روشهای مͬباشد. محاسباتͬ

داد. کاهش چشمگیری اندازه به مͬتوان را محاسبات میزان عددی

روش این دقّت و عالͬ بسیار کارایی BDF بلوکͬ روشهای آوردن دست به ضمن پایاننامه این در

برخͬ اول فصل در که مͬباشد فصل سه شامل پایاننامه این مͬشود. بررسͬ سخت مسائل حل برای ها

پیوسته بلوکͬ پسرو مشتقگیری روش شرح به دوم فصل در مͬشود، بیان اولیه مفاهیم و تعاریف

سوم فصل در و مͬشود پرداخته روش این پایداری و همͽرایی دقّت، ویژگͬهای بررسͬ و (CBBDF )

در سخت مسائل حلکننده با عددی مثالهای ذکر با پیوسته بلوکͬ پسرو مشتقگیری روش دقّت و کارایی

مͬشود. مقایسه ode٢٣s یعنͬ MATLAB ٧.١٢(R٢٠١١a) نرمافزار

۴Gear

۵Milne
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مͬباشد: زیر مقاله پایاننامه، این در بررسͬ و مطالعه مورد اصلͬ مقاله

Continuous block backward differentiation formula for

solving stiff ordinary differential equations

Yaoa N.M. b، Jator S.N. Akinfenwaa، O.A.

شده درج پایان�نامه این در استفاده مورد انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه و کتاب�نامه پایان�نامه، این انتهای در

است.
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١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم

مقدمه ١.١

در مفاهیمͬ به اجمالͬ نگاهͬ از پس مͬپردازیم. کوشͬ مسأله عددی جوابهای بررسͬ به فصل این در

اسͺالری معادلات عددی تقریب به دستیابی برای را تکنیͷهایی معمولͬ، دیفرانسیل معادلات با ارتباط

این و نموده بیان را مطلق پایداری و پایداری صفر همͽرایی، سازگاری، مفاهیم سپس مͬکنیم. معرفͬ

معادلات در سخت مسائل مفهوم بیان به خاتمه در مͬدهیم. تعمیم دیفرانسیل معادلات دستگاه به را مفاهیم

مͬباشند. [٣-١] مراجع از برگرفته فصل این مطالب مͬپردازیم. دیفرانسیل

١



٢ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

کوشͬ مسأله ٢.١

مͬباشند. [١] مرجع از برگرفته بخش این در شده ارائه مطالب

در ٢ (ODE) معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی جواب یافتن آغازین) مقدار مسأله به (مشهور ١ کوشͬ مسأله

نقطه شامل R روی I بازه ͷی کردن مشخص با اسͺالر، حالت در ویژه به است. برداری یا اسͺالر حالت

مͬشود. مطالعه اول مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی عنوان به کوشͬ مسأله x٠


y′ = f(x, y(x)), x ∈ I

y(x٠) = y٠

(١.١)

به f وابستگͬ اگر است. S = I × (−∞,+∞) نوار روی پیوسته و مقدار حقیقͬ تابع ͷی f(x, y) که

مͬشود. نامیده ٣ خودگردان دیفرانسیل معادله آنگاه باشد، y طریق از فقط x

کرد: تبدیل خودگردان معادله به مͬتوان را معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی

y′ = f(x, y(x)) , X =

y(x)
x

 =

x١
x٢


١Cauchy Problem

٢Ordinary Differential Equation

٣Autonomous
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X ′ =
dX

dx
=


dx١
dx

dx٢
dx

 =

f(X(x))

١

 = F (X(x))

⇒ X ′ = F (X(x))

مͬکند: صدق زیر عبارت در (١.١) مسأله جواب باشد، پیوسته x به نسبت f اگر

y(x)− y٠ =

∫ x

x٠

f(τ, y(τ))dτ (٢.١)

باشد پیوسته f اگر بنابراین .y(x٠) = y٠ و است پیوسته I روی سپس کند صدق (٢.١) در f اگر برعکس

مͬ مشاهده عددی روشهای در را ارزی هم این مزیت است. (٢.١) انتگرال معادله ارز هم (١.١) مسأله

مͬکنیم. بیان (١.١) مسأله برای را یͺتایی و وجود ادامه در کنیم.

موضعͬ جواب یͺتایی و وجود .١

J ⊆ I همسایͽͬهای یعنͬ باشد. y به نسبت (x٠, yدر(٠ لیپشیتسموضعͬ f(x, y(x)) فرضکنید

که طوری به باشد داشته وجود L > ثابت٠ و باشند rJ , rΣ طولهای به ترتیب به y٠ از Σ و x٠ از

|f(x, y١)− f(x, y٢)| ≤ L|y١ − y٢| ∀x ∈ J, ∀y١, y٢ ∈ Σ. (٣.١)

٠ < r٠ < min(rJ , rΣ/M,١/L) که r٠ شعاع به x٠ از ͬͽهمسایͷی در (١.١) کوشͬ مسأله آنگاه

.[١] است J × Σ روی |f(x, y(x))| تابع مقدار Mماکزیمم آن در که یͺتاست. جواب دارای
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کلͬ جواب یͺتایی و وجود .٢

به نسبت لیپشیتس یͺنواخت پیوسته f و Σ = R و J = I اگر یͺتاست کلͬ جواب دارای مسأله

صدق لیپشیتس شرط در f آنگاه باشد کراندار y به نسبت J × Σ روی f مشتق اگر باشد. y

. [١] مͬکند

کوشͬ مسأله پایداری تحلیل

مͬگیریم: نظر در را زیر مسأله


z′(x) = f(x, z(x)) + δ(x), x ∈ I,

z(x٠) = y٠ + δ٠

(۴.١)

(١.١) مسأله شدهی مختل واقع در (۴.١) مسأله است. I روی x به نسبت پیوسته تابعͬ δ و δ٠ ∈ R که

شدهاند. مختل δ اندازهی به f و δ٠ اندازهی به y٠ که است

۴ لیاپانف پایدار I بازهی روی (١.١) مسأله باشد، کراندار مجموعهای I کنید فرض .١.٢.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در که (δ٠, δ(x)) اختلال هر برای اگر است (پایدار)

|δ٠| < ε, |δ| < ε ∀x ∈ I

۴Liapunove Stability
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آنگاه نماید تضمین را (۴.١) جواب وجود است، ͷکوچ بسیار و مثبت مقدار ε که

∃C > ٠ ε از مستقل C که : | y(x)− z(x) |< Cε ∀x ∈ I (۵.١)

و پایدار I کراندار بازهی هر برای اگر است پایدار مجانبی طور به (١.١) مسأله گوییم نباشد کراندار I اگر

باشد: برقرار زیر حد

lim
x→∞

|z(x)− y(x)| −→ ٠ (۶.١)

کند. میل صفر به جوابها اختلاف (x٠,+∞) برای و پایدار (x٠, x) برای یعنͬ

�

است. کافͬ لیپشیتس یͺنواخت پیوستگͬ شرط کوشͬ، مسأله پایداری برای

w(x) = z(x)− y(x) کنیم فرض

داریم:

w′(x) = f(x, z(x))− f(x, y(x)) + δ(x).

بنابراین،

∫ x

x٠

w′(s)ds =
∫ x

x٠

[f(s, z(s))− f(s, y(s))]ds+
∫ x

x٠

δ(s)ds, ∀x ∈ I.
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w(x٠) = δ٠ ⇒ w(x) = δ٠ +

∫ x

x٠

[f(s, z(s))− f(s, y(s))]ds+
∫ x

x٠

δ(s)ds, ∀x ∈ I.

⇒ |w(x)| ≤ |δ٠|+ L
∫ x

x٠
|w(s)|ds+

∫ x

x٠
|δ(s)|ds ≤ (١+ |x− x٠|) ε+ L

∫ x

x٠
|w(s)|ds

۵ گرانوال لم از استفاده با

|w(x)| ≤ (١+ |x− x٠|) εeL(x−x٠), ∀x ∈ I.

. I ⊆ R و KI = maxx∈I |x− x٠| آن در که C = (١+KI)e
LKI دهیم قرار اگر

دو g و φ و باشد، (x٠, x٠+ T ) بازهی روی نامنفͬ انتگرالپذیر تابعͬ p فرضکنید (گرانوال) .١.٢.١ لم

کند صدق زیر نامساوی در φ اگر باشد غیرکاهشͬ تابعͬ g و [x٠, x٠ + T ] بازهی روی پیوسته تابع

φ(x) ≤ g(x) +

∫ x

x٠

φ(τ)p(τ)dτ, ∀x ∈ [x٠, x٠ + T ],

آنگاه

φ(x) ≤ g(x)exp

(∫ x

x٠

p(τ)dτ
)
, ∀x ∈ [x٠, x٠ + T ]

شود.) مراجعه [١] به اثبات (برای

۵Gronwall Lemma


