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١ ف��ص��ل

م��ق��دم��ه

پ��ی��ش�گ��ف��ت��ار ١.١

دان��ان ی��اض��ی ر ش��د، م��ط��رح ض��ع��ی��ف ت��وپ��ول��وژی ک��ه زم��ان��ی دارن��د. ت��اب��ع��ی آن��ال��ی��ز در اس��اس��ی ن��ق��ش ف��ش��رده ع��م��ل��گ��ره��ای
ن��ی��ز را ش��د، م��ش��ه��ور ض��ع��ی��ف ف��ش��رده ع��م��ل��گ��ره��ای ب��ه ک��ه ت��وپ��ول��وژی، ای��ن ب��ا ف��ش��رده ع��م��ل��گ��ره��ای ک��ه اف��ت��ادن��د ف��ک��ر ای��ن ب��ه
١٩٧۴ س��ال در پ��ل��زی��ن��س��ک��ی و ج��ان��س��ون ف��ی��گ��ل، دی��ودس، ت��وس��ط زم��ی��ن��ه ای��ن در اس��اس��ی ق��ض��ی��ه اول��ی��ن ک��ن��ن��د. ب��ررس��ی
دان��ان ری��اض��ی ت��وج��ه ک��ان��ون در ف��ش��رده ع��م��ل��گ��ره��ای م��ان��ن��د ع��م��ل��گ��ره��ا از ن��وع ای��ن ن��ت��ی��ج��ه در ش��د. ث��اب��ت [٣] م��ق��ال��ه در
داد �رار ق� �ی �ررس� ب� �ورد م� را �ا �ه� آن� �ودن ب� �ف �ی� �ع� ض� �رده �ش� ف� �ا ی� �رده �ش� ف� �وان �ی�ت� م� �ه ک� �ی �ای� �ره� �گ� �ل� �م� ع� �ه �ل� �م� ج� از �ت. �رف� گ� �رار ق�
درون [٨] �ه �ال� �ق� م� در �ز �ت� �وی� �ام� ک� ١٩٨٠ �ال س� در �ا �ت� راس� �ن ای� در �د. �ن� �اش� �ی�ب� م� �اخ �ان� ب� �ر �ب� ج� دو �ن �ی� ب� �ای �ی�ه� �ت� �خ� �ری� �م� ه�
ورت��م��ن و چ��ی��ن��ب��رگ ک��ام��وی��ت��ز، م��س��ی��ر ای��ن ادام��ه در داد. ق��رار ب��ررس��ی م��ورد را ب��ان��اخ ج��ب��ر ی��ک از ف��ش��رده ی��خ��ت��ی�ه��ای ر
ی��ک از ف��ش��رده ی��خ��ت��ی�ه��ای ر درون ب��ا راب��ط��ه در س��والات��ی ب��ه [١٠] و [٩] م��ق��ال��ه�ه��ای در ١٩٨٩ ١٩٨٨و س��ال��ه��ای در

دادن��د. پ��اس��خ�ه��ای��ی س��اده ن��ی��م ب��ان��اخ ج��ب��ر
ه��م��ری��خ��ت��ی�ه��ای س��اخ��ت��ار G م��وض��ع��ی ف��ش��رده گ��روه ی��ک ب��رای [۵] م��ق��ال��ه� در وی��ت و ران��س��ف��ورد گ��ال��ه، ١٩٩٢ س��ال در
�ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �د. دادن� �رار ق� �ی �ررس� ب� و �ه �ع� �ال� �ط� م� �ورد م� L۱(G) �روه��ی گ� �ر �ب� ج� روی �ر ب� را �ی��ف �ع� ض� �رده �ش� ف� و �رده �ش� ف�
�ر �ب� ج� ی��ک �ه ب� L۱(G) از �ی��ف �ع� ض� �رده �ش� ف� �ی �ت� �خ� �ری� �م� ه� �ر ه� ،G �ل��ی آب� �ا ی� �رده �ش� ف� �ای �روه�ه� گ� �رای ب� �ه ک� �د دادن� �ان �ش� ن� �ا �ه� آن�
ف��ش��رده و ف��ش��رده ه��م��ری��خ��ت��ی�ه��ای ب��رد ک��ار و اه��م��ی��ت ب��ه ت��وج��ه ب��ا م��ی�ب��اش��د. م��ت��ن��اه��ی ب��ع��د ب��ا ب��ردی دارای دل��خ��واه ب��ان��اخ



م��ق��دم��ه .١ ٢ف��ص��ل

ع��ن��وان ب��ه داش��ت��ن��د. ب��ان��اخ ج��ب��ره��ای روی ع��م��ل��گ��ره��ا از ن��وع ای��ن س��ازی م��ش��خ��ص��ه در س��ع��ی دان��ان ری��اض��ی ض��ع��ی��ف،
�رده �ش� ف� و �رده �ش� ف� �ای �ی�ه� �ت� �خ� �ری� �م� ه� [١١] و [١٢] �ع �راج� م� در ٢٠١�١ و ٢٠٠٩ �ای �ه� �ال� س� در �ی�اف �ف� �ط� �ص� م� �ال �ث� م�
ب��ر م��ب��ت��ن��ی ن��ی��ز ن��ام��ه پ��ای��ان ای��ن ن��ت��ای��ج ب��ی��ش��ت��ر ک��ه دل��خ��واه ب��ان��اخ ج��ب��ر ی��ک ب��ه ب��ان��اخ ج��ب��ره��ای از ب��زرگ��ی رده از ض��ع��ی��ف

داد. ق��رار م��ط��ال��ع��ه و ب��ررس��ی م��ورد م��ی�ب��اش��د م��رج��ع دو ای��ن
اس��ت. ف��ص��ل چ��ه��ار ش��ام��ل ن��ام��ه پ��ای��ان ای��ن

�اخ �ان� ب� �ای �ره� �ب� ج� �ه ادام� در و �م �ردازی� �ی�پ� م� �اخ �ان� ب� �ای �ره� �ب� ج� �ه�ی �ری� �ظ� ن� �م �ی� �اه� �ف� م� �ج �ای� �ت� ن� از �ی �رخ� ب� �ان �ی� ب� �ه ب� اول �ل �ص� ف� در
�ی �رف� �ع� م� را �د �ازن� �ی� ن� �ورد م� �د �ع� ب� �ای �ل�ه� �ص� ف� در �ه ک� را �ا �ره� �ب� ج� از �ر �گ� دی� �ی �رخ� ب� و �واخ��ت �ن� �ک� ی� �م �ظ� �ن� م� �وی، ق� �م �ظ� �ن� م� �م، �ظ� �ن� م�

م��ی�ک��ن��ی��م.
روی �رده �ش� ف� �ای �ی�ه� �ت� �خ� �ری� �م� ه� �ی �ررس� ب� �ه ب� و �رده ک� �ی �رف� �ع� م� �اخ �ان� ب� �ای �ره� �ب� ج� روی را BSP �ی��ت �اص� خ� دوم، �ص��ل ف� در

م��ی�پ��ردازی��م. ب��اش��ن��د BSP خ��اص��ی��ت دارای ک��ه ق��وی م��ن��ظ��م ب��ان��اخ ج��ب��ره��ای
�ب��ره��ای ج� �ن��د �ان� م� �ای��ی �اب��ج� ج� �ان��اخ ب� �ب��ره��ای ج� از خ��اص��ی رده روی را �ی��ف �ع� ض� ف��ش��رده �ت��ی�ه��ای �ری��خ� �م� ه� س��وم، ف��ص��ل در
�ت��ی �خ� �ری� �م� ه� �ر ه� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� ف��ص��ل ای��ن �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن �ری� �ت� �م� �ه� م� �وان �ن� ع� �ه ب� و �رده ک� �ررس��ی ب� �واخ��ت �ن� �ک� ی� �م �ظ� �ن� م� و �ی��ن �ک� �ت� دی�

اس��ت. م��ت��ن��اه��ی ب��ع��د ب��ا ب��ردی دارای دل��خ��واه ب��ان��اخ ج��ب��ر ی��ک ب��ه ی��ک��ن��واخ��ت م��ن��ظ��م و دی��ت��ک��ی��ن ج��ب��ر ی��ک از ف��ش��رده
از �ی �رخ� ب� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �رف� �ع� م� را WSC �ه�ای �ال� �ب� دن� �ل �ام� ک� �ف �ی� �ع� ض� �ور ط� �ه ب� �ای �ره� �ب� ج� �ارم، �ه� چ� �ل �ص� ف� در �ت �ای� �ه� ن� در
م��ورد در را �ج��ی �ای� �ت� ن� �م �ی� �اه� �ف� م� ای��ن �م��ک ک� �ه ب� �ر آخ� در و �رده ک� �ررس��ی ب� را �ودن��ش��ان ب� �ز آرن� �م �ظ� �ن� م� �د �ن� �ان� م� �ا �ه� آن� �ژگ��ی�ه��ای وی�

م��ی�آوری��م. ب��دس��ت ب��ان��اخ ج��ب��ره��ای از ن��وع ای��ن روی ه��م��ری��خ��ت��ی�ه��ا



م��ق��دم��ه .١ ٣ف��ص��ل

ن��ی��از پ��ی��ش ٢.١

ه��ارم��ون��ی��ک آن��ال��ی��ز ح��ق��ی��ق��ی، آن��ال��ی��ز ت��اب��ع��ی، آن��ال��ی��ز از ق��ض��ای��ای��ی و ت��ع��اری��ف م��خ��ت��ص��ر ط��ور ب��ه ی��م دار ق��ص��د ف��ص��ل ای��ن در
از �ی �م� �ی� �اه� �ف� م� �ه ب� �ه �ت� �ب� ال� �م. �ی� �ای� �م� �ن� �ان �ی� ب� �د �رن� �ی� �ی�گ� م� �رار ق� �ی �ررس� ب� �ورد م� �د �ع� ب� �ای �ل�ه� �ص� ف� در �ه ک� را �اخ �ان� ب� �ای �ره� �ب� ج� و
و �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ع �واب� ت� �پ��س س� �م. �وده�ای� �م� ن� �ه ارای� �ل �ص� ف� �ن ای� در �ار �ص� �ت� اخ� �ه ب� را �ا �ه� آن� �ه ک� �م ی� دار �از �ی� ن� �ز �ی� ن� �ی �ات� �دم� �ق� م� �وژی �ول� �وپ� ت�
�ه��وم �ف� م� ف��ص��ل ای��ن �ای��ان پ� در �م��وده�ای��م. ن� �ی��ان ب� ت��واب��ع ای��ن روی را �ای��ی �ای� ق��ض� و �م��وده ن� ت��ع��ری��ف را �ن��واخ��ت ی��ک� �ت��ه�ی �ی��وس� پ�
ب��ررس��ی م��ورد را L۱(G), Lp(G), L∞(G), C۰(G), Cc(G),M(G) �ی��چ��ش��ی پ� ض��رب و ن��م��وده �ی��ان ب� را �ی��چ��ش پ�
م��ی�ب��اش��د. [٢۴] و [٢٢] ،[١۵] م��راج��ع در ش��ده ارای��ه م��ط��ال��ب ب��ر م��ب��ت��ن��ی ف��ص��ل ای��ن ن��ت��ای��ج ب��ی��ش��ت��ر م��ی�ده��ی��م. ق��رار

ت��وپ��ول��وژی ب��ر م��ق��دم��ه�ای ٣.١

م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده آن��ه��ا از ن��ام��ه پ��ای��ان ای��ن در ک��ه م��ی�ن��م��ای��ی��م ب��ی��ان را ت��وپ��ول��وژی از ت��ع��ری��ف چ��ن��د اب��ت��دا در

گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای��ش از U خ��ان��واده�ی ب��ا ه��م��راه را X م��ج��م��وع��ه�ی .١.٣.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��ن��د؛ U در ∅ و X (ال��ف)

ب��اش��ن��د؛ داش��ت��ه ق��رار U در U اع��ض��ای از م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد اش��ت��راک (ب)

ب��اش��ن��د. داش��ت��ه ق��رار U در U اع��ض��ای از دل��خ��واه ت��ع��داد اج��ت��م��اع (ج)

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش X,U ج��ف��ت ب��ا را U و X از م��ت��ش��ک��ل ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای

در داده ن��م��ای��ش A ب��ا و ن��ام��ی��ده A ب��س��ت��ار را A ش��ام��ل ب��س��ت��ه م��ج��م��وع��ه�ی ک��وچ��ک��ت��ری��ن A ⊂ X م��ج��م��وع��ه�ی ه��ر ب��رای

اس��ت. ش��ده ت��ش��ک��ی��ل A ش��ام��ل ب��س��ت��ه�ی م��ج��م��وع��ه�ه��ای ه��م��ه�ی اش��ت��راک از A ض��م��ن

B(a, r) م��ج��م��وع��ه�ی r > ۰ و a ∈ X ه��ر ب��رای �ص��ورت ای��ن در� ب��اش��د م��ت��ری��ک ف��ض��ای ی��ک (X, d) ک��ن��ی��م ف��رض

م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه و م��ی�ن��ام��ی��م a ن��ق��ط��ه�ی ح��ول ب��از گ��وی را

B(a, r) = {x ∈ X : d(a, x) < r}

�د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� r > ۰ �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� x ∈ U �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �ام� ن� �از ب� را U �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ر زی�

ب��اش��د. U زی��رم��ج��م��وع��ه�ی B(x, r) �ک��ه �ط��وری ب��ه
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�از ب� U �م �ی� �وی� �گ� ب� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ی �ن� �ع� ی� �ود �م� ن� �ان �ی� ب� �ز �ی� ن� �ری �گ� دی� �ل �ک� ش� �ه ب� را �ودن ب� �از ب� �وان �ی�ت� م�

ب��اش��د. ب��از گ��وی��ه��ای از اج��ت��م��اع��ی ص��ورت ب��ه گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت

�ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� Y و X �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� دو �ان �ی� م� f : X −→ Y �ع �اب� ت�

�ه ب� �د. �اش� ب� �از ب� f−۱(U) = {x ∈ X : f(x) ∈ U} �ه�ی �وع� �م� �ج� م� U ⊂ Y �از ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �رای ب�

ب��اش��د. ب��س��ت��ه ن��ی��ز f−۱(C) ،C ⊂ Y ب��س��ت��ه�ی، م��ج��م��وع��ه� ه��ر ب��رای ارز ه��م ط��ور

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه g و f پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع دو ت��رک��ی��ب ب��اش��ی��د داش��ت��ه ن��ظ��ر در

�ر ه� �رای ب� �ر گ� ا �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �از ب� Y و X �ک �وژی� �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� دو �ن �ی� ب� f : X −→ Y �ع �اب� ت�

�رای ب� �ر گ� ا �م �ی� �ام� ن� �ه �ت� �س� ب� را f �ادل �ع� م� �ور ط� �ه ب� �د. �اش� ب� �از ب� Y f(U)در ،X در U �از ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م�

ب��اش��د ب��س��ت��ه Y در f(C) ،C ⊂ X ب��س��ت��ه، م��ج��م��وع��ه�ی ه��ر

ب��اش��د. ب��از و پ��ی��وس��ت��ه گ��ر ا م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده ه��م��ان��ری��خ��ت��ی f : X −→ Y س��وی��ی دو ت��اب��ع

�م ه� f �ودن ب� �از ب� �ه ک� �د �ی� رس� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن ای� �ه ب� �وان �ی�ت� م� �ه �ت� رف� �ار �ک� ب� �ای �ف�ه� �ری� �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

�ب �ل� اغ� f−۱ : Y −→ X �ه �اب� �ش� م� �ور ط� �ه ب� �د. �اش� �ی�ب� م� f−۱ : Y −→ X �ودن ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ا ب� ارز

�اده �ف� �ت� اس� �ر زی� �ال �ث� م� از �ه �ن� �ی� زم� �ن ای� در �ی �ال� �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �وان �ی�ت� م� �د. �اش� �ی�ب� م� �ی �ت� �خ� �ری� �ان� �م� ه�

�ک ی� c < d و a < b �ه ک� [a, b] × [c, d] ⊂ R۲ �ال �گ� چ� �ل �ی� �ط� �ت� �س� م� �ر ه� از �ت اس� �ارت �ب� ع� �ه ک� �ود �م� ن�

م��ی�ب��اش��د. B۱(۰) = {(x, y) ∈ R۲ : x۲ + y۲ ≤ ۱} چ��گ��ال گ��وی ه��م��ان��ری��خ��ت��ی

�ه �وع� �م� �ج� م� دو �ن ای� �ن �ی� ب� f : X −→ Y �ی �ت� �خ� �ری� �ان� �م� ه� �ر گ� ا �م �ی� �ام� ن� �ت �خ� �ری� �م� ه� را Y و X �ه�ی �وع� �م� �ج� م� دو

ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود

�اط �ب� ارت� �ن ای� در را �ه �ی� �ض� ق� و �ف �ری� �ع� ت� �د �ن� چ� و �م �ی� �ن� ک� �رح �ط� م� را �رده �ش� ف� �ای �اه� �ض� ف� �م ی� دار �د �ص� ق� �ث �ح� ب� �ه�ی ادام� در
ی��م. ب��ی��اور

پ��وش��ش �ر زی� ی��ک �اوی ح� آن �از ب� پ��وش��ش �ر ه� �ر گ� ا �ود م��ی�ش� �ده �ی� �ام� ن� �رده ف��ش� X �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای ف��ض� .٢.٣.١ �ری��ف �ع� ت�

در ک��ه X ب��از م��ج��م��وع��ه�ه��ای از {U
i
}i∈I خ��ان��واده�ی ه��ر ب��رای گ��ر ا اس��ت ف��ش��رده X دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ب��اش��د. م��ت��ن��اه��ی

.X =
∪
i∈F Ui ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود F ⊂ I م��ت��ن��اه��ی م��ج��م��وع��ه�ی زی��ر X =

∪
i∈I Ui آن

ب��اش��د. ف��ش��رده �ای��گ��ی ه��م��س� ی��ک دارای x ∈ X ن��ق��ط��ه ه��ر گ��ر ا م��ی�ش��ود �ی��ده ن��ام� م��وض��ع��ی ف��ش��رده X ف��ض��ای ی��ک

م��ی�ب��اش��د. م��وض��ع��ی ف��ش��رده�ی م��ع��م��ول��ی ت��وپ��ول��وژی ب��ا ح��ق��ی��ق��ی اع��داد م��ث��ال ط��ور ب��ه
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: ک��ن��ی��م م��ی ت��ع��ری��ف ص��ورت ای��ن ب��ه را آن ک��ه ن��م��ای��ی��م م��ع��رف��ی را ه��اس��دورف ف��ض��ای م��ی�خ��واه��ی��م ب��ح��ث ادام��ه�ی در

�ه�ی �ل� �ی� �وس� ب� �وان �ت� ب� را �اوت �ف� �ت� م� �ر �ص� �ن� ع� دو �ر ه� �ر گ� ا �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �دورف �اس� ه� �ای �ض� ف� X �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف� ی��ک

�از ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� دو x ̸= y �و �ض� ع� دو �رای ب� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �ود. �م� ن� �دا ج� �ر �گ� �دی� �ک� ی� از �اوت �ف� �ت� م� �ای �ی�ه� �گ� �ای� �س� �م� ه�

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود U, V ⊂ X

U
∩
V = ∅ (x ∈ U, y ∈ V ).

X �ه ک� �ی �ورت� ص� در {∅, X} �ی��ف �ع� ض� �وژی �ول� �وپ� ت� �ا ام� �ت. اس� �دورف �اس� ه� X �ر ه� �رای ب� P (X) �ه �ت� �س� �س� گ� �وژی �ول� �وپ� ت�

ن��ی��س��ت. ه��اس��دورف ب��اش��د ع��ن��ص��ر ی��ک از ب��ی��ش��ت��ر دارای

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش T۲ ن��م��اد ب��ا را ه��اس��دورف ف��ض��ای ی��ک

V و U �از ب� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� x, y ∈ X �ر �ص� �ن� ع� دو �ر ه� �رای ب� �ه ک� �ی �ورت� ص� در �م �ی� �ام� ن� T۱ را X �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای �ض� ف�

. y /∈ V و x /∈ U ض��م��ن��ا و y ∈ U و x ∈ V ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د داش��ت��ه وج��ود

م��ج��زا ب��از م��ج��وع��ه�ی دو ب��ا ب��ت��وان را ن��ق��ط��ه ی��ک و ب��س��ت��ه م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک گ��ر ا ن��ام��ی��م م��ن��ظ��م را X ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای

م��ی��ده��ی��م. ن��م��ای��ش T۳ ب��ا اخ��ت��ص��ار ب��ه آن��را و ن��م��ود ج��دا ی��ک��دی��گ��ر از

�ه �ت� �وس� �ی� پ� �ع �اب� ت� �ک ی� x �ه �ط� �ق� ن� �ک ی� و F �ه �ت� �س� ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ک ی� �رای ب� �اه گ� �ر ه� �م �ی� �ام� ن� �م �ظ� �ن� م� �لا �ام� ک� را �ا �ض� ف� �ن ای�

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود f : X −→ [۰,۱]

f(x) = ۰, f(F ) = {۱}

ی��ک��دی��گ��ر �ا ب� ش��ده �ع��رف��ی م� �اه��ای ف��ض� �ول��وژی��ک �وپ� ت� �ه��ای گ��روه� در �ن��ا �م� ض� �ن��د. م��ی�ده� �ای��ش �م� ن� T
۳
۱
۲

�م��اد ن� �ا ب� را �ا ف��ض� ای��ن

م��ع��ادل��ن��د.

را ت��وره��ا از م��ق��دم��ات��ی ی��م دار ه��ا ت��ور از اس��ت��ف��اده ب��ه ن��ی��از م��ت��ن از ق��س��م��ت��ه��ای��ی در ای��ن��ک��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا راه درادام��ه�ی
م��ی��ده��ی��م. اراع��ه

�ه ب� �د �اش� �ی�ب� م� (≤) �ن��د �ان� م� �ه �ط� راب� ی��ک �راه �م� ه� �ه ب� D �ن��د �ان� م� �ه�ای �وع� �م� �ج� م� دار �ه��ت ج� �ه�ي �وع� �م� �ج� م� ی��ک .٣.٣.١ �ری��ف �ع� ت�

ب��اش��د: زی��ر خ��اص��ی��ت دو دارای �ک��ه �ط��وری

. α ≤ γ ب��اش��ی��م داش��ت��ه β ≤ γ و α ≤ β ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی ب��اش��د. م��ت��ع��دی (١)

. γ ≥ α , γ ≥ β ک��ه ب��اش��د م��وج��ود γ ∈ D ع��ن��ص��ر α, β ∈ D ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی ب��اش��ن��د. پ��ای��ان ه��م (٢)
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م��ان��ن��د ت��اب��ع��ی D م��ان��ن��د م��ج��م��وع��ه ی��ک در ت��ور ی��ک از م��ن��ظ��ور ام��ا

f : D −→ X

xα �ا ی� (xα) ص��ورت �ه ب� �ی �ادگ� س� �ه ب� را f : D −→ X �ور ت� α ∈ D �ر ه� �رای ب� .f(α) = xα ف��رض �ا ب� �د �اش� �ی�ب� م�

م��ی�ب��اش��د. ج��ه��ت��دار م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک D ای��ن��ج��ا در ک��ه م��ی��ده��ی��م. ن��م��ای��ش

ت��ور زی��ر ی��ک را ت��ور گ��وی��ی��م م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای ک��ن��ی��م م��ع��رف��ی ن��ی��ز را ت��ور زی��ر م��ف��ه��وم گ��ر ا ن��ی��س��ت ل��ط��ف از خ��ال��ی ادام��ه در

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود g : E −→ D ن��گ��اش��ت ه��رگ��اه ن��ام��ی��م

yβ = xy(β) ب��اش��ی��م داش��ت��ه B ∈ E ه��ر ب��رای (١)

. g(γ) ≥ α ب��اش��ی��م داش��ت��ه γ ≥ β ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود β ∈ E ع��ن��ص��ر α ∈ D ه��ر ب��رای (٢)

ک��ن��ی��م. ب��ی��ان زی��ر ص��ورت ب��ه ت��وره��ا در را ه��م��گ��رای��ی م��ف��ه��وم م��ی�ت��وان��ی��م ب��الا م��ط��ال��ب ب��ه ت��وج��ه ب��ا

x ب��ه xα �ص��ورت �ای��ن در ،X در ت��ور ی��ک (xα) و ب��اش��د ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض .۴.٣.١ ت��ع��ری��ف
�ر ه� �رای ب� �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �اش� �ی�ب� م� �ود �وج� م� α۰ ∈ D �ر �ص� �ن� ع� x از U �گ��ی �ای� �س� �م� ه� �ر ه� �رای ب� �اه گ� �ر ه� �د �اش� �ی�ب� م� �را �گ� �م� ه�

. xα ∈ U ب��اش��ی��م داش��ت��ه α ≥ α۰

: �ص��ورت �ای��ن در A ⊂ X و ب��اش��د ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای ی��ک X گ��ر ا .۵.٣.١ ق��ض��ی��ه

xα −→ x ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود A در (xα) ت��ور گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا x ∈ A ع��ن��ص��ر (١)

�ه �ت� داش� A در �را �گ� �م� ه� �ور ت� �ر زی� ی��ک A در (xα) �ور ت� �ر ه� �ر گ� ا �ا �ه� �ن� وت� �ر گ� ا اس��ت �رده �ش� ف� X در A �ه�ی �وع� �م� �ج� م� (٢)

ب��اش��د.

■ ش��ود. م��راج��ع��ه [٢٣] م��رج��ع پ��ی��وس��ت از (١.٠) ل��م ب��ه . ب��ره��ان

ص��ورت ای��ن در ت��اب��ع ی��ک f : X −→ Y و ب��اش��ن��د ت��وپ��ول��وژی��ک ف��ض��ای دو Y و X �ی��م �ن� ک� ف��رض .۶.٣.١ ق��ض��ی��ه

�ی��م ب��اش� �ت��ه داش� xα −→ x ف��رض ب��ا (xα) ت��ور ه��ر ب��رای گ��ر ا �ن��ه��ا ت� و گ��ر ا اس��ت �ت��ه �ی��وس� پ� x ∈ X ن��ق��ط��ه�ی در f ت��اب��ع

f(xα) −→ f(x)

■ ش��ود. م��راج��ع��ه [٢٣] م��رج��ع پ��ی��وس��ت از (۴.۶) ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان
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X روی �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ع �اب� ت� �ک ی� f : X −→ C و �دورف �اس� ه� �ی �ع� �وض� م� �رده�ی �ش� ف� �ای �ض� ف� �ک ی� X �م �ی� �ن� ک� �رض ف�
�ا ب� و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� X روی f �ر �ف� ص� �م ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� را {x ∈ X|f(x) ̸= ۰} �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش coz(f)
�ه�ی �ت� �وس� �ی� پ� �ع �اب� ت� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �دورف �اس� ه� �ی �ع� �وض� م� �رده�ی �ش� ف� �ای �ض� ف� �ک ی� X �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

ب��اش��د. ف��ش��رده coz(f) گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م ف��ش��رده م��ح��م��ل را f : X −→ C

�ه �ت� �وس� �ی� پ� �ع �واب� ت� �ه�ی �م� ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ص��ورت �ن �ای� در �د �اش� ب� �دورف �اس� ه� �ع��ی �وض� م� �رده �ش� ف� �ای �ض� ف� ی��ک X �م �ی� �ن� ک� ف��رض
�رب ض� و �ه�ای �ط� �ق� ن� �رداری ب� �ع �م� ج� �ا ب� �راه �م� ه� �ه �وع� �م� �ج� م� �ن ای� �م �ی� �ده� �ی� م� �ش �ای� �م� ن� C(X) �ا ب� را X روی �دار �ق� م� �ط �ل� �ت� �خ� م�
ف��ض��ای ی��ک �ه�ای �ط� �ق� ن� �رای��ی �گ� �م� ه� �ول��وژی �وپ� ت� �ا ب� �وان �ی�ت� م� را C(X) �د. �اش� �ی�ب� م� �رداری ب� �ای ف��ض� ی��ک �ه�ای �ط� �ق� ن� �رداری ب�
�ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �ر�م� زی� روی �واخ��ت �ن� �ک� ی� �رای��ی �گ� �م� ه� �ول��وژی �وپ� ت� �ا ب� C(X) �م��ن ض� در �رف��ت. گ� �ر �ظ� ن� در �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �رداری ب�

اس��ت. ت��وپ��ول��وژی��ک ب��رداری ف��ض��ای ی��ک ن��ی��ز X ف��ش��رده
�رم ن� �ا ب� �راه �م� ه� Cb(X) �م. �ی� �ده� �ی� م� �ش �ای� �م� ن� Cb(X) �ا ب� را C(X) در �دار �ران� ک� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ع �واب� ت� �ه�ی �م� ه� �ای �ض� ف� �ر زی�

اس��ت. ب��ان��اخ ف��ض��ای ی��ک ∥.∥sup ی��ک��ن��واخ��ت

∥f∥sup = supx∈X |f(x)|

زی��ر ی��ک ک��ه م��ی��ده��ی��م. ن��م��ای��ش C۰(X) ب��ا را C(X) در ش��ون��ده ص��ف��ر ب��ی��ن��ه��ای��ت در ت��واب��ع ه��م��ه�ی ف��ض��ای زی��ر ادام��ه در
�ر ه� �رای ب� �ر گ� ا �ود �ی�ش� م� �ر �ف� ص� �ای��ت �ه� �ن� �ی� ب� در f : X −→ C �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ادآوری ی� �ت. اس� Cb(X) از �ه �ت� �س� ب� �ای �ض� ف�

. |f(x)| < ϵ ب��اش��ی��م داش��ت��ه x ∈ X \K ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه ف��ش��رده K ⊂ X ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود ϵ > ۰

ن��ه ف��ض��ای �ر زی� ی��ک �ه ک� �م �ی� م��ی�ده� �ای��ش �م� ن� Cc(X) �ا ب� را C(X) در �رده ف��ش� �م��ل م��ح� �ا ب� �ع �واب� ت� �ه�ی �م� ه� ف��ض��ای �ر زی� �ا ام�
اس��ت. C۰(X) از ب��س��ت��ه ل��زوم��ا

�رده �ش� ف� supp(f) = coz(f) �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ر گ� ا �د �اش� �ی�ب� م� �رده �ش� ف� �ل �م� �ح� م� دارای f ∈ C(X) �م �ی� �ن� �ی�ک� م� آوری �اد ی�
م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش ن��ی��ز C۰۰(X) ب��ا را Cc(X) ض��م��ن��ا ب��اش��د.
م��ی�ب��اش��د زی��ر ص��ورت ب��ه م��ج��م��وع��ه�ه��ا ای��ن گ��رف��ت��ن ق��رار ت��رت��ی��ب

Cc(X) ⊆ C۰(X) ⊆ Cb(X) ⊆ C(X)

ب��اش��د ف��ش��رده X گ��ر ا ی��ع��ن��ی م��ی�ب��اش��ن��د. ب��راب��ر ی��ک��دی��گ��ر ب��ا م��ج��م��وع��ه چ��ه��ار ای��ن ب��اش��د ف��ش��رده X گ��ر ا ال��ب��ت��ه

Cc(X) = C۰(X) = Cb(X) = C(X)

�ت. �رف� گ� �ه�ای �ج� �ی� �ت� ن� �وق ف� �ای �ه� �ول� �م� ش� �ودن ب� �ره س� �ا ن� �ا ی� �ره س� �ورد م� در �وان �ی�ت� �م� ن� �ی �ل� ک� �ت �ال� ح� در �د �اش� �ب� ن� �رده �ش� ف� X �ر گ� ا

. Cc(X) = C۰(X) ول��ی �ت �س� �ی� ن� �رده �ش� ف� �ه ک� دارد �ود وج� X �دورف �اس� ه� �ی �ع� �وض� م� �رده�ی �ش� ف� �ای �ض� ف� �ال �ث� م� �رای ب�
�ر زی� �ه��ای �ت� �اش� ن��گ� �ه ک� ط��وری ب��ه τ �ن��د �ان� م� �ول��وژی �وپ� ت� ی��ک �راه �م� ه� ب��ه �د �اش� م��ی�ب� G �ن��د �ان� م� گ��روه��ی �ول��وژی��ک �وپ� ت� گ��روه ی��ک

ب��اش��ن��د: پ��ی��وس��ت��ه
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G×G −→ G

(x, y) 7−→ xy

و

G −→ G

x 7−→ x−۱

Gت��وپ��ول��وژی��ک گ��روه ی��ک آن از م��ن��ظ��ور ک��ه ن��م��ای��ی��م ت��ع��ری��ف را م��وض��ع��ی ف��ش��رده گ��روه ی��ک م��ی�ت��وان��ی��م ق��س��م��ت ای��ن در
�ک ی� �ا (ی� �رده �ش� ف� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ک ی� دارای G از �ه �ط� �ق� ن� �ر ه� �ی �ن� �ع� ی� �د �اش� ب� �ی �ع� �وض� م� �رده �ش� ف� آن �وژی �ول� �وپ� ت� �ه ک� �ت اس�

ب��اش��د. ف��ش��رده ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک دارای G ه��م��ان��ی ع��ن��ص��ر م��ع��ادل ط��ور ب��ه ب��اش��د. ف��ش��رده) ب��س��ت��ار ب��ا ه��م��س��ای��گ��ی

ب��اش��د ت��وپ��ول��وژی��ک گ��روه ی��ک G ک��ن��ی��م ف��رض .٧.٣.١ ق��ض��ی��ه

�ال��ت ح� در �د. �ن� �ت� �س� ه� �ی �ت� �خ� �ری� �ان� �م� ه� x 7−→ x−۱ و x 7−→ xa ، x 7−→ ax �ای �ه� �ت� �اش� �گ� ن� a ∈ G ازای �ه ب� (١

ط��ور ب��ه ) ب��اش��د ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک aU گ��ر ا وت��ن��ه��ا گ��ر ا اس��ت ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک U ⊂ G م��ج��م��وع��ه�ی زی��ر خ��اص

ب��اش��د.) ه��م��س��ای��گ��ی u−۱ )، ( ب��اش��د ه��م��س��ای��گ��ی Ua م��ع��ادل

�ک ی� (از �ت اس� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ک ی� �ز �ی� ن� U−۱ = {u−۱ : u ∈ G} �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ک ی� U �ر گ� ا (٢

ش��ام��ل U �ن��د م��ان� e ش��ام��ل ه��م��س��ای��گ��ی ه��ر .U = U−۱ گ��ر ا �ی��م ن��ام� �ت��ق��ارن م� ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک آن��را ک��ه �ن��ص��ر) ع�

اس��ت. م��ت��ق��ارن ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک

�ه ک� دارد �ود وج� G در e از V �ارن �ق� �ت� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� G در e �ی �ان� �م� ه� �ر �ص� �ن� ع� از U �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ر ه� �رای ب� (٣

.V ۲ = U

اس��ت. ف��ش��رده AB آن��گ��اه ب��اش��ن��د ف��ش��رده A,B ⊆ G گ��ر ا (۴

اس��ت. ب��از AB آن��گ��اه ب��اش��ن��د ب��از B ی��ا A ⊆ G گ��ر ا (۵

.A = ∩
V=nb(e)

AV آن��گ��اه A ⊆ G گ��ر ا (۶

■ ش��ود. م��راج��ع��ه [٢٣] م��رج��ع از (٢.١.١) ل��م ب��ه . ب��ره��ان

�ه �ت� �س� ب� AB �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �ه �ت� �س� ب� B ⊆ G و �رده �ش� ف� A ⊆ G و �وژی��ک �ول� �وپ� ت� �روه گ� ی��ک G �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٨.٣.١ �م ل�

اس��ت.



■ ش��ود. م��راج��ع��ه [٢٣] م��رج��ع از (۴.١.١) ل��م ب��ه . ب��ره��ان

�ال �ث� م� �رای ب� �س��ت. �ی� ن� �رار �رق� ب� �م ل� �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� �داش� ن� را A �ردگ��ی �ش� ف� ف��رض �ر گ� ا �م ل� �ن ای� در �ه ک� �د �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ر �ظ� ن� در
. Z +

√
۲Z = R ب��ل��ک��ه ن��ی��س��ت ب��س��ت��ه R در Z +

√
۲Z

و ب��س��ت��ه A ⊂ X و ف��ش��رده K ⊂ X و م��وض��ع��ی ف��ش��رده ه��اس��دورف ف��ض��ای ی��ک X گ��ر ا (ی��وری��س��ون) .٩.٣.١ ل��م

K ∩ A = ∅

ک��ه ط��وری ب��ه K از U م��وض��ع��ی ف��ش��رده ب��از ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک دارد وج��ود (١

K ⊂ U ⊂ U ⊂ X \ A.

ک��ه ط��وری ب��ه f : X −→ [۰,۱] ف��ش��رده م��ج��م��وع��ه از پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع ی��ک دارد وج��ود (٢

f = ۰ A روی ، f ∼= ۱ K .روی

�م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� x ∈ K ∩ B �ر ه� �رای ب� و C۰(B) در h : B −→ [۰,∞) و �ه �ت� �س� ب� B ⊂ X �ر گ� ا (٣

b ∈ B ه��ر ب��رای ک��ه (٢) راب��ط��ه در ص��ادق f پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع ی��ک دارد وج��ود آن��گ��اه ،h(x) ≥ ۱

f(b) ≤ h(b)

■ ش��ود. م��راج��ع��ه [٢٣] م��رج��ع پ��ی��وس��ت از (٨.٢) ل��م ب��ه . ب��ره��ان

�وژی��ک �ول� �وپ� ت� �ای ف��ض� ی��ک Xi ،i ∈ Iر� ه� �رای ب� و �ده �ارن� �م� ش� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� ی��ک I �ر گ� ا �ون��ف): �خ� �ی� (ت� .١٠.٣.١ �ی��ه ق��ض�

ب��اش��د. ف��ش��رده Xi ه��ر گ��ر ا وت��ن��ه��ا گ��ر ا اس��ت ف��ش��رده X = πiXi ح��اص��ل��ض��رب ف��ض��ای ب��اش��د.

■ ش��ود. م��راج��ع��ه [٢٣] م��رج��ع پ��ی��وس��ت از (٧.٢) ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

∗ ض��ع��ی��ف و ض��ع��ی��ف ت��وپ��ول��وژی ۴.١

و �ری��ف �ع� ت� �د �ن� چ� �ه ادام� در �م. �ی� ده� �رار ق� �ی �ررس� ب� �ورد م� را ∗ �ی��ف �ع� ض� و �ی��ف �ع� ض� �وژی �ول� �وپ� ت� �م ی� دار �د �ص� ق� �ل �ص� ف� �ن ای� در
م��ی�ن��م��ای��ی��م. ب��ی��ان را ت��اب��ع��ی آن��ال��ی��ز در ب��ن��ی��ادی و م��ه��م ق��ض��ی��ه
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�ور ط� �ه ب� را X روی τ �دورف �اس� ه� �وژی �ول� �وپ� ت� �د. �اش� ب� �رداری ب� �ای �ض� ف� �ک ی� X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١١.۴.١ �ف �ری� �ع� ت�

ای��ن �ا ب� �راه �م� ه� را X �د. �اش� ب� �ه �ت� داش� �ر �ف� ص� در �دب �ح� م� �ای �ی�ه� �گ� �ای� �س� �م� ه� از �ه �ای� پ� �ک ی� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �دب �ح� م� �ی �ع� �وض� م�

ن��گ��اش��ت��ه��ای ه��رگ��اه ن��ام��ی��م م��وض��ع��ی م��ح��دب ف��ض��ای ی��ک ت��وپ��ول��وژی

X ×X −→ X

(x, y) 7−→ x+ y

و

C ×X −→ X

(t, y) 7−→ tx

X روی پ��ی��وس��ت��ه خ��ط��ی ت��اب��ع��ک��ه��ای ت��م��ام از م��ت��ش��ک��ل X دوگ��ان ح��ال��ت ای��ن در ب��اش��ن��د. پ��ی��وس��ت��ه ت��وپ��ول��وژی ای��ن ت��ح��ت

�ان �ش� ن� < f, x > �ا ی� f(x) �ا ب� را x ∈ X در f ∈ X∗ �ع��ک �اب� ت� �دار �ق� م� �لاوه ع� �ه ب� �م. �ی� ده� �ی م� �ش �ای� �م� ن� X∗ �ا ب� را

م��ی�ده��ی��م.

از T ک��ران��دار و خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ره��ای ه��م��ه�ی ف��ض��ای B(X, Y ) ب��اش��ن��د. ن��رم��دار ف��ض��ای دو Y و X ک��ن��ی��م ف��رض
B(X,Y ) ، Y = C ح��ال��ت در . ∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ ≤ ۱} آن در ک��ه ده��د م��ی ن��ش��ان را Y ب��ه X
ک��ام��ل B(X, Y ) ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان ⟨f, x⟩ ی��ا f(x) ب��ا x ∈ X در را f ∈ X∗ م��ق��دار و X∗ ب��ا را

ب��اش��د. ک��ام��ل Y گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت

x۰ ه��رگ��اه ، x۰ ∈ X و X ن��رم��دار خ��ط��ی ف��ض��ای از ف��ض��ای��ی زی��ر M ک��ن��ی��م ف��رض ب��ان��اخ). (ه��ان .١٢.۴.١ ق��ض��ی��ه

ازای ب��ه و f(x۰) = ۱ ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود X روی f پ��ی��وس��ت��ه و خ��ط��ی ت��اب��ع��ک آن��گ��اه ن��ب��اش��د، M ب��س��ت��ار در

.f(x) = ۰ ، x ∈M ه��ر

ک��ن��ی��د. رج��وع [٢٧] از ۵.٣ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

■

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ن��رم��دار خ��ط��ی ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض .١٣.۴.١ ت��ع��ری��ف
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f ∈ X∗ �ر ه� آن �ح��ت ت� �ه ک� اس��ت X روی �وژی �ول� �وپ� ت� �ن �ری� �ت� �ک� �وچ� ک� ،X روی �ی��ف �ع� ض� �وژی �ول� �وپ� ت� از �ور �ظ� �ن� م� (ال��ف)

X در x ب��ه (xα) ت��ور ه��م��گ��رای��ی ده��ی��م. م��ی ن��م��ای��ش ω ی��ا σ(X,X∗) ب��ا را ت��وپ��ول��وژی ای��ن . اس��ت پ��ی��وس��ت��ه

ت��وج��ه م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش xα w−→ x ب��ا و م��ی�ن��ام��ی��م x ب��ه (xα) ض��ع��ی��ف ه��م��گ��رای��ی را ض��ع��ی��ف ت��وپ��ول��وژی در

.f ∈ X∗ ه��ر ب��رای f(xα) −→ f(x) گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا xα w−→ x ک��ه ک��ن��ی��د

ی��م دار f ∈ X∗ ه��ر ب��رای آن در ک��ه ک��ن��ی��م م��ی ت��ع��ری��ف x 7−→ x̂ ض��اب��ط��ه ب��ا را ϕ : X −→ X∗∗ ن��گ��اش��ت (ب)

پ��وش��ا ϕ ک��ه ح��ال��ت��ی در ه��س��ت. ن��ی��ز ی��ک ب��ه ی��ک ل��ذا ط��ول��پ��اس��ت. و خ��ط��ی ϕ ک��ه ک��ن��ی��م ت��وج��ه .x̂(f) = f(x)

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش x ب��ا را x̂ م��ع��م��ول ط��ور ب��ه ن��ام��ی��م. م��ی ان��ع��ک��اس��ی را X ب��اش��د

را ϕ(X) �واده �ان� خ� �ه ک� �ت اس� X∗ روی �وژی �ول� �وپ� ت� �ن �ری� �ت� �ک� �وچ� ∗Xک� روی ∗ �ف �ی� �ع� ض� �وژی �ول� �وپ� ت� از �ور �ظ� �ن� م� (ج)

�م. �ی� ده� �ی م� �ش �ای� �م� ن� ω∗ �ا ی� σ(X∗, X) �ا ب� را �دب �ح� م� �ی �ع� �وض� م� �ور ط� �ه ب� �وژی �ول� �وپ� ت� �ن ای� �ازد س� �ی م� �ه �ت� �وس� �ی� پ�

�اد �م� ن� �ا ب� و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� f �ه ب� ،(fα) ∗ �ف �ی� �ع� ض� �ی �رای� �گ� �م� ه� را �وژی �ول� �وپ� ت� �ن ای� در f �ه ب� (fα) �ور ت� �ی �رای� �گ� �م� ه�

.x ∈ X ه��ر ب��رای fα(x) −→ f(x) ک��ه ای��ن ب��ا اس��ت م��ع��ادل ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش fα w∗
−→ f

در ب��ا σ(X∗, X) ت��وپ��ول��وژی ب��رای f۰ ∈ X∗ ن��ق��ط��ه ه��م��س��ای��گ��ی پ��ای��ه�ی ی��ک ک��ه �ی��م �ن� م��ی�ک� ی��ادآوری ض��م��ن در

ش��ک��ل ب��ه م��ج��م��وع��ه�ه��ای ت��م��ام گ��رف��ت��ن ن��ظ��ر

V = {f ∈ X∗ : |⟨f − f۰, xi⟩| < ϵ , i ∈ I ه��ر ب��رای }.

.ϵ > ۰ و xi ∈ X و اس��ت م��ت��ن��اه��ی I آن در ک��ه م��ی�آی��د ب��دس��ت

�ن �ری� �ت� �ک� �وچ� ک� �وژی �ول� �وپ� ت� �ف �ی� �ع� ض� و �ت اس� B(X,C) در �وی �ض� ع� �ع واق� در f ∈ X∗ �ر ه� �ون چ� .١۴.۴.١ �ر �ذک� ت�

�ه ک� �ت �ف� گ� �وان �ی�ت� م� �وح �وض� ب� �ذا ل� �ود ش� �ه �ت� �وس� �ی� پ� آن �ح��ت ت� f ∈ X∗ �ر ه� �ه ک� �ت اس� �ی��ت �اص� خ� �ن ای� �ا ب� X �ر ب� �وژی �ول� �وپ� ت�

�وژی �ول� �وپ� ت� �ر گ� ا �ی �ن� �ع� ی� �ت. اس� X �اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� روی �رم ن� از �ل �اص� ح� �وژی �ول� �وپ� ت� از �ر �ف�ت� �ی� �ع� ض� �وژی �ول� �وپ� ت� �ف �ی� �ع� ض�

.τW ⊆ τ آن��گ��اه ده��ی��م ن��م��ای��ش τW ب��ا را X روی ت��وپ��ول��وژی ض��ع��ی��ف و τ ب��ا را X ب��ان��اخ ف��ض��ای ن��رم از ح��اص��ل

BX∗ ی��ک��ه�ی گ��وی �ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ن��رم��دار ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض آلاغ��ل��و). (ب��ان��اخ- .١۵.۴.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت. ∗ ض��ع��ی��ف ف��ش��رده�ی ،X∗ از

■ ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٢٧] م��رج��ع ب��ه . ب��ره��ان



م��ق��دم��ه .١ ١٢ف��ص��ل

پ��وش��ش از م��ن��ظ��ور �ص��ورت �ای��ن در ب��اش��د. ن��ات��ه��ی A ⊆ X و خ��ط��ی ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��م ف��رض .١۶.۴.١ ت��ع��ری��ف

از اس��ت ع��ب��ارت ده��ی��م م��ی ن��م��ای��ش co(A) ب��ا ک��ه A م��ح��دب

co (A) ={
n∑
i=۱

tixi : n ≥ ۱,
n∑
i=۱

ti = ۱, ti ≥ ۰, xi ∈ A}.

xα
w−→ x ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د X در ت��ور ی��ک (xα)α∈D و ن��رم��دار ف��ض��ای ی��ک X گ��ر ا (م��ازور). .١٧.۴.١ ل��م

. x ∈ co(xα : α ∈ D)
∥.∥ آن��گ��اه

ک��ن��ی��د. رج��وع [٣] م��رج��ع از ٣.٣ ب��خ��ش ب��ه . ب��ره��ان

■

X∗∗ در X �ورت �ص� �ن �ای� در �د. �اش� ب� �دار �رم� ن� �رداری ب� �ای �ض� ف� �ک ی� X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن). �ای� �ت� �دش� �ل� (گ� .١٨.۴.١ �م ل�

اس��ت. چ��گ��ال −∗ ض��ع��ی��ف

■ ش��ود. م��راج��ع��ه [٢٩] م��رج��ع از (۴.٣) ل��م ب��ه . ب��ره��ان

ker(T ) ب��ا ت��رت��ی��ب ب��ه را T ب��رد و پ��وچ ف��ض��ای آن��گ��اه ب��ن��گ��ارد، Y ت��وی ب��ه را X ف��ض��ای T گ��ر ا .١٩.۴.١ ت��ع��ری��ف

م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش T (X) و

ker(T ) = {x ∈ X : Tx = ۰},

T (x) = {y ∈ Y : Tx = y, X در xی��ک ازای ب��ه }.

�ورت �ص� �ن �ای� در .T ∈ B(X,Y ) و �د �ن� �اش� ب� �اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� دو Y و X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢٠.۴.١ �ه �ی� �ض� ق�

.ker(T ) =⊥ [T ∗(Y ∗)] و ker(T ∗) = [T (X)]⊥

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٢٧] در ۴ ف��ص��ل از ١٢ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

�ص��ورت �ای��ن در .T ∈ B(X, Y ) و ب��اش��ن��د ب��ان��اخ ف��ض��ای دو Y و X ک��ن��ی��م ف��رض .٢١.۴.١ ن��ت��ی��ج��ه

اس��ت. ب��س��ت��ه Y ∗ در ∗ ض��ع��ی��ف ط��ور ب��ه kerT ∗ ال��ف)

ب��اش��د. ی��ک ب��ه ی��ک T ∗ گ��ر ا وت��ن��ه��ا گ��ر ا اس��ت چ��گ��ال Y در T (X) ب)



م��ق��دم��ه .١ ١٣ف��ص��ل

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٢٧] در ۴ ف��ص��ل از ١٣ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

�ر زی� �رای��ط ش� �ورت �ص� �ن �ای� در T ∈ B(X, Y ) و �د �ن� �اش� ب� �اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� دو Y و X �م �ی� �ن� ک� ف��رض .٢٢.۴.١ �ه �ی� �ض� ق�

م��ع��ادل��ن��د.

اس��ت. ب��س��ت��ه Y در T (X) ال��ف)

اس��ت. ب��س��ت��ه ∗ ض��ع��ی��ف X∗ در T ∗(Y ∗) ب)

اس��ت. ب��س��ت��ه ن��رم X∗ در T ∗(Y ∗) ج)

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٢٧] در ۴ ف��ص��ل از ١۵ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه . ب��ره��ان

�ی �ط� خ� �ت �اش� �گ� ن� �م �ی� �وی� گ� �ورت ص� �ن ای� در �د، �ن� �اش� ب� �اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� دو Y و X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢٣.۴.١ �ف �ری� �ع� ت�

T �ه ک� �ت اس� �ح واض� �ورت �ص� �ن �ای� در �د. �اش� ب� �رده �ش� ف� Y در T (Bx) �ار �ت� �س� ب� �اه �رگ� ه� �ت اس� �رده �ش� ف� T : X −→ Y

.T ∈ B(X,Y ) ل��ذا اس��ت. ک��ران��دار

�ی �ط� خ� �ت �اش� �گ� ن� �م �ی� �وی� گ� �ورت ص� �ن ای� در �د، �ن� �اش� ب� �اخ �ان� ب� �ای �ض� ف� دو Y و X �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢۴.۴.١ �ف �ری� �ع� ت�

ب��اش��د. ض��ع��ی��ف ف��ش��رده Y در T (Bx) ض��ع��ی��ف ب��س��ت��ار ه��رگ��اه اس��ت ض��ع��ی��ف ف��ش��رده T : X −→ Y

ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. ب��ان��اخ ف��ض��ای دو Y و X ک��ن��ی��م ف��رض .٢۵.۴.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت. ف��ش��رده T آن��گ��اه ،dimT (X) <∞ و T ∈ B(X, Y ) ه��رگ��اه ال��ف)

ب��اش��د. ف��ش��رده T ∗ گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت ف��ش��رده T ∈ B(X, Y ) ب)

�ه�ای �ال� �ب� دن� �ر زی� �ل �ام� ش� ،X در {xn} �دار �ران� ک� �ه�ی �ال� �ب� دن� �ر ه� �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و �ر گ� ا �ت اس� �رده �ش� ف� T ∈ B(X, Y ) ج)

ب��اش��د. ه��م��گ��را Y در Txni
ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د xni

م��ان��ن��د

■ ک��ن��ی��د. رج��وع [٢٧] م��رج��ع ب��ه . ب��ره��ان

ح��اص��ل��ض��رب y ∈ Y و x ∈ X ه��ر ب��رای . ب��اش��ن��د ن��رم��دار خ��ط��ی ف��ض��ای دو Y,X ک��ن��ی��م ف��رض .٢۶.۴.١ ت��ع��ری��ف

م��ی �ری��ف �ع� ت� �ر زی� ص��ورت ب��ه و �ی��م ده� م��ی �ای��ش �م� ن� x⊗ y �ا ب� B(X∗, Y ∗) از ع��ض��وی �ن��وان ع� ب��ه را y, x �ان��س��وری ت�

ک��ن��ی��م

(x⊗ y)(f, g) = f(x)g(y) f ∈ X∗, g ∈ Y ∗


