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چͺیده
باید گروه و باشد اصلͬ یͷکلاف بحث مورد منیفلد که است لازم ها، کانͺشن ͷکلاسی تئوری در
تمرکز آنها معرفͬ و اصلͬ کلافهای روی بیشتر که است شده سعͬ نامه پایان این در کند. عمل آزاد بطور
فصل مͬ�باشد، قضایایͬ و مثال با همراه نامه پایان به مربوط مقدماتͬ و بنیادی مفاهیم اول فصل شود.
مورد کلافهای و است یافته اختصاص آنها مورد در قضایایͬ و مثالها اصلͬ، کلافهای به کامل بطور دوم
معرفͬ به سوم فصل در مͬ�باشند. کشنده پس کلافهای و وابسته کلافهای کنج، کلافهای آن در بحث
کانͺشنهایͬ روی باید و مͬ�شوند برده بͺار فراگیر گروه عمل عنوان به که مͬ�پردازیم جزئͬ کانͺشنهای
به فصل این از دیͽری بخش در کنیم. تمرکز مͬ�شوند استفاده اصلͬ کلاف کانͺشن تعریف برای که

مͬ�پردازیم. اصلͬ کلاف روی کانͺشنهای خمیدگͬ معرفͬ



...ଘم৤قدৎ
مͬ�باشد، زندگیم سایه�سار مهربانیش، سایهͬ که معرفت و عشق از کنده آ قلبͬ از قدردانͬ پاس به

عالͬ اهداف به رسیدن راه در مرا و مͬ�شناسد را راستین تلاش دارد، آشنایͬ تلاش واژه�ی با که همدلͬ
نامه پایان این است؛ داده خدایͬ تلالویͬ مان زندگͬ در را مسئولیت و تعهد حس که همو ؛ مͬ�رساند یاری

مͬ�گردد. عزیزم همسر به تقدیم



೯دایا...
ده. زیبایͬ عافیت به و کن عزیز تقوا به بخش، زینت حلم به ساز، توانͽر علم به مرا خدایا

تو به توست ناخشنودی مایه که چیزهایͬ همه و ناگهانͬ غضب عافیت، تغییر نعمت، زوال از خدایا!

مͬ�برم. پناه

من برای را زندگͬ که زمانͬ تا مͬ�دهم سوگند داری آفرینش بر که قدرتͬ و دانͬ غیب به را تو خدایا!

بمیران. مرا مͬ�دانͬ بهتر برایم را مرگ که زمانͬ و نͽهدار زنده مرا مͬ�دانͬ بهتر

کلمه خشم و خشنودی حال در کنͬ، من نصیب نهان و آشͺار در را خود ترس که مͬ�خواهم تو از خدایا!

سازی. من شعار را روی میانه توانͽری و فقر حال در و نمایͬ جاری من زبان به را اخلاص

کن. ͷنی نیز را سیرتم کردی ͷنی مرا خلقت که چنان خدایا!

مͽیر.!!!! باز من از ای، بخشیده من به که خوبͬ چیزهای و وامͽذار خودم به مرا لحظه ͷی خداوندا!



...ඟࢁพ়وୌقدৎ
رهروان همنشینͬ به شد، رهنمونمان علم طریق به بخشید، مان هستͬ که را یͺتا پروردگار کران بͬ سپاس

ساخت. روزیمان را معرفت و علم از چینͬ خوشه و نمود مفتخرمان دانش

کمال در که حجازی، سیدرضا دکتر آقای جناب شایسته، استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�

راهنمایͬ زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با صدر، ی سعه

این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه گرفتند، عهده بر را رساله این

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه

بازخوانͬ زحمت که پسندیده هادی دکتر آقای جناب و دسترنج الهام دکتر خانم سرکار محترم، اساتید از

آنان زحمات از بخشͬ خردترین، این که باشد دارم، را تشͺر کمال گرفتند، برعهده را نامه پایان این داوری و

گوید. سپاس را

و لذت بودن، باور ناب لحظات که فرشتͽانͬ مهربان عزیزم، مادر و پدر دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

سبز حضور مدیون زندگیم، زیبای و یͺتا تجربه�های تمام و رسیدن عظمت خواستن، جسارت دانستن، غرور

مͬ�کنم. قدردانͬ آنها از صمیمانه بͬ�دریغشان محبت�های پاس به و آنهاست

੫ࠝم୓دی࢖و ۱۳۹۲/۶/۲۵ا
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پیشͽفتار

میشوند. برده بͺار تقارن و گروه عملهای تحلیل برای مناسب چهارچوب ͷی عنوان به اصلͬ کلاف�های

شده سعͬ نامه پایان این در میͺنند. بازی متقارن ͬͺانیͺم سیستمهای تحلیل در مهمͬ نقش اصلͬ کلافهای

گیرند. قرار بررسͬ مورد آنها روی کانͺشنهای و اصلͬ کلاف�های بیشتر است

لͬ گروه آنها جمله�ی از که کرده�ایم بیان را نیاز مورد هندسͬ مقدماتͬ و بنیادی مفاهیم اول فصل در ابتدا

است جبری ساختار اول است:ساختار ساختار دو با G ی مجموعه ͷی لͬ، گروه ͷی است. آن عملهای و

هموار) (حقیقͬ- منیفلد ͷی G اینͺه یعنͬ است هندسͬ ساختار آن دوم ساختار و است گروه ͷی G یعنͬ

گروه ͷی برای مثال ترین ساده باشند. هموار باید G در معͺوس و گروهͬ ضرب عمل�های همچنین و است

در مͬ�باشد. جمعͬ عمل به نسبت معمولͬ وارون آن، وارون نͽاشت و جمع گروه عمل با Rn فضای لͬ

مورد مباحث، در سوم، و دوم فصول در که کرده�ایم مطرح را مثالهایͬ و قضایا مفصل، بطور لͬ، گروه بخش

بیان و ریمانͬ کانͺشن معرفͬ به آن در که رسانده�ایم پایان به ∇ عملͽر مبحث با را اول فصل هستند. نیاز

پرداخته�ایم. ریمانͬ هندسه اساسͬ قضیه

و وابسته کلافهای اصلͬ، کلافهای معرفͬ به اصلͬ، کلاف�های در ها کانͺشن عنوان با دوم فصل

گانه�ی سه ͷی اصلͬ یGͷ-کلاف است. پرداخته بهتر، درک برای مثالهایͬ با همراه کشنده، پس کلافهای

کامل، فضای P است. M به P از هموار نͽاشت ͷی π و هموار منیفلدهای M و P که است (P,M, π)

از مثال ترین بدیهͬ بدیهͬ، اصلͬ کلاف مͬ�گیرند. نام اصلͬ کلاف تصویر π نͽاشت و پایه فضای M

مͬ�باشد. اصلͬ G-کلاف

کلاف روی های کانͺشن مبحث به کشنده پس کلاف�های و وابسته کلاف�های معرفͬ از بعد سپس

دوم، فصل بخش پایان پرداخته�ایم. موردش در لمͬ بیان و آن تعریف به مفصل بطور که مͬ�رسیم اصلͬ

است. (همورد) کوواریان مشتق مبحث

کلاف�های گفتیم که همانطور است. لͬ گروههای عمل به وابسته کانͺشنهای نامه، پایان این فصل آخرین

تا فصل این در خاطر همین به مͬ�کنند، بازی ͷفیزی در ͬͺانیͺم های سیستم تحلیل در مهمͬ نقش اصلͬ

شده، قفل لختͬ تانسور لختͬ، فاکتور به مͬ�توان آنها جمله�ی از که است شده مطرح ͬͺفیزی مباحث حدودی



٢ مطالب فهرست

است، صلب جسم دوران با مرتبط که R٣ روی SO(٣) دوران گروه عمل و ساده ͬͺانیͺم فرم کانͺشن

کرد. اشاره

و شده�اند بیان تعریف حد در فقط موضوعات این نظر، مورد بحث از شدن دور از جلوگیری برای البته

کانͺشنهای خمیدگͬ به را نامه پایان این انتهایͬ بخش کرده�ایم. عنوان آنها با ارتباط در را گزاره و قضیه چندین

امید پرداخته�ایم. آن با رابطه در گزاره�ای بیان و خمیدگͬ فرم معرفͬ به و داده اختصاص اصلͬ کلاف روی

گیرد. قرار رساله این خوانندگان قبول و عنایت مورد بنده، ماهه�ی چندین زحمت و تلاش نتیجه است



١ فصل

هندسه بنیادی مفاهیم



۴ هندسه بنیادی مفاهیم .١

اولیه تعاریف ١.١

مثالهایͬ بهمراه مقدماتͬ قضایای و تعاریف به بعد فصول و ها بخش مفاهیم بهتر درک برای فصل این در

مͬ�پردازیم. آنها از

منیفلد به را تعریف اولین دارد، آشنایͬ ͷتوپولوژی فضای اساسͬ ویژگیهای با خواننده که اینͺه فرض با

مͬ�دهیم: اختصاص ͬͺتوپولوژی

گوئیم �بعدیn ͬͺتوپولوژی یͷمنیفلد آنرا باشد ͷتوپولوژی فضای ͷیM مͬ�کنیم فرض .١.١.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط هر�گاه

U, V ⊂M باز زیر�مجموعه�های در بترتیبمشمول p, q ∈M نقطه�ی دو هر یعنͬ باشد، Mهاسدورف •

. U ∩ V = ∅ بطوریͺه باشند

باشد. داشته شمارا پایه�ی یعنͬ باشد، دوم نوع شمارای M •

ͷی با همئومورف ͬͽهمسای ͷی در مشمول آن نقطه هر یعنͬ باشد، n بعد از اقلیدسͬ موضعا M •

باشد. Rn از باز زیر�مجموعه

M روی چارت) ͷی فقط مختصاتͬ(یا چارت ͷی باشد، ͷتوپولوژی بعدی -n منیفلد ͷی M کنید فرض

ͷی به U از همئومورفیسم ͷی φ : U → Ũ و M از باز ی مجموعه زیر ͷی U که است (U,φ) زوج ͷی

مشمول p ∈M نقطه هر ،ͷتوپولوژی منیفلد تعریف از استفاده با است. Ũ = φ(U) ⊂ Rnباز زیرمجموعه

دامنه را U است. شده متمرکز p در چارت مͬ�گوئیم φ(p) = ٠ اگر است. (U,φ) چارت دامنه ͷی در

توابع و (موضعͬ) مختصاتͬ نͽاشت ͷی φ مͬ�نامیم،نͽاشت نقطه�اش هر در چارت ͬͽهمسای یا چارت

U روی موضعͬ مختصات φ(p) = (x١(p), ..., xn(p)صورت به شده تعریف φ از (x١, ..., xn) مولفه�ای

مͬ�شود. نامیده

نͽاشت باشند M منیفلد روی چارت دو (V, ψ) و (U,φ) اگر حال

ψ ◦ φ−١ : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ).

ψ ◦ φ−١ هرگاه مͬ�نامیم سازگار هموار طور به را فوق چارت دو مͬ�نامیم. ψ به φ از گذر نͽاشت را

باشد. دیفئومورفیسم

هموار طور به دو به دو A اعضای هرگاه مͬ�نامیم M روی اطلس ͷی را A = {(Uα, φα)}α مجموعه

نباشد. دیͽری اطلس هیچ در مشمول هرگاه است ماکسیمال A اطلس باشند. سازگار

ͬͺتوپولوژی منیفلد هر است. هموار یͷاطلسماکسیمال ،M ͬͺتوپولوژی منیفلد روی هموار یͷساختار

مͬ�دهیم. نشان (M,A) با و نامیده هموار منیفلد ͷی را A هموار ساختار ͷی به مجهز



۵ اولیه تعاریف .١.١

. مͬ�باشد (Rn, I) مختصاتͬ چارت با n-بعدی هموار منیفلد ͷی Rn اقلیدسͬ فضای .٢.١.١ مثال

گوئیم هموار نͽاشتͬ را F : M → N نͽاشت باشند، هموار منیفلدهایͬ N و M اگر .٣.١.١ تعریف

روی φβ : Uβ → Vβ ⊂ Rn چارت هر Mو روی φα : Uα → Vα ⊂ Rm مختصاتͬ چارت هر برای هرگاه

باشد. هموار نͽاشتͬ φβ ◦ F ◦ φ−١
α : Rm → Rn مرکب نͽاشت ،N

است σ : M → M̃ مانند پیوسته�ای نͽاشت π : M̃ → Mی پیوسته نͽاشت از برش ͷی .۴.١.١ تعریف

.π ◦ σ = Id که

در مشتق ͷی را X : C∞(M) → R خطͬ عملͽر مͬ�گیریم نظر در را M هموار منیفلد .۵.١.١ تعریف

.X(fg)(p) = f(p)X(g) + g(p)X(f) اگر مͬ�نامیم p ∈M نقطه

مͬ�دهیم: قرار

TpM := {X : است p ∈M نقطه در مشتق عملͽر ͷی X},

مماسͬ کلاف را
⨿

p∈M TpM = TM همچنین مͬ�نامیم. p ∈ M نقطه در M منیفلد مماسͬ فضای آنرا

مͬ�گوئیم. M منیفلد

است. ٢m-بعدی و مͬ�پذیرد هموار منیفلدی ساختار مماسͬ کلاف هر .۶.١.١ قضیه

[٧] برهان.

v|p که مͬ�باشد p ∈M نقطه�ی هر در v|p ∈ TpM مماس بردار M روی v برداری میدان .٧.١.١ تعریف

برداری میدان ،(x١, . . . , xm) موضعͬ مختصات در مͬ�کند. تغییر دیͽر نقطه�ی به نقطه�ای از هموار بطور

فرم دارای x از ξi(x) هموار تابع هر برای

v|x = ξ١
∂

∂x١
+ ξ٢

∂

∂x٢
+ · · ·+ ξm

∂

∂xm
,

مͬ�باشد.

باشد آنها بین هموار نͽاشتͬ F : M → N و هموار منیفلدهایͬ N و M مͬ�کنیم فرض .٨.١.١ تعریف

هر ازای به که مͬ�نامیم F دیفرانسیل نͽاشت را dF |p : TpM → TF (p)N نͽاشت p ∈ M هر ازای به

ضابطه با v|p ∈ TpM و f ∈ C∞(N)

dF (v|p)f(y) = v(f ◦ F )(p), y = F (p),

داریم: موضعͬ مختصات در و مͬ�شود تعریف

dF (v|x) = dF

(
m∑
i=١

ξi
∂

∂xi

)
=

n∑
j=١

(
m∑
i=١

ξi
∂F j

∂xi
(x)

)
∂

∂yj
=

n∑
j=١

v(F j(x))
∂

∂yj
.
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مͬ�نامند. (پوشفوروارد) پیش�برنده نͽاشت آنرا و مͬ�دهند نشان نیز F∗ با را F دیفرانسیل نͽاشت

نقطه به باشد، آنها بین هموار نͽاشتͬ F : M → N و هموار منیفلدهایͬ N و M اگر .٩.١.١ تعریف

هرگاه است بحرانͬ p نقطه و باشد پوشا F∗ : TpM → TF (p)N اگر مͬ�گوئیم F از منظم یͷنقطه p ∈M

بحرانͬ آن نقاط تمامͬ باشد، کمتر N Mاز بعد که باشد موجود همواری تابع اگر یا rankF (p) < dimN

بود. خواهد

خطͬ نͽاشت ی رتبه p ∈ M در F رتبه ، باشد هموار نͽاشت ͷی F : M → N اگر .١٠.١.١ تعریف

بعد یا هموار چارت هر در F جزئͬ مشتقات ماتریس ی رتبه یعنͬ این و است F∗ : TpM → TF (p)N

مͬ�نویسیم و است ثابت ی رتبه دارای F میͽوئیم باشد k ی رتبه دارای نقطه هر در F اگر .ImF∗ ⊂ TF (p)N

.rankF = k

هم بطور یا باشد پوشا نقطه هر در F∗ اگر میشود نامیده سابمرژن F : M → N هموار نͽاشت ͷی

ارز هم بطور یا باشد ͷی به ͷی نقطه هر در F∗ اگر مͬ�شود نامیده ایمرژن ͷی و rankF؛ = dimN ارز

. rankF = dimM

ها سابمرژن ویژگیهای .١١.١.١ گزاره

باشد: سابمرژن ͷی π :M → N کنید فرض

است. باز نͽاشت ͷی π .١

است. π از هموار موضعͬ برش ͷی از تصویر ͷی در M از نقطه هر .٢

است. قسمتͬ خارج نͽاشت ͷی باشد، پوشا π اگر .٣

[٧] برهان.

ͷی که شده پارامتری و هموار خم ͷی یعنͬ M در خم ͷی باشد منیفلد ͷی M اگر .١٢.١.١ تعریف

یا است باز J بͽیریم نظر در اینͺه بدون است. بازه ͷی J ⊂ R که است γ : J → M پیوسته نͽاشت

[a, b] ⊂ R کراندار بسته بازه ͷی آن دامنه�ی که است خمͬ ای، قطعه خم اما بیͺران. یا است کراندار بسته،

هر از یͺطرفه مشتقات دارای موضعͬ مختصات هر در γiها مولفه�ای توابع اینͺه یعنͬ γ خم همواری باشد.

باشند. پایانͬ نقاط در مرتبه�ای
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است ͷتوپولوژی ͹ایمبدین ͷی X,Y ͷتوپولوژی فضای دو بین F : X → Y نͽاشت .١٣.١.١ تعریف

توپولوژی بنابراین باشد ͬͺی X,Y توپولوژی که میͺند ایجاب فوق شرط باشد. همئومورفیسم F هرگاه

باز Y در ImF ∩ V آنͽاه باشد Y توپولوژی ی پایه از عضو ͷی V اگر یعنͬ باشد زیرفضایͬ باید ImF

است.

باشد. ͬͺتوپولوژی ͹ایمبدین هرگاه یͷایمبدین͹است F :M → N ایمرژن .١۴.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: مطرح ͹ایمبدین و ایمرژن سابمرژن، از مثالهایͬ دراینجا .١۵.١.١ مثال

سابمرژن ͷی πi :M١ × · · · ×Mk →Mi تصویر هر باشند، هموار منیفلدهای M١, · · · ,Mk اگر •

است. سابمرژن ͷی اول مختصات n بروی π : Rn+k → Rn تصویر بویژه ، است

نͽاشت هر باشند، دلخواهͬ نقاط pi ∈Mi اگر باشند، هموار منیفلدهای M١, · · · ,Mk اگر •

بصورت ιj :Mj →M١ × · · · ×Mk

ιj(q) = (p١, · · · , pj−١, q, pj+١, · · · , pk)

(x١, · · · , xn,٠, · · · ,٠) به را (x١, · · · , xn) Rnکه → Rn+k نͽاشتشمول بویژه است ایمبدین͹هموار ͷی

است. هموار ͹ایمبدین ͷی مͬ�کند تصویر

γ′(t) ̸= ٠ اگر وتنها اگر است ایمرژن ͷی γسپس Mباشد منیفلد در هموار یͷخم γ : J →M اگر •

.t ∈ J هر برای

سابمرژن. هم و است ایمرژن هم F سپس باشد موضعͬ دیفئومرفیسم ͷی F :M → N اگر •

ͷی π : E → M تصویر نͽاشت باشد M هموار منیفلد ͷی روی هموار برداری کلاف ͷی E اگر •

است. سابمرژن

میدان ͷی نیز ،[v,w] آنها، لͬ کروشه�ی باشند، M روی برداری میدان دو w و v اگر .١۶.١.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به f :M → R هموار توابع همه برای که است برداری

[v,w](f) = v(w(f))−w(v(f)). (١.١)

باشیم: داشته اگر موضعͬ، مختصات در هم�چنین

v =
m∑
i=١

ξi(x)
∂

∂xi
, w =

m∑
i=١

ηi(x)
∂

∂xi
,
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داریم: سپس

[v,w] =
m∑
i=١

(v(ηi)−w(ξi))
∂

∂xi
=

m∑
i=١

m∑
j=١

(
ξj
∂ηi

∂xj
− ηj

∂ξi

∂xj

)
∂

∂xi
. (٢.١)

لͬ کروشه�ی مͬ�گیریم، نظر در را c′ و c ثابت�های و M روی u و w ،v برداری میدانهای .١٧.١.١ گزاره

مͬ�کند: صدق زیر خواص در آنها

دوخطͬ •

[cv + c′v′,w] = c[v,w] + c′[v′,w],

[v, cw + c′w′] = c[v,w] + c′[v,w′].

پادمتقارن •

[v,w] = −[w,v].

ژاکوبͬ اتحاد •

[u, [v,w]] + [w, [u,v]] + [v, [w,u]] = ٠.

مͬ�شود. اثبات آسانͬ به (٢.١) و (١.١) از استفاده با برهان.

نظر در را p ∈ M شده�ی داده نقطه�ی برداری�اند. میدان�های دوگان دیفرانسیلͬ فرم�های .١٨.١.١ تعریف

تعریف p در دیفرانسیلͬ ١�فرم مماسͬ، فضای روی ω : TpM → R مقدار حقیقͬ و خطͬ تابع مͬ�گیریم،

به و �شده نامیده هم�مماسͬ فضای و مͬ�باشد TpM مماسͬ برداری فضای دوگان ١-فرم�ها فضای مͬ�کند.

T ∗M = ⊔p∈MT
∗
pM هم�مماسͬ کلاف تشͺیل هم با هم�مماسͬ فضاهای مͬ�شود. نوشته T ∗

pM صورت

هموار و مقدار حقیقͬ تابع مͬ�دهد. ٢m-بعدی هموار منیفلد تشͺیل مماسͬ، کلاف مشابه که مͬ�دهند را

موضعͬ مختصات در است. ١-فرم ،df =
∑m

i=١
∂f

∂xi
dxi آن، دیفرانسیل مͬ�گیریم، نظر در را f :M → R

از ∂

∂xj
:= ∂xj مختصاتͬ پایه�های دوگان که مختصاتͬ، توابع از dxi دیفرانسیل�های x = (x١, . . . , xm)

حسب بر مͬ�کنند. فراهم مختصاتͬ چارت از نقطه هر در هم�مماسͬ فضاهای برای پایه�ای مماسͬ�اند، فضای

دارد: را زیر موضعͬ مختصات فرم عمومͬ حالت در ١-فرم هر پایه این

ω =
m∑
i=١

hi(x)dx
i.

مͬ�شوند. تعریف مماسͬ فضای روی متناوب چندخطͬ نͽاشت عنوان به بالاتر مراتب از دیفرانسیلͬ فرم�های

است: زیر k-خطͬ نͽاشت p ∈M نقطه�ی در Ω دیفرانسیلͬ �فرمk بنابراین

Ω : TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
k−بار

→ R,
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p در k-فرم�ها همه�ی فضای مͬ�شود. گرفته نظر در صفر مرتبه�ی از فرمͬ عنوان به f مقدار حقیقͬ تابع

مͬ�باشد.
(
m
k

)
بعد از برداری فضایͬ و مͬ�شود داده نمایش ΛkT ∗

pM بوسیله�ی

دوگان باشد M,N هموار منیفلدهای بین هموار نͽاشت ͷی F : M → N کنید فرض .١٩.١.١ تعریف

: بصورت خطͬ نͽاشت ͷی F∗ : TpM → TF (p)N خطͬ نͽاشت

F ∗ = (F∗)
∗ : T ∗

F (p)N → T ∗
pM

X ∈ TpM هر و ω یͷ-فرم هر برای و میͽویند F نͽاشت (ͷب (پول کشنده پس آن به که است

(F ∗ω)X = ω(F∗X).

است. دیفرانسیلͬ k)-فرم + ١) ͷی دیفرانسیلͬ k-فرم ͷی خارجͬ مشتق .٢٠.١.١ تعریف

مͬ نوشته df بصورت که است f دیفرانسیل ͷی f خارجͬ مشتق باشد (٠-فرم) هموار تابع ͷی f اگر

مستقیم مشتق dXf که df(X) = dXf ، X هموار برداری میدان هر برای که یͺتاست ١-فرم ،ͷی و شود

است. X راستای در f از

و باشد آن ٢n-بعدی مماس کلاف TM و n-بعدی هموار منیفلد ͷی M کنید فرض .٢١.١.١ تعریف

از فضا زیر ͷی به ، (π−١(p))، p ∈ M هر معͺوس تصویر باشد، طبیعͬ تصویر نͽاشت π : TM → M

مͬ�گویند. تار آن به که مͬ�شود تصویر TM

ͷی M روی k رتبه از برداری کلاف ͷی باشد، ͬͺتوپولوژی فضای ͷی M کنید فرض .٢٢.١.١ تعریف

که: است π : E →M پوشای ی پیوسته نͽاشت با E ͷتوپولوژی فضای

برداری زیرفضای ͷی دارد) نام p روی E تار که ) ،Ep = π−١(p) ⊂ E مجموعه ، p ∈M هر برای •

باشد. E k-بعدی

Φ : π−١(U) → U ×Rk همئومورفیسم ͷی Mو در p از U مانند ͬͽهمسای ͷی ، p ∈M هر برای •

: طوریͺه باشد موجود مͬ�شود) نامیده U روی E از موضعͬ سازی بدیهͬ ͷی که )

π−١(U)

Φ %%KK
KKK

KKK
K

π // U

U × Rk

π١

OO

ایزومورفیسم ͷی Eq به Φ تحدید ،q ∈ U هر برای چنانͺه و است) اول عامل روی تصویر ͷی π١ که )

و است هموار نͽاشت ͷی π باشند، هموار منیفلدهای E Mو اگر است. {q}×Rk ∼= Rk به Eq از خطͬ

هموار برداری کلاف ͷی E سپس شوند، محصور ها دیفئومورفیسم به توانند مͬ موضعͬ سازیهای بدیهͬ
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یͷبدیهͬ است، آن بروی دیفئومورفیسم ͷی که را موضعͬ سازی بدیهͬ هر ، حالت دراین مͬ�شود. نامیده

مͬ�نامیم. هموار موضعͬ سازی

کامل فضای ،E فضای مͬ�شود. نامیده خطͬ برداری کلاف اغلب ، ͷی رتبه دارای برداری کلاف ͷی

کرد بررسͬ مͬ�توان آسانͬ به باشد، باز U ⊂ M اگر است. آن تصویر π و آن ی پایه فضای M کلاف، از

به E تحدید آن، تصویر نͽاشت طوریͺه است π تحدید با برداری کلاف ͷی دوباره E|U = π−١(U) که

از فراگیر سازی یͷبدیهͬ که ) باشد Mموجود کل روی موضعͬ سازی بدیهͬ ͷی اگر مͬ�شود. نامیده U

همومورفیسم ͷی خودش ، E حالت، این در مͬ�شود. نامیده بدیهͬ یͷکلاف E سپس مͬ�شود) نامیده E

هموار سازی بدیهͬ ͷی که باشد هموار کلاف ͷی E → M اگر است. M × Rk حاصل�ضرب فضای به

است. بدیهͬ هموار بطور E مͬ�گوئیم بپذیرد

حاصل�ضرب کلافهای .٢٣.١.١ مثال

E = M × Rk حاصل�ضرب منیفلد ، M فضای هر روی k ی رتبه برداری کلافهای از ساده مثال ͷی

است بدیهͬ بوضوح کلاف این مͬ�باشد. آن تصویر عنوان به π = π١ :M × Rk →M نͽاشت با

M ×Rk سپس باشد هموار منیفلد ͷیM اگر فراگیر). سازی بدیهͬ ͷی عنوان به همانͬ نͽاشتهای (با

است. بدیهͬ هموار بطور

باشد، باز مجموعه ͷی U ⊂ M اگر باشد، برداری کلاف ͷی E → M کنید فرض .٢۴.١.١ تعریف

،p ∈ U هر برای آنها مقادیر اگر هستند مستقل ، U روی E از σ١, · · · , σk موضعͬ هموار برشهای

از k-تایͬ ͷی U روی E برای موضعͬ کنج ͷی باشند. Ep از خطͬ مستقل عناصر ،σ١(p), · · · , σk(p)

(σ١(p), · · · , σk(p)) لذا مͬ�کنند تولید را E که است σi : U → E که (σ١, · · · , σk) مانند موضعͬ برشهای

.U =M اگر مͬ�شود نامیده فراگیر کنج و است p ∈ U هر برای ، Ep تار برای پایه ͷی

حاصل�ضرب کلاف ͷی برای فراگیر کنج .٢۵.١.١ مثال

کنج ͷی Rk برای (e١, · · · , ek) استاندارد ی پایه باشد، حاصل�ضرب کلاف ͷی E = M × Rk اگر

منیفلد ͷی M اگر است. شده تعریف ẽi(p) = (p, ei) بصورت که مͬ�دهد نتیجه را E برای (ẽi) فراگیر

است. هموار فراگیر کنج این باشد هموار
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بپذیرد. فراگیر کنج ͷی اگر تنها و اگر است بدیهͬ برداری کلاف ͷی .٢۶.١.١ قضیه

[٧] برهان.

باشند برداری میدانهای v١, · · · ,vk و p در دیفرانسیلͬ ١-فرمهای ω١, · · · , ωk اگر .٢٧.١.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به که است ω١ ∧ · · · ∧ ωk دیفرانسیلͬ k-فرم ͷی آنها وج ضرب

⟨ω١ ∧ · · · ∧ ωk;v١, · · · ,vk⟩ = det
(
⟨ωi;vj⟩

)
. (٣.١)

شود: صفر آنها وج ضرب اگر وتنها اگر هستند خطͬ وابسته ω١, · · · , ωk ١-فرمهای

ω١ ∧ · · · ∧ ωk = ٠.

است: خطͬ چند وج ضرب

ω١ ∧ · · · ∧ (cωi + c′ω′i)∧ · · · ∧ ωk = c(ω١ ∧ · · · ∧ ωi ∧ · · · ∧ ωk) + c′(ω١ ∧ · · · ∧ ω′i ∧ · · · ∧ ωk)

باشد: M منیفلد روی دیفرانسیلͬ عملͽر d : Ωk(M) → Ω(k+١)(M) اگر .٢٨.١.١ قضیه

: آنͽاه باشد برداری میدان ͷی X و f ∈ C∞(M) اگر (١

df(X) = X(f)

: η ∈ Ωℓ(M) و ω ∈ Ωk(M) اگر (٢

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−١)kω ∧ dη

.d٢ω = ٠ (٣

[٨] برهان.

یͷ(١−k)-فرم ω با vباشد،ضربهوک هموار برداری میدان ͷی v و یkͷ-فرم ω اگر تعریف٢٩.١.١.

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به v١, · · · ,vk−١ برداری میدان�های از مجموعه�ای هر برای که است v ⌟ ω

⟨v ⌟ ω;v١, · · · ,vk−١⟩ = ⟨ω;v,v١, · · · ,vk−١⟩. (۴.١)

کنیم: محاسبه پایه عناصر برای آنرا است کافͬ لذا است دوخطͬ هوک ضرب

∂

∂xi
⌟ (dxj١ ∧ · · · ∧ dxjk) =

{
٠, i ̸= jk

(−١)k−١dxj١ ∧ · · · ∧ dxjk−١ ∧ dxjk+١ ∧ · · · ∧ dxjk , i = jk.
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مثال: بعنوان

∂x ⌟ dz ∧ dx = −dz

∂x ⌟ dy ∧ dz = ٠

.

فضای یا V دوگان فضای V ∗ باشد، متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی V کنید فرض .٣٠.١.١ تعریف

: صورت به X ∈ V و ω ∈ V ∗ همه برای را V ∗ × V → R نͽاشت مͬ�کند، مشخص را هم�بردارها

(ω,X) 7→ ⟨ω,X⟩ (ω,X) 7→ ω(X)

مͬ�کنیم. تعریف

حاصل�ضربͬ نͽاشت ͷی V روی کوواریانت �تانسور kͷی

F : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k−بار

→ R,

حاصل�ضربͬ نͽاشت کنتراواریانت �تانسورℓ ͷی مشابه بطور است

F : V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
ℓ−بار

→ R

نͽاشت ͷی است، �کنتراواریانتℓ ، �کوواریانت k تانسور ͷی که
(
k
ℓ

)
نوع از تانسور ͷی نیز و است

حاصل�ضربͬ

F : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k−بار

× ×
ℓ−بار

V ∗ · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸→ R

است.

ͷی .T ∈ T ℓ(V ) و S ∈ T k(V ) و باشد متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی V کنید فرض .٣١.١.١ تعریف

: مͬ�کنیم تعریف زیر بصورت نͽاشت

S ⊗ T : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k+ℓ−بار

→ R,

که

S ⊗ T (X١, · · · , Xk+ℓ) = S(X١, · · · , Xk)T (Xk+١, · · · , Xk+ℓ).

مͬ�شود. نامیده T و S تانسوری ضرب که است کوواریانت k)-تانسور + ℓ) ͷی S ⊗ T



١٣ اولیه تعاریف .١.١

به M روی کوواریانت �تانسورk کلاف ͷی باشد، هموار منیفلد ͷی M کنید فرض .٣٢.١.١ تعریف

صورت

T kM =
⨿
p∈M

T k(TpM),

صورت به کنتراواریانت �تانسورℓکلاف و

TℓM =
⨿
p∈M

Tℓ(TpM),

مͬ�شود. نامیده M روی تانسوری کلاف کلافها، این از ͷی هر است،

تانسوری میدان ͷی مͬ�شود. نامیده M روی تانسوری میدان ͷی، تانسوری کلاف ͷی از برش ͷی

مجموعه و J k(M) با را
(
k
٠
)
نوع از برداری میدانهای تمام مجموعه باشد. هموار آن برش هرگاه است هموار

مͬ�دهند. نشان Jℓ(M) با را
(٠
ℓ

)
نوع از برداری میدان�های تمام

هر در Dp ⊂ TpM مانند k-بعدی فضای زیر ͷی باشد، هموار منیفلد ͷیM کنید فرض .٣٣.١.١ تعریف

هموار توزیع ͷی مͬ�شود. نامیده ، توزیع ͷی فقط یا ،M روی �بعدیk مماس توزیع ͷی ،p ∈ M نقطه

k-صفحه میدان�های توزیع�ها این به باشد. D = ⨿p∈MDp ⊂ TMکلاف زیر ͷی آنها اجتماع اگر است

مͬ�شود. گفته هم مماس کلافهای زیر یا ای

مͬ�شود: تعریف زیر شͺل به D ⊂ TM k-بعدی توزیع پوچساز .٣۴.١.١ تعریف

Ann(D) = {ω ∈ Ω١(m) : ω(X) = ٠;X ∈ D}

ناپیوسته) یا (پیوسته F :M → N نͽاشت ͷی باشند، ͷتوپولوژی فضاهای N Mو اگر .٣۵.١.١ تعریف

باشد. فشرده F−١(K) معͺوس تصویر ،K ⊂ N فشرده مجموعه هر برای اگر مͬ�گوییم سره را

پیوسته نͽاشت هر سپس باشد، هاسدورف فضای ͷی N و فشرده فضای ͷی M کنید فرض .٣۶.١.١ لم

است. سره F :M → N

،ͬͽپیوست به توجه با است. هاسدورف N زیرا است بسته N در سپس باشد فشرده K ⊂ N اگر برهان.

است. فشرده لذا و بسته M در F−١(K)

وارون ͷی اگر باشد هاسدورف فضاهای بین پیوسته نͽاشت ͷی F : M → N کنید فرض .٣٧.١.١ لم

سره F سپس (G ◦ F = IdM که ،G : N → M پیوسته نͽاشت ͷی باشد(طوریͺه موجود F برای چپ

است.

رابطه در x ∈ F−١(K) نقطه هر سپس باشد فشرده مجموعه ͷی K ⊂ N اگر برهان.

بسته زیرمجموعه ͷی F−١(K) لذا است بسته N در K چون میͺند. صدق x = G(F (x)) ∈ G(K)

است. فشرده بنابراین و است G(K) فشرده مجموعه از



١۴ هندسه بنیادی مفاهیم .١

لͬ گروههای ٢.١

بطوریͺه است r-بعدی هموار منیفلدی ساختار با G گروه ͷی r-پارامتری، لͬ گروه ͷی .١.٢.١ تعریف

گروهͬ عمل

m : G×G→ G, m(g, h) = g · h, g, h ∈ G,

وارون و

i : G→ G, i(g) = g−١, g ∈ G,

باشند. منیفلدها بین هموار نͽاشت�هایͬ

لͬ گروه عملهای ١.٢.١

که است G ×M → M نͽاشت M روی Gاز چپ عمل ͷی باشد، مجموعه ͷی M و گروه ͷی G اگر

: و مͬ�شود نوشته (g, p) 7→ g · p صورت به

g١ · (g٢ · p) = (g١ · g٢) · p , g١, g٢ ∈ G , p ∈M

e · p = p , p ∈M

است: زیر خواص با M ×G→Mاشتͽن ͷی مشابه بطور راست عمل و

(p · g١) · g٢ = p · (g١ · g٢) , g١, g٢ ∈ G, p ∈M ;

p · e = p , p ∈M.

باشد: M روی G گروه از چپ عمل ͷی θ : G×M →M کنید فرض

است: زیر صورت به ای مجموعه گروه، عمل تحت p مدار p ∈M هر برای •

G · p = {g · p : g ∈ G},

.G عناصر عمل تحت p تصاویر تمام مجموعه

کل آن از نقطه هر مدار دیͽر عبارت به یا باشد داشته مدار ͷی تنها عمل این اگر است متعدی عمل •

باشد. M

مͬ�کند: ثابت را p که است g ∈ G عناصر از ای مجموعه ،p ایزوتروپͬ گروه ، p ∈M کنید فرض •

Gp = {g ∈ G : g.p = p}


