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مادرم و پدر

هستند زندگيم همه كه



ণپاسࢂචاری
الͺْتابِ أُمˋ ˀع˼ندَه و̮ يˀثْبِت و̮ ˀشاءʿي مʿا ˀهˊʓال يʿم˂حˀوا

اوست. نزد كتاب�ها همه اصل و مͭ�كند اثبات يا و محو بخواهد كه را آنچه خداوند

زندگیم مراحل تمام در و همواره کم�ͷهایش که بزرگ خداوند از مͬ�کنم سپاسͽذاری

اوست. از داریم چه هر ما و بی�همتاست خالق یͽانه او است. مشاهده قابل و ملموس

فراوان سپاس کردند. یاریم کار این در که بیشمارشان محبت�های با خانواده�ام از ممنونم

رساندن اتمام به در مهربانͬ�هایش و صبر راهنمایی�هایش، که ابری دکتر آقای استادم از

بود. کمͺم پایان�نامه

آقای و اصفهانͬ دکتر آقای از و مشاوره�هایش بابت تقوی دکتر آقای از متشͺرم پایان در

داشتند. عهده بر را پایان�نامه�ام داوری که عباسپور دکتر



چͺیده

اردوش کامل سرشتنماییفضای

وسیله�ی: به
پهلوانͬ حمید

میلادی ١٩۴٠ سال در ١ اردوش پل وسیله�ی به است شده اردوششناخته کامل فضای عنوان به اکنون که فضایی

{٠} ∪ { ١
n ;n ∈ N} دنباله�ی از آن مولفات که بردار�هایی همه شامل l٢ هیلبرت فضای از بسته زیر�فضاهای با

است. شده معرفͬ مͬ�آید،

که مسئله�ای به دادن جواب برای ،Ec ͬͺتوپولوژی سرشت�نمایی ͷی از داریم قصد ابتدا پایان�نامه این در

بعد مͬ�کنیم. مشخص را Ec فاکتورهای کلاس ادامه در کنیم. استفاده بود، شده مطرح ٢ اورستیخین توسط

کرد. خواهیم اثبات را Ec با مͬ�شوند ساخته اردوش روش طبق که ℓp باناخ فضاهای بودن همسانریخت آن از

توپولوژی با همراه I آنگاه ωباشد، روی شدنͬ لهستانͬ یFσͷ-ایده�آل I اگر که مͬ�دهیم نشان پایان در همچنین

توسط که سوالͬ به آخر نتیجه�ی این است. همسانریخت Ec و Z×٢ω ،٢ω ،Z مجموعه�های از ͬͺی با لهستانͬ

مͬ�دهد. جواب بود شده مطرح ٣ تودرویچ

١P.Erdos
٢L.G.Oversteegen
٣Stevo Todorcevic
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پیشگفتار

هدف است. بوده ریاضیدانان مهم اهداف از ͬͺی مختلف، رياضͬ ساختار�های سرشت�نمایی همواره

واقع در مͬ�باشد. اردوش کامل فضای از ͬͺتوپولوژی سرشت�نمایی ͷی پایان�نامه این در ما اصلͬ

هر که مͬ�باشد نادر خاصیت این دارای Ec که مͬ�دهیم نشان و مشخصنموده را Ec فاکتورهای کلاس

متناهͬ تعداد از بیش نه اما Xiها از ͬͺی حداقل باشد Ec با همسانریخت Π∞
i=٠Xi حاصلضرب زمان

از ساده سرشت�نمایی ͷی آیا که بود پرسیده اورستیخین مͬ�باشد. Ec فضای با همسانریخت آنها از

رابطه در که است پایان�نامه این در ما اصلͬ قضیه عنوان به زیر قضیه دارد. وجود اردوش کامل فضای

مͬ�نماییم. اثبات و کرده کامل�تر ١.١.٣ قضیه�ی در را قضیه این مͬ�باشد. سوال همین با

Wروی صفر�بعدی توپولوژی اگر تنها و اگر است Ec با همسانریخت E تهͬ غیر فضای قضیه.

و x ∈ E هر برای که به�طوری باشد داشته وجود است، درشت�تر E روی آن ذاتͬ توپولوژی از که ،E

(V,W) باشد، داشته وجود (E,W) در بسته V با E در x از V ͬͽهمسای ،E در x از U ͬͽهمسای

باشد. (U,W) از چͽال هیچ�جا زیر�مجموعه�ی V و ͬͺتوپولوژی کامل

ساخته اردوش روش با ℓp باناخ فضای در که فضاهایی مͬ�دهیم نشان قضیه این از کاربردی در

همسانریختند. اردوش کامل فضای با مͬ�شوند

،I اگر که مͬ�دهیم توضیح آن در و كرد خواهيم صحبت لهستانͬ ايده�آل�های درباره�ی ادامه در

مجموعه�های از ͬͺی با لهستانͬ توپولوژی با همراه I سپس باشد ω روی شدنͬ لهستانͬ -ایده�آلͬ Fσ
سوالͬ مͬ�دهد، جواب نتیجه این که است. همسانریخت Ec یا و Z×٢ω یا ٢ω کانتور مجموعه�ی ،Z

بود. شده مطرح تودرویچ توسط که را

با همراه نیستند Fσ که شدنͬ لهستانͬ ایده�آل�های مͬ�دهیم، نشان مثالͬ وسیله�ی به همچنین

آن توپولوژی اگر حتͬ نباشند، هم مͬ�توانند و باشند همسانریخت Ec با مͬ�توانند لهستانͬ توپولوژی

باشد. ی�ͷبعدی

١



نظر در را حقیقͬ اعداد از x = (x٠, x١, . . .) شمارش�پذیر دنباله�های شامل ℓ٢ هیلبرت فضای

زیر�مجموعه�ی از آن مولفه�های که به�طوری x ∈ ℓ٢ همه شامل ℓ٢ از بسته فضای زیر اردوش مͬ�گیریم.

شناخته اردوش کامل فضای نام به حال فضا این کرد. معرفͬ مͬ�شود انتخاب {٠} ∪ {١
n
;n ∈ N}

مͬ�شود.

نشان {x ∈ ℓ٢ : xi ∈ R \Q} با را اردوش کامل فضای ۵ تیمچاتین و اورستیخین ،۴ کاوامورا

مͬ�باشد. همسانریخت بود کرده معرفͬ اردوش که فضایی با فضا این دادند.

همسانریخت نیز ͷلل بادبزن از پایانͬ نقاط مجموعه�ی با اردوش کامل فضای که است شده ثابت

آن مناسب نمایش از نیاز، برحسب Ec دادن نشان برای پایان�نامه مختلف قسمت�های در ما مͬ�باشد.

مͬ�گیریم نتیجه است، مشخصشده یͺتا توپولوژی با ͷلل بادبزن که آن�جایی از کرد. خواهیم استفاده

است. خوش�تعریف Ec که

سرشت�نمایی آن هرچند بودند. کرده Ecارائه از یͷسرشت�نمایی تیمچاتین و اورستیخین کاوامورا،

نمͬ�باشد. ͬͺتوپولوژی اما است، فنͬ کاملا

استفاده ادامه در که ͬͺتوپولوژی مقدمات و مطالب کرده�ایم سعͬ اول فصل در پایان�نامه این در

و کرده بحث صفر�بعدی تقریباً و صفر�بعدی فضاهای درباره�ی دوم فصل در کنیم. بیان را کرد، خواهیم

مͬ�کنیم. معرفͬ را ͷلل بادبزن آن ادامه�ی در و مͬ�کنیم مشاهده را فضا دو این تفاوت�های و شباهت�ها

مͬ�آوریم. اردوش کامل فضای از ͬͺتوپولوژی سرشت�نمایی آخر فصل در

۴Kawamura
۵Tymchatyn

٢



١ فصل

اولیه مفاهیم

پایه توپولوژی ١-١

بررسͬ و آن�ها ساختار بر مروری ،ͷتوپولوژی تعریففضاهای شامل مͬ�شود، بیان قسمت این در آن�چه

مͬ�باشد. فضاها این با رابطه در برجسته مفاهیمͬ

و اقلیدسͬ فضای و حقیقͬ خط بررسͬ ،ͷتوپولوژی فضای مفهوم پیدایش منشأ که بدانیم است جالب

است. بوده فضا این در پیوسته توابع بررسͬ

زیرمجموعه�های از T مانند گردایه�ای Xعبارتاستاز، یͷتوپولوژیرویمجموعه که مͬ�کنیم یادآوری

مͬ�کنند: صدق زیر شرایط در که X

∅, X ∈ T .١

باشد. T به متعلق T از زیرگردایه هر اعضای اجتماع .٢

باشد. T به متعلق T از متناهͬ زیرگردایه هر اعضای اشتراک .٣

ͬͺتوپولوژی فضای را T گردایه با همراه X مجموعه و باز مجموعه را T اعضای دراین�صورت،

مͬ�دهیم. نمایش (X, T ) با و مͬ�نامیم

باشد. x حاوی و باز مجموعه�ی ͷی شامل که است مجموعه�ای x نقطه�ی ͬͽهمسای ͷی از منظور

را باشد باز هم و بسته هم که مجموعه�ای باشد. باز X \ F هرگاه گوییم بسته را F ⊂ X مجموعه�ی

گوییم. بسته-باز

-Gδ را باز مجموعه�های از شمارا اشتراک و Fσ-مجموعه را بسته مجموعه�های از شمارا اجتماع

مͬ�شوند. تعریف Gδσ-مجموعه و Fσδ-مجموعه ترتیب همین به مͬ�نامیم. مجموعه

٣



نقطه همچنین مͬ�دهیم. نمایش A با و نامیده A بستار را، A شامل بسته، مجموعه�های تمام اشتراک

.a ∈ G ⊆ A به�طوري�که باشد Gموجود باز مجموعه هرگاه Aگوییم مجموعه درونͬ نقطه را a ∈ A

مͬ�دهیم. نمایش int A یا A◦ با را A درونͬ نقاط تمام مجموعه

حدی نقطه ،a ∈ X نقطه باشد، A ⊆ X و ͷتوپولوژی فضای ͷی (X, T ) اگر .١.١.١ تعریف

باشد. A مجموعه از دیͽری نقطه دارای ،a نقطه شامل باز مجموعه هر هرگاه است، A مجموعه

مجموعه (G\{a}) ∩ A ̸= ∅ باشیم داشته ،a شامل G ∈ T باز مجموعه هر برای دیͽر به�عبارت

مͬ�دهیم. نمایش A′ با را حدی نقاط

.A = A′ هرگاه گوییم کامل مجموعه را (X, T )ͷتوپولوژی فضای در A مجموعه .٢.١.١ تذکر

صورتͬ�که در خوانیم، X در A مرزی نقطه ͷی را X ͷتوپولوژی فضای از x عنصر .٣.١.١ تعریف

مͬ�نامیم A مرز را A مرزی نقاط مجموعه کند. قطع را X\A هم و A هم ،x شامل باز مجموعه هر

مͬ�دهیم. نمایش FrA یا ∂A نمادهای با و

هرگاه گوییم، چͽال مجموعه ،(X, T )ͷتوپولوژی فضای در را A غیرتهͬ مجموعه .۴.١.١ تعریف

.(A)◦ = ∅ هرگاه گوییم چͽال هیج�جا آن�را و .X = A

مͬ�باشند. چͽال هیچ�جا طبیعͬ اعداد مجموعه و چͽال گویا اعداد مجموعه ،R در مثال به�عنوان

ظریف�تر T ′ از T مͬ�گوییم Xباشند. توپولوژیرویمجموعه�ی دو T , T ′ فرضکنیم تعریف١.١.۵.

مͬ�نامیم. درشت�تر توپولوژی را T ′ حالت این در .T ′ ⊆ T هر�گاه است

ضعیف�تر واژه�های از و ظریف�تر جای به بزرگ�تر یا قوی�تر واژه�های از ریاضیدانان از بعضͬ البته

مͬ�کنند. استفاده درشت�تر جای به کوچ�ͷتر یا

خانواده مͬ�گیریم، درنظر را A ⊆ X مجموعه و (X, T )ͷتوپولوژی فضای .۶.١.١ تعریف

TA = {U ∩ A : U ∈ T }

(X, T ) ͷتوپولوژی زیرفضای را (A, TA) و نسبی توپولوژی را آن که است، A برای توپولوژی ͷی

مͬ�نامیم.

هر هرگاه گوییم (X, T ) ͷتوپولوژی فضای برای پایه ͷی را B ⊂ T خانواده��ی .٧.١.١ تعریف

داد. نمایش B از خانواده�ای زیر اجتماع صورت به بتوان را X باز ناتهͬ زیرمجموعه�ی

۴



است: زیر ویژگͬ�های دارای B پایه�ی هر

که طوری به دارد وجود U ∈ B مجموعه�ی ،x ∈ U١ ∩ U٢ هر و U١, U٢ ∈ B هر برای (١)

.x ∈ U ⊂ U١ ∩ U٢

گردایه .x ∈ U که طوری به دارد وجود U ∈ B مجموعه�ی x ∈ X هر برای (٢)

ͷتوپولوژی فضای برای پایه ͷی ،X زیرمجموعه�های از B خانواده که مͬ�شود ثابت .٨.١.١ تذکر

مجموعه ،x از V ⊂ X ͬͽهمسای هر و x ∈ X نقطه هر برای و B ⊂ T هر�گاه است (X, T )

.x ∈ U ⊂ V به�طوری�که باشد داشته وجود U ∈ B

برای هرگاه است) T از عنصری دیͽر (به�عبارت است باز X در X از U زیرمجموعه .٩.١.١ نکته

.B ⊂ U و x ∈ B به�طوری�که، باشد موجود B ∈ B پایه�ای عنصر ،x ∈ U هر

هر�گاه مͬ�نامیم xنقطه�ی در موضعͬ پایه�ی ͷرای x باز های ͬͽهمسای از Bx خانواده تعریف١٠.١.١.

.x ∈ V ⊆ U که به�طوری� باشد داشته وجود V ∈ Bx ،x حاوی U باز مجموعه�ی هر برای

ͷی ،X باز زیرمجموعه�های از A ⊆ T گردایه ،(X, T ) ͬͺتوپولوژی فضای در .١١.١.١ تعریف

برای پایه ͷی ،A اعضای متناهͬ اشتراک اگر، تنها و اگر است، X روی T توپولوژی برای زیرپایه

باشد. T توپولوژی

x ∈ X نقطه�ی هر در هرگاه گوییم، اول شمارای را (X, T ) ͷتوپولوژی فضای .١٢.١.١ تعریف

باشد. داشته Bx شمارای پایه�ی

شمارای فضا این مͬ�گیریم. نظر در را ،n = ١,٢, . . به�ازای. اقلیدسͬ توپولوژی Rnبا .١٣.١.١ مثال

ͷی تشͺیل m = ١,٢, . . . به�ازای ١
m
شعاع به گوی�های ،Rn در نقطه هر برای زیرا مͬ�باشد، اول

مͬ�دهند. نقطه آن در شمارا موضعͬ پایه�ی

شمارش�پذیر پایه�ای دارای هر�گاه گوییم، دوم شمارای را (X, T ) ͬͺتوپولوژی فضای تعریف١.١.١۴.

باشد.

گوی�ها تمام زیرا است، دوم شمارای ،n = ١,٢, . . ازای. به اقلیدسͬ توپولوژی Rnبا .١۵.١.١ مثال

مͬ�دهند. Rn برای شمارا پایه�ای تشͺیل گویا شعاع و مرکز به

زیر�مجموعه�ی ͷی شامل هر�گاه گوییم جدایی�پذیر را (X, T ) ͬͺتوپولوژی فضای .١۶.١.١ تعریف

باشد. چͽال شمارش�پذیر

۵



Qnشمارش�پذیر استزیرا جدایی�پذیر ،n = ١,٢, . . ازای. به اقلیدسͬ توپولوژی Rnبا مثال١٧.١.١.

باشد. مͬ چͽال R در و بوده

مͬ�باشد. اول شمارای و جدایی�پذیر دوم، شمارای فضای هر .١٨.١.١ تذکر

و A ⊆ X هر برای اگر مͬ�شود، نامیده ١ فرشه فضایی (X, T )ͷتوپولوژی فضای .١٩.١.١ تعریف

باشد. داشته وجود x به همͽرا A نقاط از {x١, x٢, · · · } دنباله�ی x ∈ Ā هر

است. فرشه فضایی اول، شمارای فضای هر .٢٠.١.١ قضیه

مͬ�کنیم اختیار سپس ،x ∈ Ā و باشد داشته x نقطه�ی در {ui}∞i=١ شمارای Xپایه فضای اگر اثبات.

همͽرا A از نقطه�هایی ،{xi} دنباله�ی حال ،i = ١,٢, · · · برای xi ∈ A ∩ U١ ∩ U٢ ∩ · · · ∩ Ui
� است. فرشه فضایی اول، شمارای فضای هر نتیجه در مͬ�باشند. x به

Y Xبه از f نگاشت باشند؛ ͷتوپولوژی فضای دو (Y, T ′
) و (X, T ) فرضکنیم تعریف٢١.١.١.

هر برای یعنͬ ،f−١(U) ∈ T باشیم داشته U ∈ T ′ باز مجموعه�ی هر برای هرگاه مͬ�نامیم پیوسته را

باشد. باز X در f−١(U) ،U ⊂ Y باز مجموعه�ی

V ⊂ Y باز مجموعه�ی هر برای هرگاه است پیوسته x ∈ X نقطه�ی در f نگاشت که کنیم توجه

.f(U) ⊂ V که به�طوری باشد داشته وجود x از U ⊂ X ͬͽهمسای ،f(x) از

زیر گزاره�های Y ͷتوپولوژی فضای به X ͷتوپولوژی فضای از f نگاشت هر برای .٢٢.١.١ گزاره

هستند. هم�ارز

است. پیوسته f (١)

است. باز X در f−١(U) ،Y فضای برای P زیر�پایه�ی از U عضو هر ازای به (٢)

است. باز X در f−١(U) ،Y برای B پایه�ی از U عضو هر ازای به (٣)

است. بسته X در f−١(F ) ،Y در F بسته�ی زیرمجموعه�ی هر ازای به (۴)

.f(A) ⊂ f(A) داریم A ⊂ X هر برای (۵)

.f−١(B) ⊂ f−١(B) داریم B ⊂ Y هر برای (۶)

.f−١(IntB) ⊂ Intf−١(B) داریم B ⊂ Y هر برای (٧)

کنید. مراجعه [١.۴.١ گزاره ،١٢] به اثبات.

١Frechet

۶



پیوسته Y ͷتوپولوژی فضای Xبه از نگاشت هر آنگاه باشد، گسسته Xیͷفضای اگر .٢٣.١.١ مثال

مͬ�باشد. پیوسته Y ناگسسته�ی فضای به X ͷتوپولوژی فضای از نگاشت هر همچنین است.

مجموعه�های دکارتͬ ضرب باشد، مجموعه�ها از گردایه ͷی {Xα}α∈A فرضکنیم تعریف١.١.٢۴.

مانند توابعͬ همه مجموعه ،Xα

x : A→
∪
α∈A

Xα

.α ∈ A هر برای ،x(α) ∈ Xα که است

آن�گاه ،α ∈ A هر برای Xα = X اگر مͬ�دهیم. نمایش
∏

α∈AXα نماد با را مجموعه این

مانند متناهͬ مجموعه ͷی A مجموعه که خاص حالت در و XA نماد از
∏

α∈AXα نماد به�جای

نگاشت فوق نمادگذاری با مͬ�کنیم. استفاده Xn نماد از است A = {١,٢, . . . , n}

π :
∏

Xα → Xβ

مͬ�نامیم. Xβ روی تصویر تابع را πβ(x) = xβ ضابطه با

در S =
∪
β∈I Sβ و Sβ = {π−١

β (Uβ)است باز Xβ در Uβ} کنیم فرض .٢۵.١.١ تعریف

توپولوژی این در مͬ�نامیم. حاصلضربی توپولوژی را S زیرپایه به�وسیله شده تولید توپولوژی این�صورت

مͬ�نامیم. حاصلضربی فضای را
∏

α∈I Xα

f : Y →
∏
Xα نگاشت باشند، ͬͺتوپولوژی فضاهای Y و {Xα}α∈I کنیم فرض .٢۶.١.١ قضیه

ضابطه با fα : Y → Xα ،α هر برای آن در که f(a) = (fα(a))α∈I به�صورت شده تعریف

باشد. پیوسته fα ،α هر برای اگر تنها و اگر است پیوسته مͬ�شود، مشخص fα : πα ◦ f

� کنید. مراجعه [١٣٣ صفحه ١٩.۶ قضیه ٢١] به اثبات.

خانواده�ای {fα}α∈I و ͷتوپولوژی فضاهای از خانواده�ای {Yα}α∈I و ͷتوپولوژی فضای ͷی X اگر

مͬ�شود. تعریف fα : X → Yα جایی�که باشند پیوسته توابع از

{fα(x)} ∈
∏

α∈I Yα نقطه به را x ∈ X نقطه که نگاشت�هایی قبل، قضیه از نتیجه�ای به�عنوان

پیوسته�اند. مͬ�برند،

مجموعه�ی فضا از متمایز نقطه�ی دو هر برای هرگاه گوییم T٠ توپولوژیXͷرا فضای تعریف٢٧.١.١.

شود. شامل را نقطه ͷي فقط که باشد داشته وجود بازی

مجموعه�ی فضا از متمایز نقطه�ی دو هر برای هرگاه گوییم T١ توپولوژیXͷرا فضای تعریف٢٨.١.١.

نشود. شامل را دیͽر نقطه�ی که باشد داشته وجود نقطه هر شامل بازی

٧



نقطه�ی هر هر�گاه است T١ Xفضای که کنیم توجه است. T٠ فضای ͷی T١ فضای هر وضوح به

فضای از تکعضوی زیرمجموعه�ی هر بنابراین باشد. همسایͽͬ�هایش همه�ی اشتراک با برابر x ∈ X

است. Gδ-مجموعه ͷی ،T١ اول شمارای

X اگر واقع، در باشد. بسته {x} ،x ∈ X هر برای هر�گاه است T١ فضای ͷی X .٢٩.١.١ نکته

T که جایی ،{x} =
∩
{X \ U : x /∈ U ∈ T } داریم x ∈ X هر برای آنگاه باشد T١ فضای

{x} مجموعه�ی x ∈ X هر برای اگر دیͽر، طرف از است. بسته {x} بنابراین است؛ X توپولوژی

مجموعه�ی ،x١, x٢ ∈ X مجزای نقاط از جفت هر برای زیرا است، T١ فضای X آنگاه باشد، بسته

ندارد. بر در را x٢ و است x١ شامل U = X \ {x٢} باز

نقاط از جفت هر برای هرگاه گوییم هاسدورف یا T٢ فضای Xرا ͷتوپولوژی فضای تعریف٣٠.١.١.

x٢ ∈ U٢ ،x١ ∈ U١ که به�طوری باشند داشته وجود U١, U٢ باز مجموعه�های x١, x٢ ∈ X مجزای

.U١ ∩ U٢ = ∅ و

نقطه�ی هر هر�گاه است T٢ فضای ͷی X فضای است. T١ فضای ͷی T٢ فضای هر وضوح به

باشد. همسایͽͬ�هایش بستارهای همه�ی اشتراک با برابر x ∈ X

فضای به X ͷتوپولوژی فضای از g و f پیوسته�ی نگاشت�های از جفت هر برای .٣١.١.١ قضیه

است. بسته X در {x ∈ X : f(x) = g(x)} مجموعه�ی ،Y هاسدورف

� کنید. مراجعه [١.۵.۴ قضیه ،١٢] به اثبات.

برای و باشد T١ Xفضای هرگاه گوییم منظم یا T٣ فضای Xرا ͷتوپولوژی فضای .٣٢.١.١ تعریف

داشته وجود U٢ و U١ باز مجموعه�های ،x /∈ F که F ⊂ X بسته�ی مجموعه�ی هر و x ∈ X هر

.U١ ∩ U٢ = ∅ و F ⊂ U٢ ،x ∈ U١ که به�طوری باشند

است. هاسدورف فضای ͷی منظم فضای هر که است واضح

متری�ͷپذیر X آنگاه باشد دوم شمارای و منظم X اگر اوریسون٢). (متری�ͷپذیری ٣٣.١.١ قضیه

است.

کنید. مراجعه [٣۴.١ قضیه ،٢١] به اثبات.

٢Urysohn

٨



هرگاه گوییم منظم تماماً فضای یا تیخونوف فضای یا T٣ ١
٢
Xرا ͷتوپولوژی فضای .٣۴.١.١ تعریف

پیوسته�ی تابع ،x /∈ F که F ⊂ X بسته�ی مجموعه�ی هر و x ∈ X هر برای و باشد T١ فضای X

.f(y) = ١ باشیم داشته y ∈ F هر برای و f(x) = ٠ که به�طوری باشد داشته وجود f : X → I

داریم U٢ = f−١((
١
٢
,١]) و U١ = f−٠])١, ١

٢
)) باز مجموعه�ی هر برای چون .٣۵.١.١ نکته

است. منظم تیخونوف، فضای هر بنابراین U١ ∩ U٢ = ∅ و F ⊂ U٢ ،x ∈ U١

مجموعه�های جفتاز برایهر و T١باشد هرگاه گوییم نرمال فضای T۴یا Xرا فضای تعریف١.١.٣۶.

B ⊂ U٢ ،A ⊂ U١ که به�طوری باشند داشته وجود U٢ و U١ باز مجموعه�های A,B ⊂ X بسته�ی

.U١ ∩ U٢ = ∅ و

مجموعه�ی هر برای اگر تنها و اگر است نرمال Xفضای باشد. T١ Xفضای فرضکنیم .٣٧.١.١ نکته

وجود U ⊂ X باز مجموعه�ی است، F شامل که V ⊂ X باز مجموعه�ی هر و F ⊂ X بسته�ی

است. T٣ فضای ͷی T۴ فضای هر .F ⊂ U ⊂ U ⊂ V که به�طوری باشد داشته

است. تیخونوف فضای ͷی نرمال فضای هر زیر، شده�ی شناخته لم به توجه با

اوریسون) (لم .٣٨.١.١ لم

تابع ،B و A مجزای و بسته مجموعه دو هر به�ازای هر�گاه است نرمال فضای ͷی (X, T ) فضای

.f �B= ١ و f �A= ٠ به�طوری�که باشد داشته وجود f : X → [٠,١] پیوسته و حقیقͬ

� کنید. مراجعه [٢٢٣ صفحه ٣٣.١ قضیه ٢١] به اثبات.

تیتزه٣) (گسترش .٣٩.١.١ قضیه

پیوسته تابع ،f : A→ R پیوسته تابع هر و A بسته مجموعه هر به�ازای هر�گاه است، Xنرمال فضای

.F �A= f به�طوری�که باشد، موجود F : X → R

� کنید. مراجعه [٢٣۵ صفحه ٣۵.١ قضیه ٢١] به اثبات.

برای پوشش ͷی X زیرمجموعه�های از A گردایه ،(X, T ) ͬͺتوپولوژی فضای در .۴٠.١.١ تعریف

.A ⊆
∪
U∈A U هرگاه است A ⊆ X

را A ⊆ X همچنین مͬ�نامیم. A برای باز پوشش ͷی را پوشش باشند، باز A عناصر همه اگر

باشد. متناهͬ زیرپوشش دارای آن باز پوشش هر هرگاه، گوییم، فشرده

مͬ�نامیم. فشرده -σ را فشرده مجموعه�های از شمارا اجتماع .۴١.١.١ تذکر

٣Tietze

٩



(تیخونوف۴) .۴٢.١.١ قضیه

مجهز X =
∏n

i=١Xi و ͷتوپولوژی فضاهای از دسته ͷی ،١ ≤ i ≤ n (Xi, Ti) کنیم فرض

فشرده Xi ،i هر به�ازای اگر تنها و اگر است فشرده X دراین�صورت باشد، حاصلضربی توپولوژی به

باشد.

� کنید. مراجعه [١٨٣ صفحه ٢۶.٧ قضیه ٢١] به اثبات.

حول اگر تنها و اگر گوییم، فشرده موضعاً یا موضعͬ فشرده را ͷتوپولوژی یͷفضای تعریف۴٣.١.١.

باشد. داشته وجود فشرده بستار با باز مجموعه نقطه هر

Q گویا اعداد مجموعه اما است. σ-فشرده هم و فشرده موضعاً هم R حقیقͬ خط .۴۴.١.١ مثال

است. σ-فشرده ولͬ نیست فشرده موضعاً

شامل V باز مجموعه هر و ،X فشرده موضعاً فضای از A فشرده زیرفضای هر برای .۴۵.١.١ قضیه

است. فشرده U و A ⊂ U ⊂ U ⊂ V به�طوری�که است موجود U باز مجموعه ،A

را x Wxاز ͬͽهمسای V x ⊂ V که مͬ�یابیم طوری را x از Vx ͬͽهمسای ،x ∈ A هر برای اثبات.

زیرمجموعه�ای زیرا است، فشرده ،Ux = Vx∩Wx جایی�که ،Ux مجموعه باشد. Wفشرده x طوری�که

{x١, x٢, . . . , xk} ⊂ A متناهͬ مجموعه است، فشرده A چون Wاست. x فشرده فضای از بسته

همچنین ،A ⊂ U = Ux١ ∪ Ux٢ ∪ . . . ∪ Uxk به�طوری�که است، موجود

U = Ux١ ∪ Ux٢ ∪ . . . ∪ Uxk

� .U ⊂ V x١ ∪ V x٢ ∪ . . . ∪ V xk ⊂ V به�وضوح و است فشرده

X مجموعه�ی برای پوشش دو B = {Bt}t∈T و A = {As}s∈S کنیم فرض .۴۶.١.١ تعریف

As ∈ A مانند عضوی Bt ∈ B هر برای هرگاه است A پوشش از تظریفͬ B پوشش گوییم باشند.

.B < A مͬ�نویسیم وضع این در .Bt ⊂ As که به�طوری باشد داشته وجود

X Aاز = {As}s∈S پوشش برای زیر�پوشش ͷیX ′Aاز
= {A′

s}s∈S′ پوشش تعریف۴٧.١.١.

است. تظریف ͷی زیر�پوشش هر ویژه به .A′
s = As ،s ∈ S

′ هر برای و S ′ ⊂ S هرگاه است

باشد. شمارا زیر�پوشش دارای آن باز پوشش هر گاه هر گوییم ۵ لیندلف Xرا فضای تعریف۴٨.١.١.

۴Tychonoff
۵Lindelof

١٠



گوییم باشد. R Xبه از توابع از دنباله�ای {fi} و ͷتوپولوژی Xفضای کنیم فرض .۴٩.١.١ تعریف

k طبیعͬ عدد ،ε > ٠ هر برای هرگاه است، f مقدار حقیقͬ تابع به یͺنواخت همͽرای {fi} دنباله�ی

.|f(x)− fi(x)| < ε باشیم داشته i ≥ k و x ∈ X هر برای که به�طوری باشد داشته وجود

مقدار حقیقͬ تابع به یͺنواخت همͽرای R Xبه از پیوسته توابع از {fi} دنباله�ی اگر .۵٠.١.١ قضیه

است. R به X از پیوسته تابع ͷی f آنگاه باشند، f

کنید. مراجعه [١.۴.٧ قضیه ،١٢] به اثبات.

برای هرگاه مͬ�شود نامیده (باز) بسته نگاشت ͷی f : X → Y پیوسته�ی نگاشت .۵١.١.١ تعریف

باشد. (باز) بسته Y در f(A)نقش A ⊂ X (باز) بسته مجموعه�ی هر

مͬ�شود نامیده همسانریختͬ f : X → Y پوشا) و ͷی به ͷی) دوسویی نگاشت .۵٢.١.١ تعریف

ͷی هرگاه گوییم همسانریخت را Y و X ͷتوپولوژی فضای دو باشند. پیوسته f−١ و f هرگاه

باشد. داشته وجود Y به X از همسانریختͬ

همچنین است. همسانریختͬ idX : X → X همانͬ Xنگاشت فضای هر برای که است بدیهͬ

همسانریختͬ ͷی f : X → Y اگر بود. خواهد همسانریختͬ نیز f−١ باشد، همسانریختͬ f اگر

دنباله�ی هر ازای به دقیق�تر، عبارت به متناظرند. هم با Y Xو فضاهای همͽرای دنباله�های آنگاه باشد،

Xداریم در (xn)

(xn → x) ⇐⇒ (f(xn) → f(x)).

Y ͷتوپولوژی فضای به�روی X ͷتوپولوژی فضای از f ͷی به ͷی نگاشت هر برای .۵٣.١.١ گزاره

هستند. هم�ارز زیر گزاره�های

است. همسانریختͬ f نگاشت (١)

است. بسته f نگاشت (٢)

است. باز f نگاشت (٣)

باشد. بسته X در A اگر تنها و اگر است بسته Y در f(A) مجموعه�ی (۴)

باشد. بسته Y در B اگر تنها و اگر است Xبسته در f−١(B) مجموعه�ی (۵)

باشد. باز X در A اگر تنها و اگر است باز Y در f(A) مجموعه�ی (۶)

باشد. باز Y در B اگر تنها و اگر است Xباز در f−١(B) مجموعه�ی (٧)

کنید. مراجعه [١.۴.٨ گزاره ،١٢] به اثبات.

١١



C ⊂ Y و A ⊂ X و کامل ͷمتری فضاهای Y و X کنیم فرض .(۶ لاورنتیو ) ۵۴.١.١ قضیه

همسانریختͬ به گسترش قابل f : A → C مانند همسانریختͬ هر باشند. دلخواه زیر�فضاهای

Gδ-مجموعه به�ترتیب دو Dهر Bو ،C ⊂ D ⊂ Y ،A ⊂ B ⊂ X آن در که است F : B → D

هستند. Y Xو در

کنید. مراجعه [۴.٣.١٩ قضیه ،١٢] به اثبات.

f اگر باشد. دو�سویی تناظر f : E → F تابع و ͷمتری فضای دو F و E اگر که است واضح

است. همسانریختͬ ͷی f آنگاه باشد، فشرده E و پیوسته

پیوسته�ی نگاشت هر برای اگر است ثابت نقطه خاصیت Xدارای ͷتوپولوژی فضای تعریف١.١.۵۵.

.f(x) = x که به�طوری باشد داشته وجود x ∈ X نقطه�ی ،f : X → X

ͷی پوشا نشاندن هر باشند. پیوسته وارونش و خود که است ͷبه�ی�ͷی تابعͬ نشاندن، از مقصود

است. همسانریختͬ

فضاهای از خانواده�ای Y = {Ys}s∈S ،ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنیم فرض .۵۶.١.١ تعریف

پیوسته نگاشت�های از خانواده�ای است، fs : X → Ys آن در که F = {fs}s∈S و ͷتوپولوژی

هم از مجزا جفت هر برای هرگاه است، کلͬ یا مͬ�کند جدا را نقاط F خانواده�ی گوییم باشد.

و x ∈ X هر برای اگر .fs(x) ̸= fs(y) که به�طوری باشد داشته وجود fs ∈ F نگاشت ،x, y ∈ X

که به�طوری باشد داشته وجود fs ∈ F نگاشت ،x /∈ F که F ⊂ X بسته�ی مجموعه�ی هر

مͬ�کند. جدا را بسته مجموعه�های و نقاط F خانواده�ی گوییم این�صورت در fs(x) /∈ fs(F )

بسته مجموعه�های و نقاط که F خانواده�ی هر این�صورت در باشد، T٠ فضای X اگر که کنیم توجه

مجموعه�ی بنابراین است T٠ فضا چون x ̸= y اگر واقع در کرد. خواهد جدا نیز را نقاط کند، جدا را

y یا x نقاط از ͬͺی z کنیم فرض است؛ y یا x نقاط از ͬͺی شامل دقیقاً که دارد وجود X در U باز

.fs(z) /∈ fs(F ) داریم F در fsای ازای به ندارد، قرار F = X \ U بسته�ی مجموعه�ی در که باشد

.fs(x) ̸= fs(y) داریم به�وضوح بنابراین

بسته مجموعه�های و نقاط و باشد ͷی به ͷی و پیوسته نگاشت f : X → Y فرضکنیم .۵٧.١.١ لم

است. نشاندن ͷی f این�صورت در کند، جدا را

۶Lavrentieff
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.f(F ) = f(X)∩f(F ) داریم F ⊂ X بسته�ی مجموعه�ی هر برای که دهیم نشان کافیست اثبات.

بنابراین .y = f(x) /∈ f(F ) و x /∈ F این�صورت در ،y = f(x) ∈ f(X) \ f(F ) اگر

است. بدیهͬ شمول دیͽر طرف .f(X) ∩ f(F ) ⊂ f(F )

Xزیرفضایی در Y از بسته یͷکپی باشند ͷتوپولوژی فضای دو Y Xو فرضکنیم تعریف۵٨.١.١.

هستند. همسانریخت Y ′ و Y �که به�طوری است Y ′ ⊆ X مانند بسته

در f(X) = S و مجموعه ͷی S ،ͷتوپولوژی فضایی (X, T ) کنیم فرض .۵٩.١.١ تعریف

باشد. پیوسته f که قسمͬ به است S در توپولوژی Qبزرگترین قسمتͬ خارج توپولوژی این�صورت

گردایه Xباشد. در هم�ارزی رابطه ͷیR و ͷتوپولوژی فضایی (X, T ) فرضکنیم تعریف۶٠.١.١.

توسط �XتعریفشدهR Xبه از متعارف نگاشت �XوR با Xرا در R-هم�ارزی رده�های همه�ی

مͬ�دهیم. نمایش φ با را φ(x) = [x] ضابطه�ی

فضایی (X�R,Q) آنگاه توسطφباشد، شده �XمعینR در قسمتͬ Qتوپولوژیخارج� هر�گاه

است. قسمتͬ خارج

دو هر y و x اگر فقط و اگر (x, y) ∈ R مͬ�دهیم قرار Xو = [٠,١] مͬ�کنیم فرض .۶١.١.١ مثال

قسمتͬ خارج فضای و است X در هم�ارزی رابطه ͷی Rاین�صورت در باشند. گنگ دو هر یا و گویا

مͬ�باشد. ناگسسته نقطه�ای دو فضای X�R

همبندی ،ͷمتری فضاهای فشرده�سازی، ١-٢

مفهوم ابتدا در داد. خواهیم توضیح مختصر طور به را توپولوژی در مهم مفهوم سه بخش این در

مفهوم آخر در و کرد خواهیم متریͷصحبت فضاهای درباره�ی کمͬ بعد مͬ�کنیم، بیان را فشرده�سازی

کرد. خواهیم بیان گرفت، خواهد قرار استفاده مورد خیلͬ که را همبندی

فشرده�سازی

ͷی C : X → Y و فشرده فضای ͷی Y هاسدورف، فضایی X که (Y, C) جفت .١.٢.١ تعریف

نامیده X فضای از فشرده�سازی ،C(X) = Y �که به�طوری است Y به X از همسانریخت نشاندن

مͬ�شود.
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