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  بسمه تعالی 

 مدیریت تحصیلات تكمیلي

 تعهدنامه اصالت اثر

شوم كه مطالـب      متعهد مي  اینجانب سیدمحمدعلي طاهري تاري   

نامه حاصل كار پژوهشي اینجانب است و         مندرج در این پایان   

هـا    دستاوردهاي پژوهشي دیگران كـه در ایـن پـژوهش از آن           

ست منابع  رهف است، مطابق مقررات ارجاع و در        استفاده شده 

قـبلاд بـراي    رساله  /نامه  این پایان . مأخذ ذكر گردیده است    و

در .م سطح یا بـالاتر ارایـه نـشده اسـت          احراز هیچ مدرك ه   

رك تحصیلي صادر شـده توسـط       مد)در هر زمان  (صورت اثبات تخلف  

 .اعتبار ساقط خواهد شددانشگاه از 

كلیه حقوق مادي و معنوي این اثر متعلق به دانشگاه 

 .باشد دبير شهید رجایي ميتربیت 

 خانوادگي دانشجو  نام و نام

 امضاء

) ٢٣۴٧داخلي  (٢٢٩٧٠٠۶٠-٩  تلفن ١۶٧٨۵-١۶٣ صندوق پستي -١۶٧٨٨ كدپستي - لویزان-تهران
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 دانشكده علوم پایه 

 

 

 آن مشتق شوارتزي منفي و نتایج 

 

 

 :نگارش

 لي طاهري تاريسید محمدع

 

  خانم دكتر منيره اكبري :استاد راهنما

  خانم دكتر فرحبخش كمالي :استاد مشاور

 

 

 نامه براي دریافت درجه كارشناسي ارشد  پایان

 در رشته ریاضي محض

 

١٣٨٩بهمن ماه 
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 چكیده

IIfخواهیم نشان دهیم اگر       در اینجا مي   :     یـك نگاشـت 

اراي یك نقطه بحراني نامسطح باشـد، شـرط          د  ٣C ١یك كوهاني 

 . منفي اضافي است٢مشتق شوارتزي

اي دیگر نشان خـواهیم داد كـه بـراي هـر              همچنين در قضیه  

 بحرانـي    روي یك بـازه بـا یـك نقطـه          ٣Cنگاشت یك كوهاني    

جـود دارد، بطوریكـه      بحراني و  نامسطح، یك بازه حول مقدار    

تق شوارتزي منفي    به این بازه داراي مش     ٣نگاشت اولين ورود  

 بدسـت   ٤است و در ایت برآوردي دیگر براي نـسبت تـوافقي          

 .آوريم مي

مشتق  ، نسبت توافقي ، نگاشت اولين ورود :کلمات کلیدی

 نگاشت یك كوهاني ، شوارتزي

                                          
1- unimodal map 
2- Schwarzian derivative 
3- first entry map 
4 - cross- ratio
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 فهرست مطالب

 صفحه               عنوان 

 

 ١-٣............................مقدمه : بخش اول

 ۴-٨.....................مشتق شوارتزي : بخش دوم

 ٩-١۶.......هاي آن   ویژگينسبت توافقي و: بخش سوم

توان شرط مـشتق شـوارتزي منفـي را           چگونه مي : بخش چهارم 

 ١٧-٢٠.................................حذف كرد 

 ٢١-٢٣هاي سرگردان  نتایج عدم وجود بازه: بخش پنجم

 و بازگـــــشت بـــــالا، پـــــایين  : بخـــــش شـــــشم 

...............................................مركزي

.... ٢۵-٢۴ 

 ٢۶-٣٣..................ها  توسیع شاخه: بخش هفتم

برآورد مشتقات نگاشت در نقاط مدار یك بـازه         : بخش هشتم 

.........................................٣-٣٨۴ 

ــم ــش ــ ــين  : بخــ ــت اولــ ــوارتزي نگاشــ ــشتق شــ مــ

 ٣٩-۴٢ .................................ورود

 ۴٣-۴۶........برآوردي براي نسبت توافقي: بخش دهم

 ۴٧-۴٨.................................... مراجع   
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 :بخش اول       

 

 

 

 

 

 همقدم
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اند و  ریاضیداا با مشتق شوارتزي برخورد داشتهاكثر 

 اولين بار در  شوارتزیمشتق. اند با آن كار كردهیا 

 مورد استفاده قرار ١٧٨١اي توسط لاگرانژ در سال  مقاله

 ١اي از كومر  در مقاله١٨٣۶ در سال  این مفهومگرفت همچنين

 مورد  فرمولاما در ایت كیلي اولين بار. ظاهر شده است

 در ٢ سینگر توسط بار و اوليننظر را مشتق شوارتزي نامید

 در مطالعه سیستمهاي دینامیكي یك بعدي مورد ١٩٧٨سال 

 .[3] استفاده قرار گرفت

از جمله كاربردهاي مشتق شوارتزي در آنالیز مختلط و 

توان  مي.... دینامیكي و معادلات دیفرانسیل و سیستمهاي

 .نام برد

  سیـستم   مطالعـه  يارب  مشتق شوارتزي    نامه  پایاندر این   

  در واقـع مـشتق        استفاده می کنیم   هاي دینامیكي یك بعدي   

شــوارتزي یــك محــك مناســب و كــاربردي در توابــع مخــتلط و 

 .باشد سیستمهاي دینامیكي یك بعدي مي

                                          
1 - kumeer
2 - singer
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ي از مـشتق شـوارتزي در سیـستمهاي         یدر ادامه كاربردها  

 .مكنی دینامیكي یك بعدي را بیان مي

 یك نگاشت با یك نقطـه بحرانـي باشـد بـراي ایـن               f اگر

 براي غيرخطي بودن آن مشخص كنـیم        یمرزتوانیم    گاشت ما نمي  ن

توانیم با توجه به موقعیت نقطه بحراني         بدین مفهوم كه  نمي    

یك بازه تعریف كنیم و بگـوییم نگاشـت در خـارج از ایـن               

 .[1]ازه غيرخطي استبازه خطي است و در داخل ب

بهرحال اگر ایـن نگاشـت داراي ویژگـي اضـافي باشـد بهـتر               

 مورد بررسي قرار گيرد، براي مثال مشتق شـوارتزي          دتوان  مي

 .نگاشت منفي باشد

اگر نگاشت بالا با ویژگي مشخص شده وجـود داشـته باشـد             

توانیم بگـوییم كـه نگاشـت نـسبت تـوافقي را افـزایش                مي

 طور قطع براي تمام قضایاي زیادي كه        این ویژگي به  . دهد  مي

باشـند مـورد بررسـي قـرار          داراي مشتق شوارتزي منفي مـي     

 .گيرند مي

هـاي بـدون      در حالت كلي براي بررسي یك قضیه در نگاشـت         

هـاي    مشتق شوارتزي منفي، باید یك بـرآورد از طـول بـازه           

مدار داشـته باشـیم كـه بدسـت آوردن ایـن بـرآورد طـول                

 .اره ساده نیستهاي مدار همو بازه
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به علاوه باید به این نكته توجه داشـت كـه فـرض مـشتق               

و براي تمـام نگاشـتها      است  شوارتزي منفي یك فرض غيرطبیعي      

 .توان آن را مورد فرض قرار داد نمي

 در واقع شرط مشتق شوارتزي منفـي یـك مفهـوم دینـامیكي             

توان این خاصـیت      تواند داشته باشد و یك تغیير مناسب مي         نمي

 .[2]گاشت را از بين ببردن

نامه این است كه یـك راه كلـي مـشخص             هدف اصلي این پایان   

سازد نگاشتهاي یك كوهاني      كنیم كه این راه ما را قادر مي       

باشـد مـورد       مسطح مي   نا  نگاشت  نقطه بحرانی  را در حالتي كه   

از طرفي دیگر نگاشتها با مشتق شوارتزي       . بررسي قرار دهیم  

اي هستند كه ایـن خاصـیتها در           ویژه منفي داراي خاصیتهاي  

یـك نگاشـت یـك      :نگاشتهاي دیگر وجود ندارد، بـراي مثـال       

كوهاني با مشتق شوارتزي منفي بیشتر از دو نقطـه تنـاوبي            

توانـد    دارد، حال آنكه نگاشت یك كوهاني دلخواه مـي        نجاذب  

ي كـه   ی و یا نگاشتها   اط تناوبي جاذب زیادي داشته باشد     نق

منفي مي باشد نسبت توافقي را افـزایش        مشتق شوارتزي آا    

 .دهند مي

یـک  ی روي   اولين بار شرط مشتق شوارتزي منفي براي نگاشتها       

و ملاحظه كرد كـه اگـر یـك         ا  به وسیله كیلي معرفي شد     بازه

fباشـد،    داراي مشتق شوارتزي منفـي مـي       fنگاشت    مینـیمم 

 .[1]دموضعي مثبت ندار
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ودر جایی که .می باشند[1],[3] در سراسر این پایان نامه مراجع اصلی 

.مرجع قید نشده باشد از این مرجع استفاده شده است
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 :دومبخش    

 

 

 

 

 

 مشتق شوارتزي 
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 تابعي پیوسته   :f و ه یك باز  كنیم   در این بخش فرض مي    

 .است
 باشـد و   ٣C یك نگاشـت     f اگر :)١-٢(عریفت  )(xf    مـشتق 

)(با  x در نقطه  fشوارتزي   xsf     شـود و بـه       نمـایش داده مـي
 .آید صورت زیر بدست مي
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ف معادل دیگري نیز وجـود دارد       ریف بالا تعا  و براي تعری  

,[2]كنیم كه به مواردي از آن اشاره مي [1] [3]. 
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در زیر مشتق شوارتزي چند نگاشـت را بدسـت          ) ٢-٢(مثال  
 .ايم آورده

الف( xxf sin)(    
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  بـا مـشتق    I به   I دو نگاشت از بازه      gو  f اگر ):٣-٢(لم  
ترکیبشان نیـز منفـی      شوارتزي مشتق باشند، منفي شوارتزي

 .است
 : در مشتق داريمی با توجه به قاعده زنجير:اثبات

)())(()()( xgxgfxfog  
 

)())(())(())(()()( xgxgfxgxgfxfog  2 
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 .ابط بالا در مشتق شوارتزي داريموبا بكار بردن ر
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        )())(())(( xSgxgxgSf  2 
 

منفـي اسـت نتیجـه      sg و  sfبا توجه به فـرض قـضیه چـون        
gsfگيريم مي نیز مقداري منفي است . 

آیـد، آن    یك نتیجه مهم وكاربردي از قضیه بالا بدست مـي         
در یـك نقطـه     fنتیجه این است كه اگر مشتق شوارتزي نگاشت       

در آن نقطه عـددي     nfمشتق شوارتزي n براي هر    منفي باشد 
پس اگر مشتق شوارتزي در یك نقطه منفـي باشـد           . منفي است 

 .مشتق شوارتزي مدار آن نیز منفي است
كـه همـه    اي باشـد بـه طوری      یك چند جمله  xp)(اگر  ): ۴-٢(لم  
 .استxp)( حقیقي باشد، آنگاه  xp)(هاي ریشه

هاي حقیقـي اسـت، در ایـن          داراي ریشه  xp)( چون   :اثبات
هاي   شهی ر aiصورت اگر    )(xp آنگاه  .  باشد)(xpمی توان را 

)()( بــه صــورت  iax
n

xp
i





1

هــاي   تعــداد ریــشهn. ( نوشــت

 )(xpباشد  مي(. 
 :پس داريم
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 :طبق تعریف مشتق شوارتزي داريم
2

2

1
)

)(

)(
()

)(

)(
()(

xp

xp

xp

xp
xsp








 

 

2
11

2

1
)

)(

)(

()
)(

)(

(
xp

ax

xp

xp

ax

xp n

j j

n

j j














 

 

 
  





n

j

n

j jj axax1 1

21

2

11
)()( 

 

 
  





n

j

n

j jj axax1

2

1

1

2

11
)()( 

2

11

2

1

2

11
)(

)(

 





n

j j

n

j j axax
 

 



١٠ 
 

 








])(
)(

[ 2

1

2

1

2

11

j

n

j j axax
 

         
IIf  اگر مشتق شوارتزي نگاشـت     ):۵-٢(لم   :    منفـي باشـد 

ــت  )()(نگاش xfxg )()( xfxg )()( xfxg  ــعي ــاكزيمم موض  داراي م
 . موضعي مثبت نیستمنفي و مینیمم

)()( فرض كنیم    :اثبات xfxg  و x   یك نقطه بحراني )(xg باشد  .
پس طبق خاصیت نقطـه بحرانـي داريم           )(xg   و)()(  xfxg   پـس

داريم   )(xf. شــوارتزي و نكتــه بــالا  طبــق تعریــف مــشتق

پس 
)(

)(




 xf

xf
xSf




 .  چون مشتق شوارتزيf        منفـي اسـت در نتیجـه 

)(

)(





xf

xf



),()(یعني  .  منفي است    xfxf   باشـند  لامـه مـي   ع مختلف ال .

)(یعني اگر    xf     منفي باشد )( xf         مثبت باشد و در این حالـت 
)(چون   xf    ر مـنحني    ع ـ منفي است تق)()( xfxg        بـه سمـت پـایين 

)(و یـا اگـر      . ماكزيمم موضـعي اسـت    xباشد در نتیجه   مي xf  
)(مثبت باشد    xf       ر مـنحني    علت تق  منفي است و در این حا)(xg 

 .مینیم موضعي استxپسسمت بالاست به 
 aي  ی یك بازه بسته با نقاط انتها      T فرض كنید    ):۶-٢(لم  
RTf باشد و  bو   :         یك نگاشت با مشتق شوارتزي منفي، اگـر 

ــر  ــراي هـ xxfوTبـ 
 )( ــر ــراي هـ ــاه بـ ــد آنگـ    باشـ

),(},)(,)(min{)( baxbfafxf باشد  مي. 
 طبق فرض :اثبات  )(xf پس   )(xf و یا   )(xf. 
اگر    )(xf    باشد چون f        مینیمم موضعي مثبـت نـدارد در 

)(}min),(){(,),(ي هر   نتیجه به ازا   baxbfafxf .    اگـر   )(xf 
 داراي ماكزيمم موضعي منفي نیست در نتیجه بـه          fباشد چون   
)(}max),(){(,),(ازاي هــر  baxbfafxf  و ایــن بــدین معناســت 

 :[2]كه
})(,)(min{)( bfafxf  

 f بـراي نگاشـت      ١راني نامسطح  یك نقطه بح   P اگر ):٧-٢(لم  
 وجـود دارد بـه      P حـول نقطـه      Wباشد آنگاه یك همـسایگي      

طوریكه براي هر PWx   مشتق شوارتزي  xfمنفي است. 
مـشاهده  )الف(قضیه   ٩توان در بخش     اثبات این قضیه را مي    

 .كرد

                                          
1 - non- flat
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 هاي آن  نسبت توافقي و ویژگي
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براي نسبت توافقي چندین تعریف وجود دارد كه كـم بـیش            
باشند ولي ما در اینجا شكل استاندارد را مـورد           سودمند مي 

 .شود دهیم، كه طبق رابطه زیر تعریف مي استفاده قرار مي
 یـك بـازه كـه       J یك بازه بسته و      Mاگر  ): ١-٣(تعریف  

MJ باشدوM، Mهاي همبندی  مولفهJM      باشد در اینـصورت 
 .داريم

JMJM

JM
JMa





),( 

 
ر بـه صـورت زیـر تعریـف         و یك نسبت توافقي مفیـد دیگ ـ      

 .شود مي




MM

JM
JMb ),( 

JMهاي همبندي  همان مولفهMوMكه در اینجا  باشد مي. 
 یك نگاشت پیوسته و یكنوا روي یـك بـازه           fدر صورتیكه   

 كنیم كه این نگاشت نسبت توافقي را        باشد و بخواهیم بررسي   
 .كنیم دهد از نماد گذاري زیر استفاده مي چگونه تغیير مي

),(

))(),((
),,(

JMa

JfMfa
JMfA  

 

),(

))(),((
),,(

JMb

JfMfb
JMfB  

 
با توجه به تعریف بالا اگر نسبتهاي بدست آمده كمـتر از            

ي را كاهش    نسبت توافق  fدهد كه نگاشت     یك شود این نشان مي    
دهد و اگر بیشتر از یك شود افزایش و در غير ایـن صـورت                مي

 .ماند نسبت توافقي تحت  ثابت مي
RRf ):٢-٣(تعریف   :    شـود   یك تبدیل موبیوس نامیده مـي

هرگاه 
dcx

bax
xf




)(كه در آن Rxdcba ,,,,و  bcad[8] باشد.              

 
 
ــر ):٣-٣(لم  ــد در Tf)( روي g و T روي f اگ ــوا باش  یكن

 :اینصورت داريم



١٣ 
 

 
),,(),),()((),,(       )الف JTfBJfTfgBJTgofB  
 
),,(),),()(),,(     )ب JTfAJfTfgAJTgofA  
 

 در  اي اثبات ابتدا نسبتهاي سمت راسـت را       بر :اثبات الف 
 .نویسیم گيرید و تعریف را برایشان مي نظر مي
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))(()),(((
),,())(),(,(

JTb

JfTfb

JfTfb

JfgTfgb
JTfBJfTfgB 
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))(),((

),(

))(()),(((

JTb

JgofTgofb

JTb

JfgTfgb

),,( JTgofB 
 

 .شود قسمت ب مشابه قسمت الف ثابت مي
هاي موبیوس را    ي و مهم تبدیل   ددر ادامه سه ویژگي كاربر    

 .دهیم مورد بررسي قرار مي
 مـشتق   .یك تبدیل موبیـوس دلخـواه باشـد        اگر   ):۴-٣ (لم

 .برابر صفر است شوارتزي 

  کنید  فرض :اثبات
dcx

bax
x




)(         یك تبـدیل موبیـوس دلخـواه  

 .باشد
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 .برابر صفر استxS)(جه گرفت توان نتی پس مي



١٤ 
 

 منفي باشدو w روي f اگر مشتق شوارتزي نگاشت    ):۵-٣(لم  
 )( دو تبــدیل موبیــوس دلخــواه در ایــن صــورت ,  ofoS  روي

)(1 w ي استمنف. 
  طبق تعریف مشتق شوارتزي تركیب تابع داريم :اثبات

)())(())(())(( xSxxofSxofoS   2 
 :داريم)(xSچون 

2))(())(())(( xxofSxofoS   
22 ))())]((()))((())((([ xxsfxfxfS     

 
  در نتیجـه Sباشد پس نیز یك تبدیل موبیوس ميو چون

 :داريم
2))(())(())(( xxSfxofoS   

 .و این رابطه همواره منفي است
RT یك تبدیل موبیوس یكنوا روي        اگر   ):۶-٣(لم     باشـد
TJو  یك بازه باشد. 

 :آنگاه
1),,( JTB  
1),,( JTA  

 
 بـا مـشتق شـوارتزي منفـي         ٣C یك نگاشت    f اگر :)٧-٣(لم  

یـك وابـربختي اسـت در       Mf یك بـازه بـه طوریكـه         Mباشد و   
MJاینصورت براي هر زیر بازه  داريم. 

1),,( JMfA 
1),,( JMfB 

zyx سه نقطه دلخـواه  :تاثبا   در بـازه (- , +) وجـود  
د به طوریكه براي این سه نقطه دلخواه تبدیل موبیـوس           ندار

ــرد   ــصر بف ــمنح ــه      ي م ــه طوریك ــرد ب ــدا ك ــوان پی ت
 )(,)(,)( xyz  ــوس  . 1 ــدیل موبی ــك تب ــابراین ی  بن

توان بدست آورد به طوریكه این تبـدیل یـك وابـريختي از              مي
 به روي Mبازه بسته  1,xباشد . 

توان از بازه      را مي  x)(تبدیل موبیوس    1,    به روي بازه

 1,    توان ساخت  به ترتیب زیر مي  .


 


1x

x
x)(.    براي هـر 

 1,x داريم: 

1)(x    1 زماني كه      میل كنـد و )(x   زمـاني 

كه   بنـابراین بـراي هـر    .  میل كنـد 1,,   یـك   
منحصر بفرد وجود دارد به طوریكه  )(.  



١٥ 
 

چون تركیب بـا تبـدیل موبیـوس نـسبت تـوافقي و مـشتق               
فرض كنیم  یمتوان كند، مي  را حفظ مي   شوارتزي 1,M   وf  یك 
را    M اسـت و   M به روي    M از بازه  جهت نگهدار  نگاشت
توانیم قرار دهیم  و مي می نگاردM به     ,,,  JM   

ــا داريم  مـ  )(,)(,)( fff 11.ــون ــازه fچـ در بـ 1,  
داراي مشتق شوارتزي منفي است پس داراي نقطه ثابت دیگري          

)(,),(هر كنیم براي  ادعا مي. نیست 1 xxxf. 
 در بـازه     fكنیم چنين نباشد چـون       برهان خلف فرض مي    1, 

)(,),(نقطه ثابت ندارد پس براي هـر   1 xxxf باشـد و    مـي
 :دهد كه این نشان مي
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)(,),(و اگر براي هر       xxxf  تـوان هماننـد بـالا        باشد مي
1نتیجه گرفت كه     )(fو)(f        به طـور اكیـد از)}(),(min{ 1ff   

باشد و این با شرط منفي بودن مشتق شـوارتزي در            بزرگتر نمي 
 .تناقض است

)(,),(و اگر براي هر       xxxf ان نتیجـه گرفـت كـه       تـو   مي
1 )(f   و یك),( 1x     1 وجود دارد به طوریكـه )(xf    پـس)(xf  

}min),(){(به طور اكید از      1ff    كه دوباره بـا    .  بزرگتر نیست
 .رسیم شرط منفي بودن مشتق شوارتزي به تناقض مي

),( در بازه fو چون       نقطه ثابت ندارد، ایـن دو حالـت 
تنها حالات ممكنه هستند و ادعا با برهان خلـف بـه اثبـات              

 .رسد مي
 :پس داريم

چون  )(f و با توجه به شكل)[3]داريم) ١-٣: 
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