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مراتب تقدیر و تشکر خود را نثار استاد ارجمند جناب دکتر 

نمـایم، کـه همچـون بـرادري بردبـار       حمیدرضا میمنی می
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  چکیده

هاي پرکاربرد ریاضیات و در واقع به عنوان پلی مستحکم میان  امروزه نظریه گراف به عنوان یکی از شاخه

به همین منظور دانشمندان و پژوهشگران نظریه گراف در . شود ریاضیات محض و ریاضیات کاربردي شناخته می

ها صورت می دهند؛ همواره کاربرد این نتایج را در  اسایی پارامترهاي گوناگون گرافهایی که براي شن کنار تلاش

از جمله موضوعاتی که در . کنند ها و ارتباطات؛ دنبال می هاي گوناگون مانند فیزیک و شیمی، نظریه شبکه زمینه

اي  ک گراف و چند جملهتوان به ماتریس لاپلاسین ی اند می اي را به خود جلب کرده چند دهه اخیر توجه ویژه

شوند و به طور خاص به  اي که مقادیر ویژه لاپلاسین نامیده می هاي این چند جمله مشخصه آن و ضرائب و ریشه

در این . توان اشاره کرد دومین مقدار ویژه کوچک ماتریس لاپلاسین که به همبندي جبري معروف است؛ می

از گرافها پرداخته شده و برخی نتایج بدست آمده در رابطه با  نوشتار به بررسی این پارامترها در سه خانواده

  .اي مشخصه لاپلاسین و نیز همبندي جبري، ارائه شده است ضرائب چند جمله

  :هاي کلیدي واژه

هاي بدون دور،  اي مشخصه، مولفه پرون، ماتریس گلوگاه، گراف ماتریس لاپلاسین، ضرائب لاپلاسین، چند جمله

 .هاي دو دوري گراف هاي تک دوري، گراف
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  :پیشگفتار
خطی به کمک نظریه گراف آمده و ابزارهاي مفیدي را براي پژوهش در در چند دهه اخیر جبر و جبر 

مخصوصا مطالعۀ گراف ها با استفاده از ماتریس . زمینه هاي گوناگون نظریه گراف فراهم کرده اند
ماتریس مجاورت و . هایی که به آن ها نسبت داده می شوند بسیار مورد توجه قرار گرفته است

بررسی این . ماتریس هایی هستند که به گراف نسبت داده می شوندماتریس لاپلاسین از جمله 
ماتریس ها و به خصوص مقادیر ویژة آن ها نتایج شگفت انگیزي در رابطه با ویژگی هاي ساختاري 

  .گراف ها در پی داشته است
چند جمله اي مشخصۀ ماتریس لاپلاسین علاوه بر این که به لحاظ زمینه اي براي شناسایی 

هاي لاپلاسین یک گراف ارزشمند است؛ به لحاظ کاربردي نیز براي شناسایی بهتر گراف هاي پارامتر
پژوهش هاي متعددي که درباره این چند جمله اي و کاربردهاي آن در . مولکولی بسیار مهم است

ائب آن رتخمین انرژي هاي مولکولی صورت گرفته مهر تاییدي بر اهمیت این چند جمله اي و ض
ائب چند جمله اي رشده است که مقایسۀ انرژي بین گراف هاي مولکولی با مقایسۀ ض ثابت. است

ائب در ربه همین منظور یافتن یک ترتیب مناسب براي این ض. مشخصۀ لاپلاسین آن ها رابطه دارد
  .خانواده هاي گوناگون گراف ها به یکی از موضوعات مورد علاقه پژوهشگران تبدیل شده است

تریس لاپلاسین نیز در زمینه هاي مختلفی از ریاضیات به ویژه در ریاضیات گسسته و مقادیر ویژة ما
اگرچه ماتریس مجاورت و مقادیر ویژه آن بیش تر از ماتریس . بهینه سازي ترکیباتی کاربرد دارد

مقادیر ویژه  صورت گرفتهلاپلاسین مورد بررسی و پژوهش قرار گرفته اند اما بنا به پژوهش هاي 
  .ین، شهودي تر و بسیار مهم تر از طیف ماتریس مجاورت هستندلاپلاس

بین تمام مقادیر ویژة لاپلاسین گراف، یکی از محبوب ترین ها دومین مقدار ویژه کوچک لاپلاسین 
اهمیت آن به دلیل این واقعیت است که همبندي . است که توسط فیدلر، همبندي جبري نامیده شد

به عنوان مثال این . اي سنجیدن چگونگی همبندي یک گراف استجبري پارامتر بسیار مناسبی بر
. قضیه وجود دارد که یک گراف همبند است اگر و تنها اگر همبندي جبري آن مخالف صفر باشد

اخیرا همبندي جبري بیش تر مورد توجه قرار گرفته؛ به طوري که پژوهش هایی  در رابطه با همبندي 
مسائل دشوار نظریه گراف مانند تشریح ساختار گراف ها، گراف جبري، پیرامون کاربردهاي آن در 

هاي وزن دار، قدر مطلق همبندي جبري، عدد هم پیرامونی، جنس گراف و همچنین کاربردهاي 
همبندي جبري در مسائل بهینه سازي ترکیباتی مانند مسئله برش ماکسیمال، مسئله فروشنده دوره گرد 

اول به بیان مقدمات و مفاهیم اولیه پرداخته می شود که انگیزه در فصل . و غیره صورت گرفته است
در فصل دوم سه خانواده از گراف ها را از نظر . اي براي ورود به مباحث فصل هاي بعد خواهد بود

ائب لاپلاسین در هر خانواده مورد رترین ضترین و کمائب لاپلاسین و تعیین بیشرمرتب سازي ض

 ی



 
 

ر فصل سوم نیز همان خانواده ها را به لحاظ همبندي جبري بررسی د. مطالعه قرار خواهیم داد
خواهیم کرد و نهایتا در فصل چهارم به بیان اجمالی برخی نتایج بدست آمده درباره همبندي جبري و 

 .ارائه کران هاي متنوع براي این پارامتر خواهیم پرداخت
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  مقدمات و مفاهیم اولیه

  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 

 



 
 

  
  
  
  
  مقدمه

در این فصل با مفاهیم ابتدایی نظریه گراف، از قبیـل تعریـف گـراف، رأس، یـال، گـراف همبنـد،       
سپس با کمک این مفاهیم، مـاتریس  . سیر، جنگل، درخت و تعاریف اولیه گراف ها آشنا خواهیم شدم

رده؛ و بخشی لاپلاسین یک گراف و چند جمله اي مشخصه ماتریس لاپلاسین یک گراف را تعریف ک
  .از ویژگی هاي آن را بیان خواهیم کرد

  
  تعاریف مقدماتی نظریه گراف. 1.1

از عناصـري بـه نـام رأس؛ و یـک      GV)(یـک مجموعـه نـاتهی و متنـاهی     Gگـراف   :تعریـف 
  .است GV)(هاي دو عنصري از زیر  مجموعه GE)(مجموعه

اگـر  . تهـی باشـد  GE)(دقت کنید که ممکن اسـت . شود یک یال گفته می GE)(به هر یک از اعضاي
uve  یالی از گرافGگوییم باشد، میu وv درG   مجاورند؛ یـا یـالe دو رأسu وv    را بـه هـم

  . کند متصل می
نمـایش   deg(v(نامنـد و آن  را بـا   مـی  vرا درجـه رأس  vتعداد رئوس متصل به رأس :تعریف

ها از  در این نوشتار گاهی به منظور جلوگیري از پراکندگی و ابهام، براي نمایش رئوس و یال. دهند می
از گـراف   2و 1به ترتیب به معنـی رئـوس شـماره     2vو  1vبه طور مثال . اندیس استفاده شده است

2eو  1eبه طریق مشابه . ظر هستندمورد ن   .باشند می 2و  1هاي شماره  به ترتیب به معناي یال 
  .شود منظم نامیده می-rباشد، گراف rگرافی که درجه تمام رئوسش برابر: تعریف

ــف ــر  :تعری ــت در گ ــک گش ــال    ،Gافی ــوس و ی ــاوب از رئ ــه متن ــک دنبال ــرم   ی ــه ف ــا ب ه
nnvevevevW ...: ــه ازاي   22110 ــدا و انتهــا آن رئــوس هســتند و ب niاســت، کــه ابت ,....,1 ــم : داری
iii vve 1.  

  .توان خودداري کرد ها می ieبه منظور رعایت اختصار در دنباله فوق از نوشتن 
nvvvیک دور، یک گشت به فـرم   :تعریف nvvاسـت بـه طـوري کـه      10.... 0   ؛ و نیـز رئـوس

121 ,...,, nvvv متمایز باشند .  
  .شود یک گشت که رأس تکراري نداشته باشد، یک مسیر نامیده می :تعریف



 
 

nvvvPمسیر  :تعریف ...: )deg(1هرگاه . نامیم را یک مسیر آویزان می 21 nv  و بقیه رئوس بجز
uveبه طور خاص یال . از درجه دو باشند 1vاحتمالاً    نـامیم،   را یک یال آویزان و یا یک برگ مـی
)deg(1هرگاه  v.  

),(که آن را با نماد  Gدر گراف vو  uفاصله دو رأس : فتعری vud  دهیم؛ عبارت  نمایش می
  .vبه uاست از طول کوتاه ترین مسیر موجود از 

  :باشد در این صورت  Gرأسی از گراف vض کنیدفر: تعریف
  :شود خروج از مرکز  به صورت زیر تعریف می -

)}.(|),(max{)( GVuvudve   
  :شود قطر گراف به صورت زیر تعریف می -

)}.(|)(max{)( GVvveGdiam   
، Gاز گـراف   vو  uوئیم هرگاه بـه ازاي هـر دو رأس دلخـواه   گ را همبند می Gگراف :تعریف
  .گوئیم را ناهمبند می Gدر غیر اینصورت گراف . موجود باشد vو  uمسیري بین

uveیال: ریفتع  بـه  . گویند هرگاه با حذف آن، گراف حاصل ناهمبنـد باشـد   را یک یال برشی می
  .هرگاه با حذف آن، گراف حاصل ناهمبند شود. نامند را یک رأس برشی می vطور مشابه رأس

یمانده ناهمبند شود؛ همبندي رأسی ها، گراف باق به کمترین تعداد رئوسی که با حذف آن :تعریف
هـایی کـه بـا     به طور مشابه به کمتـرین تعـداد یـال   . دهند نمایش می Gv)(گویند و آن را با  گراف می

  .دهند نمایش میGe)(گویند و آن را با  شود؛ همبندي یالی گراف می حذف آنها، گراف ناهمبند می
  .نامند گراف فاقد دور را یک جنگل میهر  :تعریف
  .نامند هر گراف همبند و فاقد دور را یک درخت می :تعریف
 Gرئـوس  ، کـه شـامل کلیـه   Gزیر گراف فاقد دور از گراف. یک گراف باشدGفرض کنید :تعریف

، Gبه طور مشابه زیر گراف همبند و فاقد دور از گراف. شود نامیده می Gباشد؛ یک جنگل فراگیر از
  .شود باشد؛ درخت فراگیر نامیده می Gکه شامل کلیه رئوس

 Gهاي کردن رئوسی از درجه دو به یال، گرافی است که با اضافه Gیک زیرتقسیم از گراف :تعریف 
  .دهیم نمایش می GS)(را با  Gزیر تقسیم گراف. آید بدست می

  
  
  
  
  



 
 

  ماتریس لاپلاسین یک گراف .2.1
),(فرض کنید که  EVG  ساده با  بدون جهتیک گرافnV   رأس وmE   فـرض  . یال باشـد

12به صورت  Gکنید رئوس ,,..., vvvn ماتریس مجـاورت گـراف  . برچسب گذاري شده باشندG   بـه
  .شود  صورت زیر تعریف می
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)()()(دهنـد بـه صـورت     نمایش میGL)(که آن را با Gگراف  ماتریس لاپلاسین GAGDGL  
است که هر درایـه روي قطـر اصـلی آن     nnیک ماتریس قطري  GD)(شود که در آن  تعریف می

که آن را بـا   Gاي مشخصه لاپلاسین گراف چند جمله. است G افبرابر با درجه رأس نظیرش در گر
),(نماد xGp اي مشخصه ماتریس لاپلاسین گراف دهیم چند جمله نمایش میG است.  
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با بهره گیـري از  . نامند می Gاي را یک ضریب لاپلاسین گراف  جملههر یک از ضرائب این چند 
))(( Gتـوان ضـرائب لاپلاسـین گـراف      می ]1[نتیجه زیر از کلمانز و چلنوکوف Gck    را بـر حسـب

  .کردبیان  Gهاي گراف  ساختار زیر درخت
)1(باشد iTهاي  با مولفه Gیک جنگل فراگیر از Fفرض کنید  ki     تعـداد رئـوسiT  راin  در

: قرار دهید نظر بگیرید و



k

i
inF

1
)(.  

Gc)(ضرائب لاپلایسن  :]1[ 1.1قضیه  kn آیند از تساوي زیر بدست می:  



 
kFF

kn FGc )()(   

  
  

با استفاده .مولفه هستند kیقادقاست که شامل  Gمجموعۀ تمام جنگل هاي فراگیر kFکه در آن 
)(,1,0,2: از این قضیه در حالت هاي خاص داریم 011  ccmcGnc nn   که در آن

)(G تعداد درخت هاي فراگیرG علاوه بر این اگر. استG  یک درخت باشد ضریب)(2 Gcn 
هاي  با حاصل جمع فواصل بین تمامی زوجر برابر است یناندیس و. (آن خواهد بود ینربرابر اندیس و

  )Gرئوس



 
 

  



 
)(,

2 ),()()(
GVvu

n vudTWTc  

  
در واقع اگر این . ماتریس لاپلاسین یک گراف، یک ماتریس متقارن با مقادیر ویژة نامنفی است

iniمقادیر ویژه را با  )1(  انیم آن ها را به صورت زیر مرتب سازي کنیممی تو ؛نمایش دهیم:  
  

0)(...)()( 21  GGG n  
  

ت ا Gماتریس لاپلاسین بدون علام نمایش می دهیم به  GQ)(که آن را ب
)()()(صورت GAGDGQ  این ماتریس نیز داراي مقادیر ویژة نامنفی . تعریف می شود

0...21  n است.  
اخیرا مفهوم انرژي وقوع یک گراف را براساس مقادیر ویژه ماتریس لاپلاسین بی  ]2و3[گاتمن

طبق تعریف، انرژي وقوع یک گراف عبارت است از مجموع مجذورات . نشان پایه ریزي کرده است
   : مقادیر ویژة ماتریس لاپلاسین بی نشان به عبارت دیگر
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به طور مشابه انرژي شبه لاپلاسین گراف براساس مقادیر ویژه ماتریس لاپلاسین گراف تعریف می 
   :در واقع. شود
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دو بخشی باشد آن گاه Gیکی از نکات قابل توجه درباره این دو انرژي این است که اگر گراف
)()(یکسان خواهند بود و لذا GL)(و GQ)(هاي) طیف(ویژه مجموعۀ مقادیر  GIEGLEL .  

قادر است برخی از پارامترهاي دسته هاي بزرگی از  LELبراساس پژوهش هاي صورت گرفته
، آنتروپی، نقطه جوش، نقطه AFاکتان، پارامتر به عنوان مثال عدد. کند دگراف هاي مولکولی را برآور

  .مورد بررسی قرار گرفته اند LELذوب و غیره از جمله پارامترهایی هستند که از طریق
در جایگاه ائب لاپلاسین ارائه کرد که رو ض GLEL)(در پژوهش هایش رابطه اي بین ]4[استوانوویچ

  .خود بسیار حائز اهمیت است



 
 

د :]4[2.1 قضیه GHفرض کنی فدو  , )()(اگر . راسی باشندnگرا HcGc kk  
ي nkبرا ,....,2,1آن گاه  ؛)()( HLELGLEL  .ي نای علاوه بر اي kاگر به ازا

)()( HcGc kk  آن گاه)()( HLELGLEL .  
را دارند LEL)کمترین(بر پایه این قضیه یافتن گراف هایی که در خانواده هاي خود بیشترین 

لاپلاسین را دارند؛ ممکن  ائبرض) کمترین(از طریق یافتن گراف هایی که در خانواده خود بیشترین 
  .شودمی 

گراف ها اطلاعات خوبی از ) طیف لاپلاسین(همچنین بررسی مجموعۀ مقادیر ویژة لاپلاسین 
  .هاي آن گراف ها بدست می دهد ویژگی

ماتریس لاپلاسین . راسی باشد nیک گراف ساده Gفرض کنید :]5[ 3.1قضیه 
  :اراي خواص زیر  استدGگراف
)1( )(GL داراي مقادیر ویژه حقیقی و نامنفی است.  
یک بردار ویژه نظیر این مقدار ویژه  )1,...,1,1,1(Tکوچک ترین مقدار ویژه صفر است و  )2(

 .است

 .استGنديبرابر با تعداد مولفه هاي همب GL)(تکرر صفر به عنوان مقدار ویژة )3(

)4( n1 و تساوي برقرار است اگر و تنها اگر متممGناهمبند باشد. 
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i dGE ؛ که در آنvd درجۀ راسvاست. 

11باشد آن گاه  0ماکزیمم درجۀ  داراي Gاگر )6(  و اگرG  همبند باشد تساوي
1برقرار است اگر و تنها اگر  n. 

)(در میان تمام مقادیر ویژه لاپلاسین یک گراف، دومین مقدار ویژة کوچک لاپلاسین  1n  بیش
 1nدرخت به کمک  -ترین توجه را به خود جلب کرده است با استفاده از قضیه معروف ماتریس

  .می توان همبندي یا ناهمبندي گراف را تشخیص داد
  )درخت -ماتریس: ( ]6[4.1قضیه 

  :نمایش داده می شود برابر است با G)(که با  Gراسی nتعداد درخت هاي فراگیر گراف
)()...(1)( 11 GG

n
G n   

  .هستندGمقادیر ویژه ماتریس لاپلاسین گراف 1i....,و  1nو  Gi)(که در آن 
همبند است اگر و تنها Gحاصل می شود که گرافنتیجه  این درخت -ماتریس از قضیه

1)(0اگر  Gn)1)(0 درواقع  Gn( .همبندي گراف را می سنجد لذا  ، از آن جایی که این کمیت
  .گراف نامید همبندي جبريآن را  ]7[فیدلر


