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𝑞 = (2ℎ − یه لذد صحیح هثجز ثبؿذ، ّوچٌیي ثب فشض   𝑚سَاًی اص یه لذد اٍل ٍ  2(1
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 پیش گفتار

ثب اػشفبدُ اص  هبسشیغ ّبی آداهبس هٌفن ٍ هبسشیغ ّبی ٍصًی سموین یبفشِ، ثب ایدبد ؿشایػ ، دس ایي دبیبى ًبهِ 

ℎلاصم وِ ثِ آى اؿبسُ خَاّذ ؿذ ، ثِ اصای  = ±3𝑛 ،  ِو𝑛  یه لذد صحیح غیش هٌفی اػز، ثِ اصای

 .خَاّین وشد سَلیذ  صیش ّبیهشمبسى ثب دبساهشش ؼشح ّبی ثلَوی ،𝑚 ّشلذدصحیح هثجز

 
4ℎ2 𝑞𝑚+1 − 1 

𝑞 − 1
,  2ℎ2 − ℎ 𝑞𝑚 ,  ℎ2 − ℎ 𝑞𝑚  

هبسشیؼی وِ ػؽشّب ٍػشَى ّبی آى دٍ ثِ دٍ ثش ّن )هشمبهذ هشثمی ّبی هبسشیغ هٌفن، داهبسآّبی  هبسشیغ

 ثبثز همذاسی ّب آى ػشَى ّش ٍ ّشػؽش خوك حبصل وِّؼشٌذ ثِ ؼَسی ،  -1 ٍ+ 1 ّبی دسایِ ثب (لوَدًذ

 اص ّبی دسایِ ثب هشمبهذ، هشثمی ّبی یبفشِ، هبسشیغهبسشیغ ّبی ٍصًی سموین ّوچٌیي . اػز یىؼبى ٍ

Ḡ ی هدوَلِ = G ∪  0    (G   یه گشٍُ ظشثی دلخَاُ اػز ) ّؼشٌذ، ثِ ؼَسی وِ ّش ػؽش ٍ ّش

هی وِ ایي سمذاد ثبثز سا ٍصى هبسشیغ ػشَى آى ّب داسای یه سمذاد ثبثز ٍ یىؼبى لٌصش غیش صفش ثبؿٌذ 

 . ًبهین

,𝑣 ؼش ح ّبی ثلَوی هشمبسى ثب دبساهشش ّبی  𝑘, 𝜆   وِ دس آى ّب𝑣, 𝑘, 𝜆  الذاد صحیح ٍ هثجز ّؼشٌذ ٍ آى

𝐷ّب سا ثِ صَسر صٍج  =  𝑉, ℬ   ،اص صیش هدوَلِ ّبی  اػز هشـىل خبًَادُ ای ًیض ًوبیؾ هی دّین

𝑘  لعَی ثِ ًبم ثلَن ّب، اص یه هدوَلِ ی𝑣  لعَی𝑉 ،  ثب لٌَاى هدوَلِ ی ًمبغ، ٍ ثب ؿشغ𝑣 < 𝑘 

لعَ هشوبیض اص هدوَلِ ی  2ثِ ؼَسی وِ ّش ( ًـبى هی دّین ℬوِ ایي خبًَادُ اص صیش هدوَلِ ّب سا ثب )

𝑉  دلیمب دس ،𝜆 ثلَن ـبّش ؿَد. 

ℎلجلا ثشای  حىنایي  = ±2𝑡  ٍℎ = ّبی صٍج وِ یه  ℎثشای ّوِ ی  ، 1ٍسَػػ آیًَیي  5 دس  ±3

 سَػػ خشلبًی ،ٍخَد داسد 2ℎ±هبسشیغ آداهبس ثب حبصل خوك ػؽشی 
ٍ ثشای   9 ٍ 10 ، دس 2

ℎ = ±5   ٍℎ = 4ٍ سًَچیَ 3خشلبًی، خبًىَ  ثِ ٍػیلِ ی  7  ٍ 8 دس  ±9
 .ثِ اثجبر سػیذُ اػز  

ℎّذف اصلی هب دس ایي دبیبى ًبهِ اثجبر ٍخَد چٌیي ؼشح ّبیی  ثِ اصای  = ±3𝑛  هی ثبؿذ وِ ثِ صَسر

 .اسائِ ؿذُ اػز> 2=خشلبًی دس  –یه حذع سَػػ آیًَیي 
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اص لجیل هبسشیغ ّبی آداهبس ٍ ؼشح ّبی  هؽشح ؿذُ اثشذا لاصم اػز ثب هفبّینثشای سػیذى ثِ ًشیدِ ًْبیی 

ّبی ٍصًی دس فصل دٍم ًیض ثب هبسشیغ . آؿٌب ؿَین وِ دس فصل اٍل ثِ همشفی آًْب دشداخشِ این  ثیـشش ثلَوی

ّؼشٌذ، ٍ ّوچٌیي لعیِ ٍ  دس ایي دبیبى ًبهِ سموین یبفشِ ٍ گشٍُ سمبسى ّب ، وِ اص اثضاس اصلی ػبخز هب

ًشبیح هْوی وِ هب سا دس سػیذى ثِ ّذفوبى یبسی هی وٌٌذ، آؿٌب هی ؿَین ٍ دس فصل دبیبًی ثب یه سٍؽ 

ای آداهبس هٌفن ػبخشِ ٍ ثب همشفی یه اسائِ ؿذُ اػز،  هبسشیغ ُ> 2=ػبخز ثبصگـشی، وِ سَػػ آیًَیي دس

ؿذُ دس فصل ّبی دٍم ٍ ػَم ، ؼشح ّبی ثلَوی هشمبسى ثب  روشگشٍُ سمبسى ّبی دٍسی ٍ سخَق ثِ لعبیبی 

. خشلبًی خَاّین دشداخز -خَاّین ػبخز ٍ دس اًشْبی فصل ػَم ثِ اثجبر حذع آیًَیي دبساهشش ّبی فَق

 :ایي حذع ثیبى هی داسد 

ℎثب فشض  ≠ 0   ٍ ℎ = ±3𝑛   ٍ𝑞 = (2ℎ − سَاًی اص یه لذد اٍل ثبؿذ، دس ایي  𝑞، اگش  2(1

 .، ؼشح ّبیی هشمبسى ثب دبساهشش ّبی صیش ٍخَد داسد 𝑚صَسر ثشای ّش لذد صحیح هثجز 

 
4ℎ2 𝑞𝑚+1 − 1 

𝑞 − 1
,  2ℎ2 − ℎ 𝑞𝑚 ,  ℎ2 − ℎ 𝑞𝑚  
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 مقدمٍ                                                                                                                       

 ،رالمِ لشاس گشفغهَسد م 5ػیلَػشش غسَع 1867ٍ دس ػبل  19هبسشیغ ّبی آداهبس اثشذا دس لشى     

ایي هبسشیغ ّب  دس ثؼیبسی اص  .ثِ دػز آهذهْوی دس ّویي صهیٌِ ًشبیح 6آداهبس غسَع 1893ػذغ دس ػبل 

ی آؿٌبیی ثیـشش ثب ایي ثشا .لبسى ًمؾ هْوی سا  ایفب  هی وٌٌذهَاسد اص خولِ ػبخز ؼشح ّبی ثلَوی هز

 .آٍسدُ ؿذُ اػز  6 ٍ   1 هؽبلت ایي ثخؾ اص  .آًْب  هی دشداصین سش همشفی دلیكهبسشیغ ّب ثِ 

ماتزیس َای آدامار: 1-1  

𝑚 هشثمی یه هبسشیغ: 1-1-1 تعزیف × 𝑚   ، 𝐻 1}اص هدوَلِ ی  ثب دسایِ ّبی، − سا    {1

𝐻𝐻t   ّش گبُ گَیین 𝑚یه هبسشیغ آداهبس هشسجِ ی  = 𝑚𝐼 ،ِدس آى و 𝐼 هبسشیغ ّوبًی  ٍ𝐻t  ُسشاًْبد

𝐻 اػز. 

   : 1-1-1 مثال
1 1
1 −1

   ;𝐻1   ٍّوچٌیي هبسشیغ  2اص هشسجِ ی یه هبسشیغ آداهبس 

    

1    1 −1 −1
1 −1 −1    1
1    1    1    1
1 −1    1 −1

    ;𝐻2  اػز 4اص هشسجِ ی هبسشیؼی آداهبس.  

= 𝐻0لشاس هی دّین  : 2-1-1مثال 𝑛ٍ ثِ اصای ّش  [1] ≥ 1  ، 
𝐻𝑛−1    𝐻𝑛−1

𝐻𝑛−1 −𝐻𝑛−1
   ;𝐻𝑛   ِث

 .اػز 2𝑛یه هبسشیغ آداهبس اص هشسجِ ی  𝑛  ،𝐻𝑛ػبدگی دیذُ هی ؿَد وِ ثِ اصای ّش 

ثبؿذ، ثِ ػبدگی هی سَاى هـبّذُ ًوَد هبسشیغ حبصل اص  𝑛یه هبسشیغ آداهبس اص هشسجِ ی  𝐻اگش

ظشة دغ هی سَاى ثب . اػز 𝑛ًیض ،یه هبسشیغ آداهبس اص هشسجِ ی  -1ظشة ّش ػؽش یب ّش ػشَى آى دس 

ثِ دػز آٍسد ثِ  𝑛هبسشیغ آداهبسی اص هشسجِ ی ( دس صَسر ًیبص) -1دس  𝐻ثمعی اص ػؽشّب ٍ ػشَى ّبی 

  .ثبؿذ+ 1ؼَسی  وِ، ّوِ ی دسایِ ّبی اٍلیي ػؽش ٍ ػشَى آى ثشاثش 

                                                           
 

 Sylvester 
 

 Hadamard 



3 
 

 دس اٍلیي ػؽش ٍ ػشَى سا هبسشیغ آداهبس ًشهبل + 1هبسشیغ آداهبس ثب دسایِ ّبی  : 2-1-1تعزیف

 .هی ًبهین

هبسشیغ آداهبس ًشهبل 1-1-1دس هثبل  𝐻2اص ظشة ػشَى ػَم ٍ چْبسم هبسشیغ هبسشیغ :  1-1-3مثال 

 .                             صیش ثِ دػز هی آیذ

 

1    1    1     1
1 −1     1  − 1
1    1  − 1  − 1
1 −1  − 1      1

   ;𝐻 

                           

 .اػز 8یمٌی اص هشسجِ ی    23هبسشیغ صیش ًیض یه هبسشیغ آداهبس ًشهبل اص هشسجِ ی 

𝐻 =

 
 
 
 
 
 
 
 
1   1   1    1   1   1    1    1
1   1   1 −1    1 −1 −1 −1
1 −1   1    1 −1   1 −1 −1
1 −1 −1    1    1 −1    1 −1
1 −1 −1 −1    1   1 −1   1
1    1 −1 −1 −1   1    1 −1
1 −1    1 −1 −1 −1    1    1
1    1 −1    1 −1 −1 −1    1 

 
 
 
 
 
 
 

  

    

 .ؿٌب ؿَینآ آداهبس ّبی هبسشیغ دس هَسدیه لعیِ ی هْن  ثب ،اػز دس ّویي اثشذای وبس لاصم

𝑚اص هشسجِ ی اگش یه هبسشیغ آداهبس  :1-1-1 قضیٍ ≥ 𝑚  ٍخَد داؿشِ ثبؿذ آًگبُ  2 =  𝑚یب   2

 .اػز 4هعشثی اص 

هی داًین وِ هی سَاى آى سا ثِ یه . ثبؿذ  𝑚یه هبسشیغ آداهبس اص هشسجِ   𝐻فشض وٌین :  بزَان

اهب چَى ػؽش ّب دٍثِ دٍ . هی ؿًَذ+ 1ى آدغ سوبم دسایِ ّبی ػؽش اٍل . هبسشیغ آداهبس ًشهبل سجذیل وشد

𝑚ثبؿذ، ثٌبثشایي سمذاد  -1ٍ + 1ثش ّن لوَدًذ، دغ ثبیذ ػؽش دٍم ایي هبسشیغ داسای سمذاد یىؼبى 

2
دسایِ  

𝑚ٍسمذاد + 1ّبی ایي ػؽش 

2
𝑚صٍج اػز، دغ  𝑚ّؼشٌذ، لزا  -1دسایِ ّب   = 𝑚یب  2 = 2𝑘   ِو ،

𝑘 ≥ ایدبد ؿَد، هی سَاًین فشض وٌین ػؽش ّبی اٍل ٍ دٍم  حبل ثذٍى ایٌىِ خللی دس ولیز هؼئلِ . 2

 : ثِ صَسر صیش ّؼشٌذ 𝐻هبسشیغ 
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1 1 1   .   .   .     1    1    1   1 .  .   .    .  .  .  1  

1 1 1  .    .   .   1 − 1 − 1 − 1 .   .   .   . −1  
 

دس ًفش  𝑟ٍ 𝑠هَخَد دس ًیوِ اٍل ٍ ًیوِ دٍم سا ثِ سشسیت  + 1اگش دس ػؽش ػَم سمذاد دسایِ ّبی 

𝑚ثگیشین، دس ایي صَسر 

2
− 𝑠 ِاٍل ٍ  ی اص ًیو𝑚

2
− 𝑟  اوٌَى اص ایي . خَاٌّذ ثَد -1اص ًیوِ ی دٍم

ظشة ػؽش ّبی  ّن لوَدًذ اػشفبدُ وشدُ ٍ یه ثبسحبصل خبصیز وِ ػؽش ّبی هبسشیغ آداهبسدٍثِ دٍ ثش

ظشة ػؽش ّبی دٍم ٍ ػَم سا ثشاثش صفش لشاس هی دّین ثٌبثشایي خَاّین  اٍل ٍ ػَم ٍیه ثبس ّن حبصل

 : داؿز

𝑟 −  
𝑚

2
− 𝑟 + 𝑠 −  

𝑚

2
− 𝑠 = 0     ٍ   𝑟 −  

𝑚

2
− 𝑟 − 𝑠 +  

𝑚

2
− 𝑠 = 0  

𝑟ٍاص ایي دٍ ساثؽِ خَاّین داؿز   + 𝑠 =
𝑚

2
        ٍ2𝑟 − 2𝑠 = 𝑟ٍ لزا      0 = 𝑠 =

𝑚

4
 

𝑚ثٌبثشایي هشسجِ ی هبسشیغ ثِ صَسر  = 4𝑟 = 4𝑠 دغ . دس هی آیذ𝑚  4یب هعشثی اص  2ثشاثش                                    

 ∎ .اػز

 :حذع صدُ هی ؿَد وِ 

ٍخَد  𝑛اػز، یه هبسشیغ آداهبس اص هشسجِ ی  4هعشثی اص  𝑛، وِ  𝑛ثِ اصای ّش  : حدس آدامار

 .داسد

سلاؽ ّبی صیبدی ثشای اثجبر حذع آداهبس صَسر گشفشِ وِ هٌدش ثِ ًشبیح خبلجی دس ایي صهیٌِ ؿذُ 

 .هشاخمِ ًوَد > 3=ٍ > 1=ثشای هؽبلمِ ی ثیـشش دس ایي صهیٌِ هی سَاى ثِ . اػز

اهبس هٌفن اص آى خب وِ دس ایي دبیبى ًبهِ، ثِ سدُ ی خبصی اص هبسشیغ ّبی آداهبس، وِ هبسشیغ ّبی آد

 . ًبهیذُ هی ؿًَذ ًیبص داسین، ثِ همشفی آى ّب هی دشداصین

  ُ  ّوِ ی ػؽشّب ٍّش گب سا هٌفن گَیین،  𝑛اص هشسجِ ی  𝐻هبسشیغ آداهبس :  1-1-2تعزیف

هٌفن هبسشیغ آداهبس یه   𝐻اگش ثِ لجبسر ثْشش،. ی حبصل خوك ثبثز ٍیىؼبى ثبؿٌذػشَى ّبی آى داسا

𝐻𝐽 آًگبُ ، ؿذثب = 𝐽𝐻 = 𝑡𝐽   ،ِدس آى و𝑡   ٍیه لذد صحیح𝐽  اص هشسجِ ی  1هبسشیغ سوبهب 𝑛 اػز . 

                       .اػز 4 هبسشیغ صیش یه هبسشیغ آداهبس هٌفن اص هشسجِ ی :  1-1-4مثال
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𝐻 =  

−1  1 1 1
1 −1   1 1
1 1 −1   1
1 1 1 −1  

   

، دغ ؼجك اػز 2ثشاثش  𝐻خوك ّوِ ی ػؽش ّب ٍ ػشَى ّبی ّوبًؽَسی وِ هـبّذُ هی وٌین حبصل 

  :داهبس هٌفن ثیبى وشدین خَاّین داؿزآساثؽِ ای وِ ثشای هبسشیغ ّبی 

𝐻𝐽 = 𝐽𝐻 = 𝑡𝐽 = 2𝐽             دغ   𝑡 = 2 . 

هی ًبهین ٍ دس ػشاػش ایي دبیبى ًبهِ، حبصل خوك  𝐻سا حبصل خوك ػؽشی  𝑡دس ساثؽِ ی فَق، 

سا  𝐻ّوچٌیي حبصل خوك ّوِ ی دسایِ ّبی هبسشیغ . ًـبى هی دّین  𝑟 𝐻سا ثب   𝐻ػؽشی ّش هبسشیغ 

 .ًوبیؾ هی دّین  𝑠 𝐻ثب 

هشثك وبهل اػز ٍ حبصل  𝑛 ،  𝑛اص هشسجِ ی   𝐻 ثشای ّش هبسشیغ آداهبس هٌفن  :  1-1-2 قضیٍ

 .اػز  𝑛 ±ثشاثش    𝐻خوك ػؽشی 

 .ثٌب ثِ سمشیف هبسشیغ ّبی آداهبس ٍ هبسشیغ ّبی آداهبس هٌفن دٍ ساثؽِ ی صیش ثشلشاس اػز:  بزَان

       𝐻𝐻𝑡 𝐽 =  𝑛𝐼 𝐽 = 𝑛𝐽                  (1)ٍ 

 𝐻𝐻𝑡 𝐽 = 𝐻 𝐻𝑡𝐽 = 𝐻 𝐽𝐻 𝑡 = 𝐻 𝑡𝐽 𝑡 =  𝐻𝐽 𝑡 = 𝑡2𝐽                2       ، 

𝑛𝐽خَاّین داؿز( 2)ٍ ( 1)ؼجك سٍاثػ  = 𝑡2𝐽     لزا داسین ،𝑛 = 𝑡2   . ثٌبثشایي𝑛  هشثك وبهل اػز

.              ∎ًیض ثشاثش اػز ثب  𝐻ٍ حبصل خوك ػؽشی  𝑟 𝐻 = 𝑡 = ± 𝑛    

= 𝑠 𝐻 هٌفن اػز اگش ٍ فمػ اگش 𝑛اص هشسجِ ی  𝐻هبسشیغ آداهبس : 3-1-1قضیٍ ±𝑛
3

2  

= 𝑠 𝐻اثشذا فشض وٌین  : بزَان ±𝑛
3

، ػؽش  𝑛اص هشسجِ ی  𝐻هی داًین دس ّش هبسشیغ آداهبس .   2

ّوچٌیي هی داًین حبصل ظشة ّش ػؽش دس خَدؽ ٍ ّش ػشَى دس . ّب ٍ ػشَى ّب دٍثِ دٍ ثش ّن لوَدًذ

 (ام 𝑖 حبل اگش حبصل خوك دسایِ ّبی ػشَى . ، خَاّذ ؿذ 𝑛خَدؽ ثشاثش هشسجِ ی هبسشیغ، یمٌی 

(𝑖 = 1،2، … ،𝑛   اص هبسشیغ𝐻  سا، ثشاثش𝑠𝑖 =  𝑎𝑗𝑖
𝑛
𝑗  :دس ًفش  ثگیشین ، داسین  1=

= 𝑛 × 𝑛 =   𝑎𝑖𝑘𝑎𝑖𝑘          (∗)𝑛
𝑘=1

𝑛
𝑖=1 𝑛2 = 𝑛 + 𝑛 + ⋯ + 𝑛 

𝑖، 𝑗اهب هی داًین ثِ اصای ّش  = 1,2, …𝑛       داسین    ، 
𝑛   𝑖 = 𝑗
0  𝑖 ≠ 𝑗

  =  𝑎𝑖𝑘𝑎𝑗𝑘
𝑛
𝑘=1 ، 
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𝑛2     خَاّین داؿز (∗)لزا ؼجك هؽبلت روش ؿذُ، دس ساثؽِ ی  =  ( 𝑎𝑖𝑘
𝑛
𝑖=1 )2𝑛

𝑘=1    

𝑛2لزا داسین     =  𝑠𝑘
2𝑛

𝑘=1        .  اهب ؼجك ًبهؼبٍی وَؿی ؿَاسسض هی داًین (∗∗)

𝑦   اگش  =  𝑦1 , 𝑦2 , … 𝑦𝑛   ٍ  𝑥 =  𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛    ُآًگب𝑥. 𝑦 ≤  𝑥 .  𝑦    . حبل اگش لشاس

𝑥دّین  =  𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛 = (1,1, … ,1)  ٍ 𝑦 =  𝑦1 , 𝑦2 , … 𝑦𝑛 =  𝑠1, … , 𝑠𝑛  دس ایي ،

≥صَسر  (𝑛  𝑠𝑘
2𝑛

𝑘=1 )
1

2   (1. 𝑠𝑘
𝑛
𝑘=1 )  𝑆 𝐻 = 𝑛

3
سػبًذى دٍ ؼشف  2لزا ثب ثِ سَاى .  = 2

 :   داسین (∗∗)  ًبهؼبٍی فَق ٍ ؼجك 

𝑛3 = ( 𝑠𝑘
𝑛
𝑘=1 )2 ≤ 𝑛  𝑠𝑘

2𝑛
𝑘=1 = 𝑛 × 𝑛2 = 𝑛3  

ؼجك ًبهؼبٍی وَؿی ؿَاسسض سؼبٍی . ّوبى ؼَسی وِ هی ثیٌین دٍ ؼشف ًبهؼبٍی ثب ّن ثشاثش ؿذُ اًذ

λ𝑦 𝑥یمٌی . ، ٍاثؼشِ ی خؽی ثبؿٌذ 𝑥  ٍ𝑦فمػ ٍ فمػ صهبًی ثشلشاس اػز وِ ثشداسّبی  لزا ایٌدب ًیض  =

1ثِ دلیل ثشلشاسی سؼبٍی ثبیذ داؿشِ ثبؿین  = λ𝑠1  ٍ ... ٍ1 = λ𝑠𝑛  . داسین یمٌی: 

𝑠1 = 𝑠2 = ⋯ = 𝑠𝑛  

اهب هی داًین سشاًْبدُ ی ّش هبسشیغ آداهبس ًیض . ثب ّن ثشاثشًذ 𝐻 دغ حبصل خوك ّوِ ی ػشَى ّبی

 𝐻لزا هبسشیغ ّبی . ًیض ثب ّن ثشاثشًذ  𝐻𝑡لزا حبصل خوك ّوِ ی ػؽش ّب ی . یه هبسشیغ آداهبس اػز

ٍ𝐻𝑡 هبسشیغ ّبی آداهبس هٌفن ّؼشٌذ ،  . 

داسین   2-1-1دغ ؼجك لعیِ ی . ، هٌفن اػز  𝑛اص هشسجِ ی  𝐻اوٌَى فشض وٌین هبسشیغ آداهبس 

 𝑟 𝐻 = ± 𝑛    لزا حبصل خوك ّوِ ی دسایِ ّبی هبسشیغ ،𝐻 ثشاثش اػز ثب 

𝑠 𝐻 = 𝑛 × 𝑟 𝐻 = ±𝑛 𝑛 = ±𝑛
3

2             ∎  

ظشة دٍ هبسشیغ آداهبس ٍخَد سٍؽ ّبیی ثشای ثِ دػز آٍسدى یه هبسشیغ آداهبس خذیذ ثب اػشفبدُ اص 

 .داسد وِ دس فصل دٍم ثب آى ّب آؿٌب خَاّین ؿذ
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طزح َای بلًکی: 1-2  

ثِ  1936هؽبلمبر خذیذ اص ؼشح ّبی ثلَوی هؽبثك آًچِ وِ اغلت گفشِ اًذ ثب چبح یه همبلِ دس ػبل 

اٍ دس همبلِ اؽ خبًَادُ ای اص صیش هدوَلِ ّبی یه هدوَلِ . ؿشٍق ؿذ 7ٍػیلِ ی ؿخصی ثِ ًبم ییشغ

دس ایي ثخؾ ثب ایي ؼشح ّب ٍ ؼشح ّبی هشمبسى ٍ ٍیظگی .ثب خبصیز ّبی سمبدل همیي سا دس ًفش گشفز 

 . آٍسدُ ؿذُ اػز  1 هؽبلت ایي ثخؾ اص هشخك  . ّبی آى ّب آؿٌب هی ؿَین

یه ؼشح ثلَوی .  𝑣  < 𝑘 الذاد صحیح هثجز ثبؿٌذ ٍ 𝑣  ،𝑘  ٍ𝜆فشض وٌیذ  :1-2-1 تعزیف

, 𝑣 ًبوبهل ثب دبساهشش ّبی  هشمبدل 𝑘 , 𝜆    یب ثِ اخشصبس یه ٍ𝐵𝐼𝐵𝐷  وِ آى سا ثِ صَسر صٍج ،

𝐷 =  𝑉 , ℬ     ًوبیؾ هی دّین،  خبًَادُ ای اص صیش هدوَلِ ّبی 𝑘  اص یه ( ثلَن ّب )لعَی

ثب ّن   𝑉اػز ثِ ؼَسی وِ، ّش صٍج هشوبیض اص لٌبصش ( ی ًمبغ هدوَلِ )   𝑉لعَی     𝑣هدوَلِ ی 

𝑘چَى دس ایي ؼشح ّب داسین . ثلَن ـبّش ؿًَذ  λدلیمب دس   < 𝑣  آى ّب سا ًبوبهل یب غیش ثذیْی هی ،

 .ًبهین

𝑉فشض وٌین   : 1-2-1 مثال   =  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓   هی سَاًین ثلَن ّب . هدوَلِ ی ًمبغ ثبؿذ

  : دس ًفش ثگیشین صیشسا ثِ صَسر 

B1 =  𝑎, 𝑏, 𝑐     ,    B2 =  𝑎, 𝑏, 𝑑      ,     B3 =  𝑎, 𝑐, 𝑒       ,    B4 =  𝑎, 𝑑, 𝑓   

B5 =  𝑎, 𝑒, 𝑓     ,     B6 =  𝑏, 𝑐, 𝑓       ,    B7 =  𝑏, 𝑑, 𝑒      ,     B8 =  𝑏, 𝑒, 𝑓   

B9 =  𝑐, 𝑑, 𝑒      ,      B10 =  𝑐, 𝑑, 𝑓   

لعَی ّؼشٌذ ٍ ّش صٍج لٌبصشهشوبیض ثب ّن دس  3ّوبى ؼَسی وِ هـبّذُ هی وٌیذ، ّوِ ی ثلَن ّب 

،B1،B2 ّوشاُ ثب خبًَادُ ی  𝑉دغ . ثبس ـبّش ؿذُ اًذ 2ثلَن ّب دسػز  … ،B10 یه ؼشح ثلَوی    

 .خَاّذ ثَد(   6 , 3 , 2)هشمبدل ًبوبهل ثب دبساهشش ّبی 

𝐷دس ّش ؼشح ثلَوی هشمبدل ًبوبهل :  1-2-1 تذکز =  𝑉 , ℬ      سمذاد ثلَن ّب سا ،𝑏   سمذاد  ٍ

دس لعیِ ی صیش خَاّین دیذ . دس ًفش هی گیشین  𝑟 (𝑥)دس ثلَن ّب سا، 𝑥 𝜖 𝑉  ـَْس ّش ؿیئ یب ّش لٌصش

. ًوبیؾ دّین 𝑟ثب  ثٌب ثش ایي هی سَاًین آى سا. یىؼبى اػز 𝑉وِ ایي سمذاد دس هَسد سوبم لٌبصش هدوَلِ ی 

, 𝑣 لزا دبساهشش ّب سا دس ّش ؼشح ثلَوی ثِ صَسر   𝑏  , 𝑘 , 𝑟  , 𝜆   ًیض 

                                                           
 
 Yeyts 
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هی سَاًین دس ًفش ثگیشین ٍ اص ایي ثِ ثمذ ّش ؼشح ثلَوی هشمبدل ًبوبهل سا ثِ اخشصبس ؼشح ثلَوی هی 

 .گَیین

, 𝑣 اگش یه ؼشح ثلَوی ثب دبساهشش ّبی :  1-2-1قضیٍ  𝑏  , 𝑘 , 𝑟  , 𝜆  ُداؿشِ ثبؿین آًگب 

λ 𝑣( :  الف) − 1 = 𝑟 𝑘 − 1  

 vr =  bk(  : ة) 

 :اثجبر لؼوز الف :  بزَان

دس ًفش  𝐵سا خبًَادُ ای اص ثلَن ّب هبًٌذ  ℬسا هدوَلِ ی ًمبغ ٍ هدوَلِ ی   𝑉اگش هدوَلِ ی 

، دس ایي صَسر ثشای اثجبر لؼوز الف هدوَلِ ی صیش سا ثِ دٍ سٍؽ هی  𝑥0𝜖 𝑉ثگیشین ٍ داؿشِ ثبؿین 

 .ؿوبسین

𝐴 =   𝑥0, 𝑦         𝑦 ≠ 𝑥0  ٍ    ∃  𝐵 𝜖 ℬ  ∶    𝑥0, 𝑦 𝜖𝐵    

𝑘ثلَن ٍ دس ّش ثلَن ثب   𝑟دس  𝑥0فشض وٌیذ وِ : سٍؽ اٍل  − لٌصش ـبّش ؿذُ اػز، لزا    1

= 𝐴    :داسین  𝑟 𝑘 − 1  . 

𝑉ثب ّش یه اص لٌبصش  𝑥0هی داًین : سٍؽ دٍم  −  𝑥0   ،𝜆 ثٌبثشایي . ثبس ّوضهبى ـبّش ؿذُ اػز

= 𝐴  ثشاثش خَاّذ ثَد ثب    𝐴 ، یمٌی  𝐴سمذاد العبی هدوَلِ ی  𝜆 𝑣 − 1 . 

.لزا  𝑟 𝑘 − 1 = 𝜆 𝑣 − ثؼشگی ًذاسد، لزا  𝑥0ثِ اًشخبة  𝑟دغ ّوبى ؼَسی وِ هی ثیٌین   1

 .یىؼبى اػز 𝑉ثشای ّوِ ی لٌبصش هدوَلِ ی  

 :اهب اثجبر لؼوز ة ٍ 

 .ثشای ایي هٌفَس ًیض سمذاد العبی هدوَلِ ی صیش سا ثِ دٍ سٍؽ ؿوبسؽ هی وٌین

Aˊ =   𝑥 , 𝐵   𝑥 𝜖 𝑉 ,   𝐵 𝜖 ℬ    ,    𝑥𝜖𝐵    

𝐵𝑥لشاس هی دّین 𝑥 𝜖 𝑉ثِ اصای ّش : سٍؽ اٍل  =   𝑥 , 𝐵    𝑥 𝜖 𝐵        دس ایي صَسر

 .  𝐵𝑥  = 𝑟 صیشا اص لجل هی داًین سمذاد ـَْس ّش لٌصش اص هدوَلِ ی𝑉  دس ثلَن ّب ثشاثش𝑟 اػز. 
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ˊA  سا ثِ صَسر   ˊAهی سَاًین  =  𝐵𝑥𝑥 𝜖 𝑉 وِ دس آى هدوَلِ ّبی  دس ًفش ثگیشین𝐵𝑥 وِ   

𝑥 𝜖 𝑉 چَى سمذاد لٌبصش هَخَد دس هدوَلِ ی . ، دٍثِ دٍ هدضا ّؼشٌذ𝑉   ثشاثش𝑣  سمذاد ٍ𝐵𝑥  ّب

= ˊA ثشاثش اػز ثب   ˊAاػز دغ سمذاد العبی  𝑟 ثشاثش 𝑣. 𝑟 . 

 :سا ثِ صَسر صیش سمشیف هی وٌین   XBایي ثبس هدوَلِ ی   : سٍؽ دٍم 

XB =   𝑥 , 𝐵      𝑥 𝜖 𝐵    

 𝑘دس ایي حبلز سمذاد لٌبصش هَخَد دس ّش ثلَن هذ ًفش اػز وِ اص لجل هی داًین ایي سمذاد ثشاثش 

𝑘    XB  :داؿزلزا خَاّین  اػز، سا ثِ صَسر    ˊAحبل هی سَاًین هدوَلِ ی .  𝐵ثشای ّش = 

Aˊ =  XB𝐵 𝜖ℬ    وِ هدوَلِ ّبی  دس ًفش ثگیشینXB  ،𝐵 𝜖 ℬ لزا ایي ثبس . دٍثِ دٍ هدضا ّؼشٌذ

= ˊA سا ثِ صَسر  ˊAهدوَلِ ی  𝑏. 𝑘  دغ حىن لؼوز ة ًیض ثشلشاس اػز ٍ . ؿوبسؽ هی وٌین

.𝑏        ∎     داسین   𝑘 = 𝑣. 𝑟  

ًشبیح هْوی وِ اص لعیِ ی لجل ثذػز هی آیذ، ؿشایػ لاصم صیش سا ثشای ٍخَد یه ؼشح ثلَوی ثب 

, 𝑣 دبساهشش ّبی  𝑏  , 𝑘 , 𝑟  , 𝜆  ثیبى هی وٌذ. 

, 𝑣 اگش یه ؼشح ثلَوی ثب دبساهشش ّبی :  وتیجٍ 𝑏  , 𝑘 , 𝑟  , 𝜆   ٍُخَد داؿشِ ثبؿذ آًگب: 

 1  ) 𝑘 − 1  λ 𝑣 −  .یه لذد صحیح اػز 𝑟، صیشا    1

2   )𝑘 𝑣. 𝑟   صیشا ،𝑏 ًیض یه لذد صحیح اػز. 

داسین 1.2.1ٍخَد ًذاسد صیشا ؼجك لعیِ ی ( 11،6،2)ّیچ ؼشح ثلَوی ثب دبساهشش ّبی :  2-2-1مثال 

𝑟 = 5ٍ ثٌب ثِ ًشبیح ثمذ اص لعیِ ثبیذ  4 =  𝑘 − 1  λ 𝑣 − 1  = 2 × 10   ٍ ،6 =

𝑘 𝑣. 𝑟 = 11 × ، ّوبى ؼَسی وِ هـبّذُ هی وٌین ایي ؿشغ ثشلشاس ًیؼز، لزا ؼشح ثلَوی ثب دبساهشش   4

 .ٍخَد ًذاسد( 11،6،2)ّبی 

یمٌی اگش دس ؼشحی سٍاثػ . ؿشغ ّبیی وِ دس ًشیدِ ثیبى ؿذًذ ؿشغ ّبی لاصم ّؼشٌذ، اهب وبفی ًیؼشٌذ

 .ثشلشاس ثبؿذ دلیلی ثش ٍخَد آى ؼشح ثلَوی ًیؼز 𝑣، 𝑏، 𝑘، 𝑟ٍ 𝜆فَق ثیي دبساهشش ّب ی 

5  :داسین   16,6,1 ثِ لٌَاى هثبل ثشای دبساهشش ّبی   =  𝑘 − 1 𝜆 𝑣 − 1 = ٍ چَى    15

𝑟 = 6 :   لزا داسین   3 =  𝑘 𝑣𝑟 = 16 × 3   . 


