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پیش�گفتار

همچنین هستیم. آشنا آن خصوصیات با حدودی تا و مͬ�شناسیم Rnرا اقلیدسͬ فضای بیش کما� ما همه�ی

مفاهیم، این از ͬͺی است. گرفته قرار مطالعه مورد و شده معرفͬ فضا این روی زیادی مفاهیم که مͬ�دانیم

دو این بین واصل خط پاره وسیله�ی به فضا از نقطه دو اتصال امͺان چͽونگͬ به و است تحدب مفهوم

طبیعͬ امری فضا این به اقلیدسͬ فضای از مفاهیم تعمیم جدید، فضای ͷی معرفͬ با مͬ�شود. مربوط نقطه

متفاوت اندکͬ اولیه تعاریف از برخͬ جدید فضای این در است ممͺن که آنجا از اما است ضروری و

کرد. استفاده متفاوتͬ شرایط از نیز مفاهیم تعمیم هنگام باید لذا باشند، اقلیدسͬ فضای روی تعاریف با

بنابراین و نیست ͬͺی دیͽر فضاهای در آن تعریف با اقلیدسͬ فضای در پاره�خط تعریف که است واضح

کنیم. استفاده فضا آن به مربوط تعاریف از باید دیͽر فضاهای به تحدب مفهوم تعمیم برای

جدید تعریف این در که کرد معرفͬ تقعر٢ عنوان تحت را تحدب از تعمیم ͷی هانسون١ ١٩٨١ سال در

مͬ�کرد. استفاده η(x, y) دلخواه تابع از تحدب، عادی تعریف در x− y تفاضل جای به

کردند ارئه را محدب توابع و محدب مجموعه�های از جدید تعمیم ͷی موند۴ و ازرائیل٣ بن ١٩٨۶ سال در

شدند. نامیده مقدمات۵ͬ مقعر توابع و مقعر مجموعه�های ترتیب به که

١Hanson
٢Invexity
٣Ben-Israel
۴Mond
۵Preinvex

ت



ث پیش�گفتار

که کرد پیشنهاد بود دیͽر تعمیم�های از متفاوت که را تحدب از تعمیم ͷی ادریست۶ ١٩٩۴ سال در

به مرحله این در بودند. شده جایͽزین ͷژئودزی با خط پاره و ریمنͬ منیفلد با اقلیدسͬ فضای آن در

روی به یͺنوایی عنوان تحت دیͽری مفهوم که بود لازم ریمنͬ منیفلدهای روی مفهوم این مطالعه�ی منظور

بین مستقیم ارتباط ͷی اقلیدسͬ فضای در مͬ�دانیم که طور همان زیرا شود. داده توسعه ریمنͬ منیفلدهای

محدب نزولͬ نا یͺنوای مشتق با تابع هر که طوری به دارد وجود آن مشتق بودن یͺنوا و تابع بودن محدب

ریمنͬ منیفلد ͷی وضوح به اما مͬ�باشد. نزولͬ نا یͺنوای مشتق دارای محدب تابع هر برعکس و است

با اقلیدسͬ فضای در یͺنوایی مفهوم که است طبیعͬ بنابراین و نیست اقلیدسͬ فضای ͷی کلͬ حالت در

باشد. متفاوت ریمنͬ منیفلدهای روی در یͺنوایی مفهوم

منیفلدهای روی یͺنوا برداری میدان�های تحتعنوان را یͺنوا عملͽرهای از یͷتعمیم نمت٧ ١٩٩٩ سال در

داد. قرار مطالعه مورد را یافته تعمیم یͺنوای عملͽرهای و یافته تعمیم تحدب بین ارتباط و کرد ارائه ریمنͬ

روی پایا یͺنوای برداری میدان مفهوم معرفͬ آن هدف و است شده تنظیم [٢] منبع براساس پایان�نامه این

یͺنوایی و کاذب تقعر مفاهیم براین علاوه مͬ�باشد. اینوکس توابع با آن ارتباط بررسͬ و ریمنͬ منیفلدهای

شد. خواهد بررسͬ مفهوم دو این ارتباط و معرفͬ نیز کاذب پایای

۶Udriste
٧Nemeth



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١.١

کارتان-هادامارد١ منیفلد تعریف و کرده بیان را ریمنͬ منیفلدهای با مرتبط مفاهیم تعاریفو فصل این در

ارتباط و نموده بیان را یͺنوا عملͽر و محدب مجموعه�ی محدب، تابع مفهوم سپس مͬ�نمائیم. یادآوری را

ریمنͬ منیفلدهای روی به مفاهیم این تعمیم فصل، این پایان در همچنین مͬ�کنیم. بررسͬ اختصار به را آنها

مͬ�کنیم. بیان مͬ�دهد، نشان باهم را آنها ارتباط که را مقدماتͬ قضیه�ی چند و گرفته نظر در را

نمادگذاری ٢.١

Mدر بر مماس فضای دهنده�ی نشان TpM و است هموار C∞ منیفلد ͷیM نامه پایان این سراسر در

نماد مͬ�باشد. TpM مماس فضای در ریمنͬ ͷمتری دهنده�ی نشان gp(., .) = ⟨., .⟩ و p ∈ M نقطه�ی

ͷی نرم || ||p علامت با و مͬ�بریم کار Mبه روی برداری میدان�های همه�ی فضای نمایش برای را χ(M)

را M روی C1-تکه�ای خم�های · · · و γ ،β ،α حروف با مͬ�دهیم. نمایش p ∈ M نقطه�ی در را بردار

آن در که مͬ�باشد α : [a, b] → M خم طول دهنده�ی نشان L(α) =
∫ b

a
||α′(t)||dt و میدهیم نشان

است. R حقیقͬ خط از بازه�ای [a, b]

١Cartan-Hadamard

١



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

آنها مقدار و مͬ�دهیم نشان · · · و V ،W ،Z ،Y ،X نماد�های با Mرا روی برداری میدان�های همچنین

معمولا˟ که را آنها کواریان مشتق و مͬ�دهیم نمایش · · · و v ،w ،z ،y ،xͷکوچ حروف با نقطه ͷی در را

التصاق توسط شده القاء ایزومتری مͬ�دهیم. نشان ∇XY نماد با مͬ�شود نامیده لوی-چویتا٢ التصاق

از α خم امتداد در موازی انتقال و مͬ�دهیم نشان P t2
t1,α : Tα(t1)M → Tα(t2)M نماد با را لوی-چویتا

باشد، N منیفلد به M منیفلد از دیفرانسیل�پذیر نگاشت ͷی f اگر همچنین مͬ�نامیم. α(t2) به α(t1)

داد. خواهیم رانمایش x در f مشتق df(x) نماد با آنگاه

مقدماتͬ قضایای و تعاریف ٣.١

g مانند نگاشتͬ M دیفرانسیل�پذیر منیفلد ͷی روی ریمنͬ) (ساختار ریمنͬ ͷمتری ͷی .١.٣.١ تعریف

به که طوری به مͬ�کند نظیر را g(v, w) عدد TpM در {v, w} مماس بردارهای از هرجفت به که است

باشیم داشته λ ∈ R و v, w, x ∈ TpM هر ازای

g(v, w) = g(w, v)(١

g(v + w, x) = g(v, w) + g(w, x) , g(v, w + x) = g(v, w) + g(v, x)(٢

g(λv, w) = g(v, λw) = λg(v, w)(٣

g(v, v) = 0 ⇐⇒ v = 0 , g(v, v) > 0(۴

(g(X,Y ))p = g((X)p, (Y )p)) آنگاه Mباشند، روی هموار برداری میدان�های Y Xو اگر همچنین و

باشد. هموار نیز

ͷمتری مͬ�توان واقع در و هستند داخلͬ خواصآشنایضرب همان تعریففوق در (۴) تا خواص(١)

مͬ�دهد ما به را امͺان این نیز g بودن خاصیتهموار تعریفکرد. g(v, w) = ⟨v, w⟩توسط Mرا روی g

٢Levi-Civita



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

دهیم. انجام (M, g) هندسه�ی بررسͬ برای را لازم دیفرانسیلͬ محاسبات تا

v, w ∈ TpM و p ∈ S هر برای باشد. Rn+m در یnͷ-رویه S Mو = S کنید فرض .٢.٣.١ مثال

در معمولͬ داخلͬ ضرب همان ⟨., .⟩ که مͬ�کنیم تعریف g(v, w) = ⟨v, w⟩ صورت به را g نگاشت

متعارف ͷمتری به که است S روی ریمنͬ ͷمتری ͷی g صورت این در مͬ�باشد. Rn+m برداری فضای

است. موسوم S روی

مͬ�شود. نامیده ریمنͬ یͷمنیفلد یͷمتریͷریمنͬ همراه Mبه دیفرانسیل�پذیر یͷمنیفلد تعریف٣.٣.١.

قبل اما بپردازیم فضا این در خط پاره تعریف بیان به مͬ�خواهیم شد، بیان ریمنͬ منیفلد مفهوم که حال

امتداد در برداری میدان و پارامتری خم تعریف جمله از تعریف چند یادآوری دقیق تعریف ͷی ارائه�ی از

است. ضروری پارامتری خم ͷی

صورت این در باشد. R از باز بازه�ی ͷی I ⊆ R و ریمنͬ منیفلد ͷی M کنید فرض .۴.٣.١ تعریف

Mمͬ�نامیم. روی پارامتری خم ͷی را α : I → M دیفرانسیل�پذیر نگاشت

به که است دیفرانسیل�پذیر نگاشت ͷی ،α پارامتری خم طول در X برداری میدان ͷی .۵.٣.١ تعریف

مͬ�کند. نظیر را X(t) ∈ Tα(t)M مماس بردار (α(t) ∈ M دیͽر عبارت (به t ∈ I هر

X(t) = (α(t), x1(t), x2(t), · · · , xn(t) مͬ�باشد زیر شͺل αبه طولخم Xدر برداری میدان هر واقع در

مͬ�باشند. X برداری میدان مختصاتͬ توابع 1 ≤ i ≤ n ازای به xiها آن در که

نامیده کوواریان مشتق معمولا˟ که α خم طول در را X مانند برداری میدان ͷی مشتق اختصار به اکنون

مͬ�کنیم. بیان مͬ�شود،



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

صورت به که DX

dt
برداری میدان از است عبارت α خم امتداد Xدر برداری میدان مشتق تعریف٣.١.۶.

DX

dt
=

(
α(t),

dx1

dt
, · · · , dxn

dt

)

مͬ�شود. نامیده α امتداد در X کوواریان مشتق و مͬ�شود تعریف

X(t)آنگاه = V (α(t)) یعنͬ شود، القاء V برداری میدان وسیله�ی به X برداری میدان اگر حال

DX

dt
= ∇dα(t)

dt

V (α(t))

مͬ�باشد. لوی-چویتا التصاق ∇همان نماد آن در که

زیر خواص دارای پارامتری خم ͷی امتداد در برداری میدان�های مشتق که داد نشان مͬ�توان سادگͬ به

در دیفرانسیل�پذیر تابع ͷی f و α خم طول در برداری میدان�های Y و X اگر دیͽر عبارت به مͬ�باشد.

داریم را زیر خواص آنگاه باشد، α طول

D

dt
(X + Y ) =

DX

dt
+

DY

dt
(١

D

dt
(fX) =

df

dt
X + f

DX

dt
(٢

D

dt
(XY ) =

DX

dt
Y +

DY

dt
X (٣

مͬ�توان مͬ�شود، نامیده ͷژئودزی که ریمنͬ منیفلدهای روی به را اقلیدسͬ فضای از مستقیم خط تعمیم حال

کرد. بیان زیر صورت به

ͷی α گوئیم باشد. پارامتری خم ͷی α : I → M و ریمنͬ منیفلد ͷیM کنید فرض .٧.٣.١ تعریف

کند صدق زیر رابطه�ی در هرگاه است ͷژئودزی

D

dt

(
dα(t)

dt

)
= ∇dα(t)

dt

dα(t)

dt
= 0



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

ͷژئودزی خط پاره ͷی را [a, b] به α تحدید آنگاه باشد ͷژئودزی ͷی α : I → M و [a, b] ⊂ I اگر

مͬ�نامند.

داریم واقع در باشد. ثابت باید ͷژئودزی خم ͷی بر مماس بردار طول که مͬ�کند ایجاب فوق تعریف

d

dt

∥∥∥∥dα(t)dt

∥∥∥∥2 = d

dt

⟨
dα(t)

dt
,
dα(t)

dt

⟩
=

⟨
D

dt

dα(t)

dt
,
dα(t)

dt

⟩
+

⟨
dα(t)

dt
,
D

dt

dα(t)

dt

⟩
= 2

⟨
D

dt

dα(t)

dt
,
dα(t)

dt

⟩
= 0

است. ثابت مقداری ͷژئودزی خم ͷی بر مماس بردار طول که مͬ�دهد نشان این و

تعریف زیر صورت به را α خم طول باشد. دیفرانسیل�پذیر خم ͷی α : [a, b] ⊂ I → M کنید فرض

مͬ�کنیم

L(α) =

∫ b

a

∥α′(t)∥α(t) dt

حال مͬ�گذرد. نقطه دو این از دیفرانسیل�پذیر خم بی�شمار p, q ∈ M نقطه دو هر ازای به که است واضح

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را p, q فاصله�ی

مͬ�باشد. q و p از گذرنده دیفرانسیل�پذیر� خم ͷی α که d(p, q) = inf L(α)

داریم واقع در مͬ�کند. تعریف متر ͷیM روی dتعریف این با

.d(p, q) ≥ 0 داریم p, q ∈ M هر ازای به (١

است. مثبت مقداری همواره مثبت مجموعه�ی ͷی inf و است مثبت مقداری همواره خم ͷی طول زیرا

.d(p, q) = 0 ⇔ p = q داریم p, q ∈ M هر ازای به (٢

وجود q و p نقاط از گذرنده α مانند خم ͷی که مͬ�شود نتیجه آنگاه d(p, q) = 0 که فرضکنیم اگر زیرا



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است ثابت Mمقداری روی α بنابراین .
∥∥∥∥dα(t)dt

∥∥∥∥ = 0 دیͽر عبارت به یا L(α) = 0 که طوری به دارد

.p = q نتیجه در و مͬ�یابد) تقلیل نقطه ͷی به α خم واقع (در

بود. خواهد d(p, q) = 0 که است بدیهͬ باشد p = q اگر برعکس

.d(p, q) = d(q, p) داریم p, q ∈ M هر ازای به (٣

.d(p, q) ≤ d(p, s) + d(s, q) داریم p, q, s ∈ M هر ازای به (۴

خم ͷی α1 کنیم فرض اگر زیرا است. ساده نیز آن اثبات و است معروف مثلث نامساوی به نامساوی این

طول با خم ͷی α3 و s و p از که مینیمم طول با خم ͷی α2 و مͬ�گذرد q و p از که باشد مینیمم طول با

داریم صورت این در مͬ�کند، عبور q و s از که باشد مینیمم

d(p, q) = L(α1) , d(p, s) = L(α2) , d(s, q) = L(α3)

از α که است واضح مͬ�گیریم. نظر در است، شده تشͺیل α3 و α2 تکه�ی دو از که را α تکه�ای خم حال

داریم تکه�ای هموار خم�های بودن انتگرال�پذیر بنابر و مͬ�گذرد q و p نقطه�ی دو

L(α) =

∫ b

a

∥∥∥∥dα(t)dt

∥∥∥∥ dt
=

∫ b

a

∥∥∥∥dα2(t)

dt

∥∥∥∥ dt+ ∫ b

a

∥∥∥∥dα3(t)

dt

∥∥∥∥ dt
= L(α2) + L(α3)

inf خاصیت به بنا لذا و مͬ�گذرد q و p از که مͬ�باشد مینیمم طول با خم ͷی α1 فرضخم طبق طرفͬ از

داریم نتیجه در L(α1) ≤ L(α)نوشت مͬ�توان

d(p, q) = L(α1) ≤ L(α) = d(p, s) + d(s, q)



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مͬ�کند. القاء Mرا روی متری توپولوژی و Mاست روی متر ͷی فوق تعریف با d بنابراین

ͷژئودزی ͷی α آنگاه L(α) = d(p, q) و مͬ�گذرد q و p نقاط از که باشد خمͬ α اگر که مͬ�شود ثابت

مͬ�شود. نامیده مͬ�نیمال ͷژئودزی و Mاست در

باشد،
∥∥∥∥dα(t)dt

∥∥∥∥ = 1 یعنͬ باشد ͷی برابر مماس بردار طول دارای α ͷژئودزی گاه هر .٨.٣.١ تعریف

مͬ�نامند. شده متعارف یا شده نرمال ͷژئودزی را آن آنگاه

مͬ�توان لذا مͬ�باشد، دوم مرتبه�ی دیفرانسیل معادله�ی ͷی ͷژئودزی ͷی به مربوط معادله�ی که آنجا از

کرد. بیان ژئودزی�ͷها مورد در را دیفرانسیل معادلات در یͺتایی و وجود قضیه�ی مشابه قضیه�ای

باز بازه�ی صورت این در باشد. v ∈ TpM و p ∈ M و ریمنͬ منیفلد ͷیM فرضکنید .٩.٣.١ قضیه

که طوری به دارد وجود α : I → M مانند ͷژئودزی ͷی و ١ و ٠ شامل I ⊆ R مانند

α(0) = p , α′(0) = v (١

Ĩ ⊆ I آنگاه باشد، β(0) = p , β′(0) = v شرط Mبا در دیͽر ͷژئودزی ͷی β : Ĩ → M هرگاه (٢

.β(t) = α(t) داریم t ∈ Ĩ هر ازای به و

مͬ�نامند. v اولیه�ی سرعت و p آغازی نقطه�ی Mبا در ماکسیمال ͷژئودزی را αͷژئودزی

.۶٠ صفحه�ی ٧ فصل [١۴] به شود رجوع برهان.

و مͬ�باشد I بازه�ی بودن ماکسیمال معنͬ به α بودن ماکسیمال که شویم متذکر باید البته .١٠.٣.١ تذکر

دهیم. امتداد مͬ�یابد ادامه که آنجا تا را αͷژئودزی که است معنͬ این به هندسͬ تجسم لحاظ از این

تعمیم ͷی مͬ�توان شناختیم، ریمنͬ منیفلدهای روی به را مستقیم خط تعمیم که اکنون .١١.٣.١ تذکر

کرد. بیان زیر صورت به ریمنͬ منیفلدهای روی به را تحدب از طبیعͬ



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

دو هر ازای به گاه هر مͬ�شود نامیده محدب M ریمنͬ منیفلد از U مجموعه�ی زیر .١٢.٣.١ تعریف

وصل هم به را q و p که باشد داشته وجود U در α مانند فرد به منحصر ͷژئودزی ͷی U از q و p نقطه�ی

باشد. d(p, q) برابر آن طول و �کند

که آنجا از است. ایزومتری مفهوم بود خواهد نیاز مورد بحث ادامه�ی در که مفاهیمͬ از دیͽر ͬͺی

اهمیتخاصͬ از آنها مطالعه�ی لذا هستند، هندسͬ ساختار حافظ بهتر عبارت به یا فاصله حافظ ایزومتری�ها

حفظ را نقاط بین اقلیدسͬ فاصله�ی که نگاشتͬ عنوان به مفهوم این اقلیدسͬ هندسه�ی در و است برخوردار

مͬ�شود. تعریف مͬ�کند،

p, q ∈ Rn هر ازای به Fاستکه : Rn → Rn Rnیͷنگاشتمانند در یͷایزومتری تعریف١٣.٣.١.

.d(F (p), F (q)) = d(p, q) داریم

انتقال مانند نگاشت�هایی به مͬ�توان اقلیدسͬ فضای در ایزومتری نگاشت ͷی از مثال�هایی عنوان به

کرد. اشاره دوران یا

کنیم. بیان را ریمنͬ منیفلدهای روی به ایزومتری مفهوم تعمیم مͬ�خواهیم حال

دیفئومورفیسم نگاشت ͷی ϕ : M → N و ریمنͬ منیفلد دو N Mو که کنید فرض .١۴.٣.١ تعریف

ایزومتری ͷی ϕ صورت این در دیفرانسیل�پذیرند.) ϕ و ϕ−1 که است سوئͬ دو نگاشت ͷی ϕ باشد.(

باشیم داشته v, w ∈ TpM و p ∈ M هر ازای به هرگاه مͬ�شود نامیده

⟨dϕ(v), dϕ(w)⟩ϕ(p) = ⟨v, w⟩(p)

موازی انتقال نگاشت به مͬ�توان ریمنͬ منیفلد ͷی روی ایزومتری نگاشت ͷی از مثال ͷی عنوان به

مͬ�پردازیم. آن شرح به تفصیل به ادامه در که کرد اشاره بردارها



٩ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

موازی Wرا = (q, w) ∈ TqRn و V = (p, v) ∈ TpRn بردار دو اقلیدسͬ فضای در تعریف٣.١.١۵.

.v = w گاه هر گویند اقلیدسͬ

α : I → Rn و باشد α خم امتداد در برداری X(t)یͷمیدان = (x1(t), · · · , xn(t)) اگر بنابراین

هر ازای به گاه هر است موازی α خم طول در X برداری میدان گوئیم آنگاه باشد، پارامتری خم ͷی

باشیم داشته t1, t2 ∈ I

(x1(t1), · · · , xn(t1)) = (x1(t2), · · · , xn(t2))

.dX(t)

dt
= 0 اگر تنها و اگر است اقلیدسͬ Xموازی برداری میدان نتیجه در

داد. توسعه ریمنͬ منیفلدهای روی به مͬ�توان را مفهوم این حال

میدان Mباشد. روی مماس برداری میدان ͷی X و ریمنͬ منیفلد ͷیM کنید فرض .١۶.٣.١ تعریف

t ∈ I هر ازای به گاه هر گویند موازی صرفاً یا لوی-چویتا موازی را α : I → M خم طول Xدر برداری

.DX(t)

dt
= 0 باشیم داشته

مͬ�باشد. α خم امتداد در X برداری میدان کوواریان مشتق D

dt
علامت

موازی α خم طول Xدر برداری میدان که کرد بیان چنین مͬ�توان را توازی مفهوم از هندسͬ تعبیر ͷی

باشد. α خم طول در ثابت برداری میدان ͷی شود Mرؤیت Xاز میدان اگر که صورتͬ در مͬ�شود نامیده

از مͬ�آید. دست به اول مرتبه�ی دیفرانسیل معادله ͷی حل از موازی برداری میدان هر توازی تعریف طبق

اول مرتبه�ی دیفرانسیل معادله هر جواب دیفرانسیل، معادلات در یͺتایی و وجود قضیه�ی بنابر دیͽر طرف

قضیه�ای مͬ�توان معین اولیه�ی شرایط تحت بنابراین است. فرد به منحصر و موجود معین اولیه�ی شرایط با

کرد. بیان موازی بردارهای برای را یͺتایی و وجود قضیه�ی مشابه



١٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

فرض همچنین باشد. پارامتری یͷخم α : I → M و ریمنͬ منیفلد ͷیM فرضکنید .١٧.٣.١ قضیه

مانند فرد به منحصر موازی برداری میدان ͷی صورت این در باشد. v0 ∈ Tα(t0)M و t0 ∈ I که کنید

.V (t0) = v0 که طوری به دارد وجود α خم طول در V

.۵٢ صفحه�ی ٢ فصل [۶] به شود رجوع برهان.

به منیفلد نقطه�ی ͷی از مماس بردارهای موازی انتقال توضیح برای را توازی مفهوم مͬ�خواهیم حال

و M ریمنͬ منیفلد از دلخواه نقطه�ی دو q و p کنید فرض کار این برای گیریم. کار به آن دیͽر نقطه�ی

(هموار مͬ�باشد. α(b) = q و α(a) = p که طوری به باشد هموار پارامتری خم ͷی α : [a, b] → M

بازه�ی ͷی از دیفرانسیل�پذیر نگاشت ͷی تحدید α که معناست این به بسته بازه�ی ͷی در α خم بودن

یعنͬ باشد، p نقطه�ی در M بر مماس بردار ͷی v0 کنید فرض همچنین است.) M در [a, b] شامل باز

طبق دهیم. انتقال q نقطه�ی به α خم امتداد در موازی طور به را بردار این مͬ�خواهیم حال .v0 ∈ TpM

قسمͬ به دارد وجود α خم طول در V مانند فرد به منحصر موازی برداری میدان ͷی (١٧.٣.١) قضیه�ی

q به p از v0 موازی انتقال V (b) وضوح به پس است موازی α خم امتداد در V چون و V (a) = v0 که

بود. خواهد

پارامتری خم ͷی α : [a, b] → M و p, q ∈ M و ریمنͬ منیفلد ͷیM کنید فرض .١٨.٣.١ تعریف

مماس بردار ͷی v0 کنید فرض همچنین مͬ�باشد. α(b) = q و α(a) = p که طوری به باشد هموار

این در است. V (a) = v0 که باشد α خم امتداد در موازی برداری میدان ͷی V و p نقطه�ی در M بر

صورت به و است P p
q,α : TpM → TqM مانند نگاشت ͷی α طول در q به p از v0 موازی انتقال صورت

مͬ�شود تعریف زیر

P p
q,α[v0] = V (b)



١١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

به وابسته دیͽر نقطه�ی به نقطه ͷی از مماس بردار ͷی موازی انتقال که مͬ�شود ملاحضه .١٩.٣.١ تذکر

باشند پارامتری خم دو β و α گاه هر دیͽر عبارت به مͬ�کند. وصل هم به را نقطه دو این که است خمͬ

.P p
q,α[v0] ̸= P p

q,β[v0] داریم کلͬ حالت در آنگاه v0 ∈ TpM و مͬ�کنند وصل هم به را q و p که

مͬ�باشد. TqM به TpM از ایزومتری نگاشت ͷی موازی انتقال که مͬ�دهد نشان زیر قضیه�ی

پارامتری خم ͷی α : [a, b] → M و p, q ∈ M و ریمنͬ منیفلد ͷی M کنید فرض .٢٠.٣.١ قضیه

P p
q,α : TpM → نگاشت صورت این در مͬ�باشد. α(b) = q و α(a) = p که طوری به باشد هموار

دیͽر عبارت به مͬ�کند. حفظ را داخلͬ ضرب که است برداری فضای دو این بین یͺریختͬ ͷی TqM

است. خطͬ نگاشت ͷی P p
q,α (١

است. سوئͬ دو P p
q,α (٢

.
⟨
P p
q,α[v], P

p
q,α[w]

⟩
= ⟨v, w⟩ داریم v, w ∈ TpM هر ازای به (٣

همچنین باشند. pنقطه�ی αدر خم مماسبر بردار دو v0, w0 ∈ TpM فرضکنید اثبات(١) برای برهان.

Wباشد. (a) = w0 و V (a) = v0 که طوری به باشند α خم امتداد در موازی برداری Wمیدان�های و V

W و V چون که دلیل این به است. موازی α خم طول در V +W برداری میدان که است واضح اولا˟

خاصیت طبق دیͽر طرف از مͬ�باشد. DW

dt
=

DV

dt
= 0 توازی تعریف طبق پس موازی�اند α طول در

طول در V +W برداری میدان نتیجه در و D
dt
(V +W ) =

DV

dt
+

DW

dt
= 0 داریم کوواریان مشتق

داشت خواهیم لذا .(V +W )(a) = V (a) +W (a) = v0 + w0 داریم ثانیاً است. موازی α

P p
q,α[v0 + w0] = (V +W )(b) = V (b) +W (b) = P p

q,α[v0] + P p
q,α[w0]

و است موازی α خم طول در cV برداری میدان c ∈ R هر ازای به که داد نشان مͬ�توان مشابه طریق به



١٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

داریم نتیجه در و (cV )(a) = cV (a) = cv0

P p
q,α[cv0] = (cV )(b) = cV (b) = cP p

q,α[v0]

است. خطͬ نگاشت ͷی P p
q,α بنابراین

است. ثابت طول دارای خم ͷی امتداد در موازی برداری میدان هر که مͬ�دهیم نشان ابتدا (٣) اثبات برای

داریم آنگاه باشد، cV خم طول در موازی برداری میدان ͷی cV اگر زیرا

d

dt
∥V ∥2 = d

dt
⟨V, V ⟩ =

⟨
DV

dt
, V

⟩
+

⟨
V,

DV

dt

⟩
= 2

⟨
DV

dt
, V

⟩
= 0

خم طول در موازی برداری Wمیدان�های و V اگر که داد نشان مͬ�توان سادگͬ به مطلب این از استفاده با

زیرا است. ثابت مقداری ⟨V,W ⟩ آنگاه باشند، α

d

dt
⟨V,W ⟩ =

⟨
DV

dt
,W

⟩
+

⟨
V,

DW

dt

⟩
= 0

نوشت مͬ�توان نتیجه در

⟨
P p
q,α[v0], P

p
q,α[w0]

⟩
= ⟨V (b),W (b)⟩ = ⟨V (a),W (a)⟩ = ⟨v0, w0⟩

داریم بنابراین

⟨
P p
q,α[V ], P p

q,α[W ]
⟩
= ⟨V,W ⟩

است. ایزومتری ͷی P p
q,α نگاشت نتیجه در



١٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

که مͬ�دهیم نشان منظور این برای و مͬ�کنیم ثابت را P p
q,α بودن ͷی به ͷی ابتدا (٢) اثبات برای

میدان ͷی V فرضکنید مͬ�باشد. P p
q,α هسته�ی دهنده�ی نشان ker نماد آن در که مͬ�باشد kerP p

q,α = 0

نوشت مͬ�توان (٣) بند طبق پس .P p
q,α(V ) = 0 که طوری به باشد α خم طول در موازی برداری

0 =
∥∥P p

q,α(V )
∥∥2 = ⟨P p

q,α[V ], P p
q,α[V ]

⟩
= ⟨V, V ⟩ = ∥V ∥2

کردیم ثابت اینجا به تا مͬ�باشد. ͷی به ͷی P p
q,α نگاشت نتیجه در و V = 0 که مͬ�کند ایجاب رابطه این

مͬ�دانیم اما مͬ�کند. حفظ را داخلͬ ضرب که است TqM به TpM از ͷی به ͷی و نگاشتخطͬ P p
q,α که

است. کامل اثبات لذا و هستند نیز پوشا نگاشت�هایی چنین که

ژاکوبی میدان�های به که ریمنͬ، منیفلدهای روی را برداری میدان�های از خاصͬ دسته�ی ادامه در

داریم. نیاز مفهوم چند بیان به آن از قبل اما مͬ�کنیم. معرفͬ معروفند

صورت به و مͬ�دهیم نشان Mرا مماسͬ کلاف TM علامت با باشد. ریمنͬ منیفلد ͷیM کنید فرض

مͬ�کنیم تعریف زیر

TM =
∪
p∈M

TpM = {(p, v)|p ∈ M, v ∈ TpM}

ͷی وسیله�ی به فرد به منحصر صورت به α ͷژئودزی هر M ریمنͬ منیفلد هر روی که است واضح

مͬ�گردد. مشخص مͬ�شود، نامیده ͷژئودزی سرعت بردار معمولا˟ که v مانند بردار ͷی و p مانند نقطه

شͺل به یͺتا صورت به مͬ�گذرد p نقطه�ی از v سرعت با t لحظه�ی در که را ͷژئودزی هر مͬ�توان بنابراین

صورت به را نمائͬ تابع مفهوم تا مͬ�دهد امͺان ما به ژئودزی�ͷها نمایش نوع این داد. نمایش α(t, p, v)

کنیم. بیان زیر



١۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

این در باشد. TM از باز مجموعه�ی زیر ͷی U و ریمنͬ منیفلد ͷی M کنید فرض .٢١.٣.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده U روی نمائͬ نگاشت زیر ضابطه�ی با exp : U → M نگاشت صورت

exp(q, v) = α(1, q, v) = α
(
∥v∥ , q, v

∥v∥
)

TpM مماس فضای از مجموعه�هائͬ زیر به را نمائͬ نگاشت تحدید معمولا˟ کاربردی مسائل اغلب در

در که مͬ�گیرند نظر در expq(v) = exp(q, v) ضابطه�ی با expq : Bξ(0) ⊂ TqM → M صورت به

مͬ�باشد. TqM در ξ وشعاع صفر مرکز به باز گوی ͷی Bξ(0) آن

ͷژئودزی امتداد در ∥v∥اندازه�ی به q نقطه�ی از حرکت با که Mاست از نقطه�ای expq(v) هندسͬ تعبیر به

سرعت با q نقطه�ی از t لحظه�ی در که ͬͺژئودزی پس این از بنابراین مͬ�آید. دست به α
(
∥v∥ , q, v

∥v∥
)

داد. خواهیم نشان α(t, q, v) = expq(tv)صورت به را مͬ�گذرد v

expq(v) = exp(q, v)ضابطه�ی با expq : Bξ(0) ⊂ TqM → M نمائͬ نگاشت که داد نشان مͬ�توان

Mاست. از باز بازه�ی ͷی روی به Bξ(0) از دیفئومورفیسم ͷی

TqM بر مماس فضای گرفتن ͬͺی با باشد، q نقطه�ی Mدر بر مماس بردار ͷی v ∈ TqM اگر همچنین

expq مشتق نگاشت که داد نشان مͬ�توان راحتͬ به Tv(TqM) ≈ TqM یعنͬ فضا این خود با v در

لم به که زیر لم است. ایزومتری نگاشت ͷی (d expq)v : Tv(TqM) ≈ TqM → Texpq(v)M یعنͬ

مͬ�سازد. روشن را مطلب این است معروف گاوس٣

٣Gauss
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هر ازای به صورت این در باشد. u ∈ TqM و ریمنͬ منیفلد ͷیM کنید فرض .٢٢.٣.١ لم

داریم v, w ∈ Tu(TqM) ≈ TqM

⟨
(d expq)u(v), (d expq)u(w)

⟩
(expq)u

= ⟨v, w⟩q

.۶٩ صفحه�ی ٣ فصل [۶] به کنید رجوع برهان.

مͬ�کنیم. بیان دهیم، توضیح را ژاکوبی برداری میدان�های بتوانیم که این برای را انحناء مفهوم حال

باشند. M روی برداری میدان�های Z و Y ،X و ریمنͬ منیفلد ͷی M کنید فرض .٢٣.٣.١ تعریف

مͬ�شود تعریف زیر صورت به که است R(X,Y ) : χM → χM نگاشت R ریمنͬ انحنای از منظور

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z

دیفرانسیل�پذیر تابع هر ازای به استکه Y Xو برداری میدان دو لͬ کروشه�ی دهنده�ی نشان� [X, Y ] نماد و

مͬ�شود تعریف زیر شͺل به f مانند

[X,Y ]f = Y (Xf)−X(Y f)

X,Y, Z ∈ χRn هر ازای به آنگاه شود، جایͽزین Rn اقلیدسͬ فضای با M ریمنͬ منیفلد گاه هر

مͬ�توان که آنست ریمنͬ انحنای از هندسͬ تعبیر ͷی لذا مͬ�باشد. R(X, Y )Z = 0 که داد نشان مͬ�توان

کرد. تصور Rn اقلیدسͬ فضای Mاز ریمنͬ منیفلد انحراف گیری اندازه برای وسیله�ای عنوان به را آن

نماد از ⟨R(X, Y )Z, V ⟩ عبارت جای به آنگاه باشند، X, Y, Z, V ∈ χM گاه هر .١ نمادگذاری

کرد. خواهیم استفاده (X, Y, Z, V )


