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چکیده

و شوند می معرفی آنها خواص از برخی و تاکسی کب و کب تاکسی اعداد نامه پایان این در  

این ارتباط به و می شود ارائه آنها کمینگی و جدید کب تاکسی اعداد محاسبه جهت الگوریتمی

در که می شود، پرداخته y٢ = x٣ −۴٣٢A٢ بیضوی خم رتبه محاسبه و بیضوی های خم با اعداد

و اگر است جواب دارای A = x٣ + y٣ دیوفانتی معادله که می دهیم نشان .A = x٣ + y٣ آن

باشد. مثبت رتبه دارای بالا بیضوی خم اگر فقط

بیضوی خم رتبه - بیضوی خم - تاکسی کب - کب تاکسی اعداد کلیدی: واژگان

١



پیشگفتار

 

می شوند نوشته مختلف روش n به مکعب دوتا جمع حالت به که اعدادی که بود کرده ثابت فرما

سخت مسائل جمله از دقیق تاکسی کب اعداد کردن پیدا هنوز اما موجودند. nئی عدد هر ازای به

است. محاسباتی

در سپس می کنیم، تاکسی کب اعداد پیدایش تاریخچه به کوتاه نگاهی ابتدا پایان نامه این در

استفاده با ٢ فصل در می آوریم. را اعداد این برای لازم مقدماتی قضیه های و تعاریف ١ فصل

می توانند که xn + yn = N دیوفانتی معادلات از خواص دسته آن روی [۶] اصلی مقاله از

اعداد محاسبه اجازه ما به که الگوریتمی و کرده بحث کنند، یاری را ما اعداد این جستجوی در

با x٣ + y٣ = N معادله ارتباط به ٣ فصل در کرد. خواهیم معرفی بدهد، را جدید تاکسی کب

و رتبه و پرداخته (١ ≤ N ≤ ١٠۵٠) مقادیر برای ،E(Q) : y٢ = x٣ − ۴٣٢N٢ بیضوی خم

کرد. خواهیم محاسبه را مذکور خم تاب گروه زیر

بیضوی خم رتبه بودن مثبت با معادل ،x٣ + y٣ = N معادله برای جواب وجود که می شود ثابت

است.

٢



تاریخچه و مقدمه

 

مساله چند دیگبی به فرما که زمانی می گردد بر قبل سال ٣۵٠ به تاکسی کب اعداد تاریخچه

و واکیز٢ جان و برونکر١ ویلیام برای را مساله ها این دیگبی که فرستاد زیر عنوان های با ریاضی

به مسائل این آید. وجود به مساله ها جواب کردن پیدا برای رقابتی تا فرستاد ٣ فرانکل برنارد

زیرند: صورت

عبارتی: به یا دیگر مکعب عدد دو جمع با است برابر جمعشان که کنید پیدا مکعبی عدد دو (١)

x٣ + y٣ = z٣ + w٣

x =?, y =?, z =?, w =?

عبارتی به یا است مکعب باز جمعشان که بیابید را مکعبی عدد دو (٢)

x٣ + y٣ = z٣

١William Brounker
٢John Wallis
٣Bernard Frenicle

٣



۴ تاریخچه و مقدمه

ویلیام توسط والیز جان به ای نامه طی را (١) مساله جوابهای اولین فرانکل ١۶۵٧ سال اکتبر در

از: بودند عبارت جوابها این داد. انتشار برونکر

١٧٢٩ = ٩٣ + ١٠٣ = ١٣ + ١٢٣

۴١٠۴ = ٩٣ + ١۵٣ = ٢٣ + ١۶٣

بدون ۴ دیگبی به (١) مساله مورد در دیگری بسیار جوابهای فرانکل ١۶۵٨ فوریه در بعد اندکی

مکعب دو جمع صورت به که اعدادی روی نیز فرما فرستاد. حل روش مورد در توضیحی هیچ

برای ویتا۵ فرمول از استفاده با وی کرد. کار بودند، مختلف روش دو از بیش به بیان قابل که

به که است موجود عددی ،n طبیعی عدد هر ازای به که کرد ثابت x٣ = y٣ + z٣ + w٣ حل

دلخواه عدد هر برای عبارتی به یا و می شود نوشته متفاوت روش n به مکعب دو جمع صورت

می آورد. وجود به را بزرگی خیلی اعداد روش این اما می باشند. موجود کب تاکسی اعداد طبیعی

به مثبت صحیح مکعب دوتا جمع صورت به که است صحیحی عدد کوچکترین تاکسی کب عدد

داریم: مثال برای می شود نوشته مختلف روش n

١٧٢٩ = ٩٣ + ١٠٣ = ١٣ + ١٢٣

روش n به صحیح مکعب دوتا جمع صورت به که است صحیحی عدد کوچکترین کب تاکسی  عدد

داریم: مثال برای می شود. نوشته مختلف

٩١ = ٣٣ + ۴٣ = ۶٣ − ۵٣

۴Digby
۵Viete



۵

مرجع از ۴١٢ (قضیه است کرده استفاده بیضوی خم روی جمع قانون از فرما که می دانیم اکنون ما

بود. ناشناخته آن جواب های اما است پذیر حل (٢) معادله اینکه با ببینید.). را [٨]

برای جواب وجود عدم است. ٢ مسئله معادله از تعمیمی وضوح به xn + yn = zn معادله

و طاقت فرسا کار در هستند، ٢ از بزرگتر اکیداً که n طبیعی اعداد همه ازای به مذکور معادله

که ،٢ مساله معادله جواب وجود عدم است. شده ثابت ١٩٩۶ سال در اندرووایلز تحسین قابل

آوریل در که دیگبی به فرما از نامه ای در است، xn + yn = zn معادله از n = ٣ خاص حالت

سال یعنی آن از بعد قرن یک که است گردیده ذکر اثبات بدون بود، شده فرستاده ١۶۵٨ سال

به ٢ مساله تاریخچه مورد در بیشتر جزئیات برای شد. تکمیل اویلر توسط آن اثبات ١٧٧٠

شود. مراجعه [١٣,١١,١٠,۵,٣,٢]

کرده کار معادله این روی ۶ اویلر کرد. خواهیم کار ١ مساله روی تنها نامه پایان این در ما

همان که جواب کوچکترین عنوان به آن روی بی اسکات٧ ادوارد ابتدا می رسد نظر به اما [۴] بود

١٧٢٩ عدد فرانکل که می رسد نظر به باشد. کرده کار ١٨٩٧ سال در است تاکسی کب مسأله

تمام که بود شده داده سی.مورئو٨ توسط تر کامل جواب یک بود. کرده پیدا قبل مدتها خیلی را

از کمتر جوابهای تمام ٩ سی.ای.بریتون .[١۴] است کرده لیست را ١٠٠,٠٠٠ از کمتر جوابهای

شود. مراجعه [١] مقاله به بیشتر جزئیات برای که بود کرده لیست را ۵,٠٠٠,٠٠٠

می نامند؟ کب تاکسی عدد یک را ١٧٢٩ عدد چرا
۶Euler
٧Edward B.Escott
٨C. Moreav
٩C. E. Britton



۶ تاریخچه و مقدمه

ریاضی و (١٨٨٧− ١٩٢٠) رامانوجان١٠ سرینیواسا هندی ریاضیدان ماجرای به کوتاه نگاه

است، شده اشاره آن به ریاضی کتابهای در اغلب که (١٨٧٧ − هاردی١١(١٩۴٧ انگلیسی دان

از ماجرا این می سازد. آشکار ما برای را می نامند کب تاکسی را ١٧٢٩ عدد چرا اینکه دلیل

می رود بیمارستان به رامانوجان دوستش عیادت به هاردی انگلیسی ریاضی دان که است قرار این

عدد این که می شود متذکر هاردی به رامانوجان و بود شده ١٧٢٩ شماره با تاکسی یک سوار که

می شود. نوشته متفاوت روش دو به مکعب تا دو جمع صورت به که است ممکن عدد کوچکترین

داریم: پایان نامه این نمادگذاری های با واقع در

taxicab(٢) = ١٧٢٩ = ١٣ + ١٢٣ = ٩٣ + ١٠٣

مساله پارامتری جواب روی رامانوجان اما بود، کرده کار قبلا ١ مسئله روی اویلر اینکه به توجه با

اما بود[١۶] شده پیدا ١٢ وربروسو توسط قبلا فرمول یک اگرچه مثال برای کرد. کار به شروع ١

اگر: اینکه آن و کرد پیدا را خوب بسیار شرط یک رامانوجان

m٢ +mn+ n٢ = ٣a٢b → (m+ ab٣(٢ + (bn+ a)٣

= (bm+ a)٣ + (n+ ab٣(٢ [١٣,١٠]

نتیجه m = ٣, n = ٠, b = ٣ از چه اگر می دهد. را جوابها کوچک مقدار تنها معادله این

داریم پس ،a = +١ که می شود

١٢٣ + ١٣ = ١٠٣ + ٩٣ = ١٧٢٩

١٠Srinivasa Ramanujan
١١G. H. Hardy
١٢Werbrusow



٧

کرده نشان خاطر رایت و هاردی اما بود آورده دست به را ١ مساله گویای و پارامتری جواب اویلر

١٩٩٨ سال در .[٨] است سخت تر مراتب به صحیح جوابهای تمام کردن پیدا مساله که بودند

اینکه به توجه با کرد. منتشر ١ مساله پارامتری صحیح جواب روی جالبی مقاله ١٣ چودری آجائی

وسیعی شکل به هاردی و رامانوجان لطف به T٢ = ١٧٢٩ غیربدیهی کب تاکسی عدد اولین

می توان که شدند، محاسبه کامپیوتر کمک به تنها نیز بعدی کب تاکسی اعداد بود، شده شناخته

برد: نام را زیر اعداد

T٣ = ٨٧۵٣٩٣١٩

T۴ = ۶٩٩۶٣۴٧٢٣٠٩٢۴٨

W۵ = T۵ = ۴٨٩٨٨۶۵٩٢٧۶٩۶٢۴٩۶

R۶ = ٢۴١۵٣٣١٩۵٨١٢۵۴٣١٢٠۶۵٣۴۴

ناشناخته اند. هنوز بعدی کب تاکسی اعداد

سـایـت بـه تاکسـی کــب و کـب تـاکسـی اعــداد نتــایــج جـــدول از بیشتـــر اطـلاعـــات بـــرای

فرمایید. مراجعه www.chrisianboyer.com/taxicab/

شده اند. محاسبه دقیق بطور n = ١٠ تا تاکسی کب اعداد و n = ۶ تا کب تاکسی اعداد تاکنون
١٣Ajai choudhry



٨ تاریخچه و مقدمه

گردید: محاسبه امیلیانو١۴ توسط زیر روابط ٢٠٠۶ سپتامبر - ژانویه در

T٧ = ١٣٩٣R۶ / T٨ = ٧٢٧٣T٧ / T٩ = ۴٣٢٧٣T٨

T١٠ = ٣٨۶٢٣٣T٩ / T١١ = ۴۵٢٩۴٣T١٠

،T١١ · · ·T٧ تاکسی کب های بار اولین برای که کسی سی.بویر١۵ نتایج امیلیانو ٢٠٠۶ سال پایان در

محاسبه ٢٠٠۶ سپتامبر در بار اولین برای را T١٢ و کرد مطالعه را بود، آورده بدست را کوچکتر

کرد.

با ابتدا پایان نامه این در ما . کرد محاسبه نیز را T١٣, T١۴ امیلیانو ٢٠٠٧ سال ابتدای در

را نظر مورد معادله ساده خواص سپس و می کنیم شروع جدید فرم یک در معادله یک گذاشتن

برای آن از ما که کب تاکسی اعداد محاسبه برای جدید الگوریتم یک پایان در و می کنیم استخراج

تعیین و بیضوی های خم با ارتباط به نیز پایان در و می دهیم ارائه می کنیم استفاده جدید موارد

می پردازیم. بیضوی خم گروه زیر و رتبه

١۴P. Emelyanov
١۵C.Boyer



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

تاکسی کب و کب تاکسی اعداد ١ . ١

صورت به تواند می که می دهد نشان را صحیحی عدد کوچکترین کب: تاکسی عدد .١ . ١ . ١ تعریف

Taxicab(n) نماد با را عدد این شود. نوشته متفاوت روش n به مثبت صحیح مکعب دو جمع

دهیم. می نشان Tn با تر ساده صورت به یا و

.١ . ١ . ١ مثال

T٢ = Taxicab(٢) = ١٧٢٩ = ١٢٣ + ١٣ = ١٠٣ + ٩٣

T٣ = Taxicab(٣) = ٨٧۵٣٩٣١٩ = ۴٢٣٣ + ٢٢٨٣ = ۴١۴٣ + ٢۵۵٣ = ۴٣۶٣ + ١۶٧٣

مراجعه ١.١ شماره جدول و www.chrisianboyer.com/taxicab/ به می توان بیشتر مثال های برای

کرد.



١٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .۱

k = ٧ تا k = ١ کب تاکسی اعداد :١. ١ جدول

T١ = ٢ = ١٣ + ١٣

T٢ = ١٧٢٩ = ١٠٣ + ٩٣

= ١٢٣ + ١٣
Bernard Frenicle de Bessy

(France)، ١۶۵٧

T٣ = ٨٧۵٣٩٣١٩ = ۴١۴٣ + ٢۵۵٣

= ١۶٧٣ + ۴٣۶٣

= ٢٢٨٣ + ۴٢٣٣

John Leech(UK)، ١٩۵٧

T۴ = ۶٩۶٣۴٧٢٣٠٩٢۴٨

= ٢۴٢١٣ + ١٩٠٨٣٣

= ۵۴٣۶٣ + ١٨٩۴٨٣

= ١٠٢٠٠٣ + ١٨٠٧٢٣

= ١٣٣٢٢٣ + ١۶۶٣٠٣

Edwin Rosenstiel John A.

Dardis Colin R.Rosenstiel

(UK)،١٩٨٩

T۵ = ۴٨٩٨٨۶۵٩٢٧۶٩۶٢۴٩۶

= ٣٨٧٨٧٣ + ٣۶۵٧۵٧٣

= ١٠٧٨٣٩٣ + ٣۶٢٧۵٣٣

= ٢٠۵٢٩٢٣ + ٣۴٢٩۵٢٣

= ٢٢١۴٢۴٣ + ٣٣۶۵٨٨٣

= ٢٣١۵١٨٣ + ٣٣١٩۵۴٣

John A.Dardis (UK)،١٩٩۴



١١ تاکسی کب و کب تاکسی اعداد .۱ . ۱

T۶ = ٢۴١۵٣٣١٩۵٨١٢۵۴٣١٢٠۶۵٣۴۴

= ۵٨٢١۶٢٣ + ٢٨٩٠۶٢٠۶٣

= ٣٠۶۴١٧٣٣ + ٢٨٨٩۴٨٠٣٣

= ٨۵١٩٢٨١٣ + ٢٨۶۵٧۴٨٧٣

= ١۶٢١٨٠۶٨٣ + ٢٧٠٩٣٢٠٨٣

= ١٧۴٩٢۴٩۶٣ + ٢۶۵٩۴۵٢٣

= ١٨٢٨٩٩٢٢٣ + ٢۶٢٢۴٣۶۶٣

Randall L.Rathbun (US)،

July ٢٠٠٢ Uwe Hollerbach

(USA)، March ٢٠٠٨ (*)

T٧ ≤ ٢۴٨٨۵١٨٩٣١٧٨٨۵٨٩٨٨٩٧۵٢٣۵٩٨٨۵۴۴ Christian Boyer (France)

Dec ٢٠٠۶

شد. ثابت هولرباخ توسط و شناخته راسبون توسط T۶:∗ توضیح

دو جمع صورت به می تواند که است صحیحی عدد کوچکترین تاکسی: کب عدد .١ . ١ . ٢ تعریف

Cabtaxi(n) نماد با را عدد این شود. نوشته متفاوت روش n به مثبت یا منفی صحیح مکعب تا

می دهیم. نشان Cn با تر ساده فرم به یا و

.١ . ١ . ٢ مثال

C٢ = cabtaxi(٢) = ٩١ = ٣٣ + ۴٣ = ۶٣ − ۵٣

C٣ = ٧٢٨

C۴ = ٢٧۴١٢۵۶

کنید. مراجعه ١ . ٢ شماره جدول به دقیق و بیشتر مثال برای



١٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .۱

k = ١١ تا k = ٢ کب تاکسی اعداد :١ . ٢ جدول

c٢ = ٩١ = ٣٣ + ۴٣

= ۶٣ − ۵٣
Francois Viete (France)؛ Pietro

Bongo (Italy) indep ١۵٩١

c٣ = ٧٢٨ = ۶٣ + ٨٣ = ٩٣ − ١٣

= ١٢٣ − ١٠٣
Edward B. Escott (USA) ١٩٠٢

c۴ = ٢٧۴١٢۵۶ = ١٠٨٣ + ١١۴٣

= ١۴٠٣ − ١۴٣

= ١۶٨٣ − ١٢۶٣

= ٢٠٧٣ − ١٨٣٣

Randall L. Rathbun

(USA)،١٩٩٢

c۵ = ۶٠١٧١٩٣ = ١۶۶٣ + ١١٣٣

= ١٨٠٣ + ۵٧٣

= ١٨۵٣ − ۶٨٣

= ٢٠٩٣ − ١۴۶٣

= ٢۴۶٣ − ٢٠٧٣

Randall L. Rathbun (USA)،

١٩٩٢

c۶ = ١۴١٢٧٧۴٨١١ = ٩۶٣٣ + ٨٠۴٣

= ١١٣۴٣ − ٣۵٧٣

= ١١۵۵٣ − ۵٠۴٣

= ١٢۴۶٣ − ٨٠۵٣

= ٢١١۵٣ − ٢٠٠۴٣

= ۴٧۴۶٣ − ۴٧٢۵٣

Randall L. Rathbun (USA)،

١٩٩٢



١٣ تاکسی کب و کب تاکسی اعداد .۱ . ۱

c٧ = ١١٣٠٢١٩٨۴٨٨ = ١٩٢۶٣ + ١۶٠٨٣

= ١٩٣٩٣ + ١۵٨٩٣

= ٢٢۶٨٣ − ٧١۴٣

= ٢٣١٠٣ − ١٠٠٨٣

= ٢۴٩٢٣ − ١۶١٠٣

= ۴٢٣٠٣ − ۴٠٠٨٣

= ٩۴٩٢٣ − ٩۴۵٠٣

Randall L. Rathbun (USA)،

١٩٩٢

c٨ = ١٣٧۵١٣٨۴٩٠٠٣۴٩۶

= ٢٢٩۴۴٣ + ۵٠٠۵٨٣

= ٣۶۵۴٧٣ + ۴۴۵٩٧٣

= ٣۶٩٨۴٣ + ۴۴٢٩٨٣

= ۵٢١۶۴٣ − ١۶۴٢٢٣

= ۵٣١٣٠٣ − ٢٣١٨۴٣

= ۵٧٣١۶٣ − ٣٧٠٣٠٣

= ٩٧٢٩٠٣ − ٩٢١٨۴٣

= ٢١٨٣١۶٣ − ٢١٧٣۵٠٣

Daniel J. Bernstein (USA)،

١٩٩٨



١۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .۱

C٩ = ۴٢۴٩١٠٣٩٠۴٨٠٧٩٣٠٠٠

= ۶۴۵٢١٠٣ + ۵٣٨۶٨٠٣

= ۶۴٩۵۶۵٣ + ۵٣٢٣١۵٣

= ٧۵٢۴٠٩٣ − ١٠١۴٠٩٣

= ٧۵٩٧٨٠٣ − ٢٣٩١٩٠٣

= ٧٧٣٨۵٠٣ − ٣٣٧۶٨٠٣

= ٨٣۴٨٢٠٣ − ۵٣٩٣۵٠٣

= ١۴١٧٠۵٠٣ − ١٣۴٢۶٨٠٣

= ٣١٧٩٨٢٠٣ − ٣١۶۵٧۵٠٣

= ۵٩۶٠٠١٠٣ − ۵٩۵۶٠٢٠٣

Duncan moore (VK) Feb.

٢٠٠۵

c١٠ = ٩٣٣۵٢٨١٢٧٨٨۶٣٠٢٢٢١٠٠٠

= ٧٧۴٨٠١٣٠٣ − ٧٧۴٢٨٢۶٠٣

= ۴١٣٣٧۶۶٠٣ − ۴١١۵۴٧۵٠٣

= ١٨۴٢١۶۵٠٣ − ١٧۴۵۴٨۴٠٣

= ١٠٨۵٢٢۶۶٠٣ − ٧٠١١۵۵٠٣

= ١٠٠۶٠٠۵٠٣ − ۴٣٨٩٨۴٠٣

= ٩٨٧٧١۴٠٣ − ٣١٠٩۴٧٠٣

= ٩٧٧٣٣٣٠٣ − ٨۴۵۶٠٣

= ٨۴۴۴٣۴۵٣ + ۶٩٢٠٠٩۵٣

= ٨٣٨٧٧٣٠٣ + ٧٠٠٢٨۴٠٣

= ٩٧٨١٣١٧٣ − ١٣١٨٣١٧٣

Christian Boyer (France)، Dec

٢٠٠۶ Uwe Hollerbach

(USA)، May ٢٠٠٨ (*)

c١١ ≤ ٢۶١٨۵٨٣٩٨٠٩٨۵۴۵٣٧٢٢۴٩٢١۶ Duncan Moore،March ٢٠٠۶

شد. ثابت هولرباخ توسط سپس و است شده ابتدامعرفی بویر توسط c١٠:∗ توضیح


