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  .ذهنم به من هدیه کردید و فانوس محبت شما باعث روشنتر شدن افکارم گردید
  یک شکر تو از هزار نتوانم کرد                   گر بر تن من زبان شود هر مویی           
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  یش گفتارپ
توصیف وتفسیر پدیده ها در جهان با استفاده از فیزیـک غیرخطـی، کـم و بـیش تقریبـی اسـت             

بـه آسـانی   ، پدیده هایی در طبیعت وجود دارند که به دلیل غیرخطی بودن معادلات حاکم بـر آن هـا  .
  . یک غیرخطی پرداختاز این رو، براي فهم بهتر طبیعت باید به مطالعه فیز. قابل تفسیر و تعبیر نیستند

دانشمندان  ، ...وزلزله  ،نظیرآب و هوا ،در تلاش براي فهم بهتر برخی از این  پدیده هاي فیزیکی    
هاي ریاضی مفیدي را یافته اند، که تحول زمانی آن ها می تواند نشان دهنده خـواص فیزیکـی    مدل

متغیر وابسـته هسـتند   nبا فرانسیلاین مدل ها اغلب شامل معادلات دی. این پدیده هاي طبیعی باشد
این مـدل هـاي ریاضـی بایـد قـادر بـه       . می باشندtوx،y،zکه معمولا توابعی از متغیرهاي مستقل

در ایـن میـان دسـتگاهی بـا معادلـه       ،هـاي فیزیکـی باشـند    توجیه رفتارهاي منظم ونا مـنظم پدیـده  
هاي پایدار و ناپایدار و شرایطی که منجر به گذار بـین آن هـا    دیفرانسیل معمولی باید بتواند حرکت

به دسـت   1در حالی که اگر بخواهیم اطلاعاتی در مورد پدیده هاي آشوبی. را توصیف کند ،می شود
-نظمـی الگوهـاي فضـا    نیاز داریم که بتوانـد بـی   2غیرخطی  جزئیبه یک معادله دیفرانسیل  ،آوریم

  ]. 1[زمانی را توصیف کند

با این وجود بنا به دلایلی تا حدود یک قرن پس از تولد فیزیک غیرخطی پیشـرفت چشـمگیري         
 از دلایل عمده این تاخیر یکی هم زمانی آن با مکانیک کوانتمی بود، که به خـاطر . در آن مشاهده نشد

نتایج موفقیت آمیزش توجه بیشتر فیزیکدان ها را به سـمت خـود جلـب کـرد و دیگـري محاسـبات       
ي رایا نه هـا   قابل ملاحظه ها ي دهه اخیر پیشرفت دوخوشبختانه در .پیچیده و دست و پاگیر آن بود

  ].2[در این زمینه باعث انتشار مقالات قابل توجهی شده است و تکنیک محاسبات عددي
دردودهـه  . ستا 3م ترین موضوعاتی که در این روند مورد توجه قرار گرفته است، سالیتونیکی از مه

بـه صـورت پاسـخ     آن ها. اخیر این موضوع گستره وسیعی از مقالات را به خود اختصاص داده است
ثابـت مـی مانـد،     بـا یکـدیگر  حتـی بعـد از برخورد   شانهاي جایگزیده یا تپ هائی هستند که شکل 

سـالیتون هـا پاسـخ هـاي گـروه خاصـی از معـادلات غیـر خطـی                  . ه ذرات عمل می کنندبنابراین شبی
  .می باشند

در این پایان نامه سعی شده است با بیان مفاهیمی ازدستگاه هاي غیر خطـی، بـراي کنتـرل و هـدایت     
بررسی حرکت نوسانی پاندول ها در زنجیره اي از پاندول ها در یک محیط ناهمگن مورد سالیتون ها 

                                                
1 Chaotic 
2 Non-linear partial differential equation 
3 Soliton 
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براي این منظوردر فصل اول به آشنایی با دستگاه هاي غیر خطی پرداخته و مفهوم فیزیکـی            .گیردقرار 
در فصل دوم، به بیان مثال هایی از دستگاه هایی با درجـات آزادي  . انتگرال پذیري را بررسی می کنیم

معادله سینوسی گوردون را معرفی فصل سوم، . محدود وچند نمونه از معادلات غیر خطی پرداخته ایم
در فصل چهارم حرکت سالیتون ها ي زنجیره پانـدول هـا در   . کرده وپاسخ هاي آن را معرفی می کنیم

و سـختی  xg)(شتاب جاذبه ، xm)(، جرم xL)(محیطی نا همگن با متغییر گرفتن کمیت هاي طول 
که تابعی از مکان هستند، را مورد بررسی قرار می دهیم و پاسخ هاي تحلیلـی و عـددي را    xk)(نر ف

  .در حالات فوق را به دست می آوریم
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 ١٤

  ١ فصل
آشـــنایي بـــا 
ــاي   ــتگاه ه      دس

 غير خطي
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  دستگاه ها ي دینامیکی 1-1
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لـذا  . به دستگاه هاي گفته می شود که در گذر زمان دستخوش تحول می شوند دستگاه هاي دینامیکی
هایی که بیانگر نحوه تحول  پارامتریک دستگاه  دینامیکی را می توان توسط سه پارامتر زمان، مکان و 

براي درك دستگاه  دینامیکی باید بر شرایط اولیه و شرایط مرزي حاکم بـر آن  . آن ها ست، شکل داد
  . ]4[اشتاحاطه د

دستگاه هاي دینامیکی  با توجه به معادله دیفرانسـیل حـاکم بـر آن هـا ، بـه دو گـروه دسـتگاه هـاي         
  .دینامیکی خطی وغیر خطی تقسیم می شوند

. اگر معادله اي شامل چند متغیر مشتقات آن باشد، معادله دیفرانسیل با مشتقات جزیی نامیده می شود
  :دیفرانسیل با مشتقات جزیی به صورت زیر می باشد تمعاد لا   فرم کلی

)1-1 (                                                          0),,,,,,,,( =KKK xyyyyxxx uuuuuuf  
  :دیفرانسیل  با مشتقات جزئی  مرتبه دوم خطی به فرم کلی زیر می باشند تمعمولاً معاد لا

)1-2       (0),(),(),(),(),( =++++++ GyxFuyxEuyxDuyxCuBuyxAu yxyyxyxx  
GBAکه  ,,, K  ضرایب معادله هستند، که تابعی ازxوyمی باشند.  
GBAچنانچه  اگر ,,, K  توابعی ازu می     خطی نامیدهباشند معادله دیفرانسیل غیر  یا مشتقات آن

  .]5[شود
                                                                                                 

  
  دستگاه هاي دینامیکی خطی 1-2

. دستگاه هایی که معادله دیفرانسیل حاکم بر آن ها خطی باشد، دستگاه هاي خطی به شـمار مـی آینـد   
همچنین دستگاه . دستگاه  خطی داشته باشیم مجموع آنها نیز جواب دستگاه استاگر دو جواب براي 

هاي خطی از این قابلیت برخوردار هستند که آنها را می توان با تجزیـه مسـئله بـه اجـزاي کـوچکتر،      
با جمع بندي نتایج، به تحلیل کلـی آنهـا اقـدام کـرد و ایـن از جملـه        سمورد بررسی قرار داده و سپ

در نهایـت  .... که تحلیل ان ها را آسان می سازد، مانند آنالیز فوریه، مباحث برهم نهی و مواردي است
  . مربوط به این دستگاه ها اغلب شناخته شده هستند تمی توان گفت که تجزیه تحلیل معاد لا
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  دستگاه هاي دینامیکی غیر خطی1-3
     اشـد دسـتگاه هـاي غیـر خطـی نامیـده      دستگاه هایی که معادله دیفرانسیل حاکم بر آن ها غیر خطی ب

. در چنین دستگاهی اگر دو جواب داشته باشیم مجموع آنهـا جـواب دسـتگاه  نمـی باشـد     . می شوند
دستگاه دینامیکی غیر خطی را نمی توان به اجزاي کوچکتر تقسیم نموده و هر یـک را جداگانـه حـل    

براي مثال، وقتی کـه قسـمتهایی از یـک    . ردمطالعه و بررسی ک اکرد، بلکه باید کل آن را با هم و یکج
        دستگاه تداخل می کنند یا با هم کار می کنند یک بر هـم کـنش غیـر خطـی اتفـاق مـی افتـد واصـل        

پس می توان گفت که حل تحلیلی معادلات مربوط بـه تحـول در ایـن    . بر هم نهی شکست می خورد
دینـامیکی غیـر خطـی شـامل دسـتگاه هـاي       به طور کلی دستگاه هاي . دستگاه ها بسیار مشکل است

انتگـرال ناپـذیر    از پاسخ دستگاه پدیده آشوب یک نمونه. ]1[انتگرال پذیر و انتگرال ناپذیر می باشند
  .می باشد که بطور خلاصه در زیر مطرح می شود

  
  آشوب1-3-1
 ریشـه لغـوي آشـوب بـه کلمـه رومـی      . نظمـی اسـت  در لغت به معناي هرج و مرج و بی» آشــوب«
بـه نظـر او   . باشـد مـی » اویــد«گردد که مفهوم آن متعلق به شاعر روم باستان به نام برمی»  کائــوس«

به طـوري کـه    .می باشد شکل اولیه که داراي فضا و بعد نامحدودي بوده،نظمی و ماده بیکائوس، بی
تی، جهـان  سپس خالق هس ـ و قبل از این که جهان منظم شکل بگیرد، وجود داشته است، فرض شده 

 .ه استمنظم را از آن ایجاد نمود

آن که قوانین نیوتــن در مورد حرکت ارائه شد، افــراد زیـادي بـا تکیـه بـر      از لحاظ تاریخی پس از
این قوانین آنهــا را ماشین حساب خدا نامیدند و بـراي پیشـگویی آینـــده بـر حسـب       قطعیت ذاتی

          ر بـر ایـن بـود کـه اگـر وضـعیت فعلـی را بـا دقـت          فعلی کافی دانستند؛ به طـور کلـی تصـو    مقادیر
جا بود تا  این باور هم چنان پا بر. بدانیم می توانیم آینــده را هم با همین دقت پیشگویی کنیم بالایی

بـا کـاهش عـدم     هاي خود گفت که در بــررسی» هانــري پوانکاره«این که در اواخر قــرن نوزدهم، 
این مسئله نمـودي از رفتـــار آشـــوبی    . یابده لزوما عدم قطعیت کاهش نمیشــرایط اولی قطعیت در

تقریبــا اولیـــن تحقیقـات عـددي کـه بـه معرفـی فراگیـر        . شــده نبود بود که در آن زمان شنــاخته
 .ارائه شد» وارد لورنتــساد«آشوب انجامید توسط 

رائه نشده است و تعریف زیر از جملـه  باید دانست که تاکنون تعریف کلی پذیرفته شده براي آشوب ا
 :باشدتعاریف پذیرفته شده مطرح می
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آشــوب، یک رفتــار طولانی مدت غیرپریــودیک در یک سیستم دترمینیســتیک اسـت کـه   « 
  » دهدوابستـگی حســاس به شــرایط اولیــه را نشان می

کی آن است که مسـیرهایی وجـود   دینامی دستگاه هايمنظور از رفتار طولانی مدت غیرپریودیک در  -
به نقاط ثابت، مدارهاي پریودیک و  دستگاه هاکند، مسیر این نهایت میل میدارند که وقتی زمان به بی

  .شوندیا مدارهاي شبه پریودیک منتهی نمی
هـاي تصـادفی نیسـت ولـی     داراي پارامترها یـا ورودي  دستگاه دترمینیســتیک گویاي آن است که  -

  .شوداز غیرخطی بودن ناشی می دستگاه هام این رفتار بی نظ
 همدینامیکی این است که مسیرهاي مجـاور  دستگاه هايمنظور از حساس بودن به شرایط اولیه در  - 

 دسـتگاه هـاي  در واقع این خصوصیت، تفاوت اصلی . شوندبا سرعت و به طور نمایی از هم جدا می
دینـامیکی غیـر   دسـتگاه هـاي  در . آشـوبناك اسـت  یـر دینـامیکی غ  دستگاه هاي دینامیکی آشوبناك با

گیري بوده و به طور خطی با زمان آشوبناك، اختلاف کوچک اولیه در دو مسیر به عنوان خطاي اندازه
دینامیکی آشوبناك، اختلاف بین دو مسیر بـا فاصـله    دستگاه هايد در حالی که در نکنافزایش پیدا می

 .یابدبه طور نمایی افزایش می بسیار اندك همان طوري که گفته شد،

دینامیکی شامل یک فضاي فــاز  دستگاهیک . دینامیکی است دستگاه هايمحیط عمل پدیده آشـوب، 
دینـامیکی مـی توانـد     دسـتگاه یـک  . کندرا مشخص می دستگاه، حالت دینامیکی شاست که مختصات

  .]6[منظم یا آشوبناك باشد
  
 مفهوم فیزیکی انتگرال پذیري1-4

بررسی دستگاه هاي فیزیکی می توان آن ها را به دو گروه دستگاه هاي با درجات آزادي محدود  براي
  .و نامحدود، تقسیم بندي کرد

از دیدگاه کلاسیک، انتگرال پذیري به معناي پیدا کردن ثابت هاي حرکت و در نتیجه مشـخص شـدن   
  ].7[مسیر حرکت است

درجه آزادي، با مشخص شدن یک ثابت حرکت، دستگاه از قید یک Nدر حالت کلی در دستگاهی با
همین ترتیب به ازاء هر ثابت حرکـت،   ه،وبدبعد رها می شود وبا وجود دو ثابت حرکت از قید دو بع

 ].5[دستگاه یک درجه آزادي را از دست می دهد و مسیر دستگاه در فضاي فاز محـدودتر مـی شـود   

ثابت حرکت مستقل باشد، مسیر آن در فضاي فـاز کـاملا مشـخص    Nرايپس چنانچه این دستگاه دا
و در صـورتی کـه   . پـذیر گوینـد   لاین دستگاه را انتگرا. شده و به صورت یک منحنی در خواهد آمد
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قرار می گیـرد و   ثابت حرکت وجود داشته باشد، حرکت دستگاه در ناحیه اي از فضاي فازNکمتر از
صی را براي آن تعیین نمود، پس دستگاه انتگرال ناپذیر است در مـورد دسـتگاه   . نمی توان مسیر مشخّ

هاي با درجات آزادي محدود، پیدا کردن ثابت هاي حرکت و در نتیجه مشخص نمودن مسیر حرکـت  
عبارتی دسـتگاه پیوسـته   اما اگر دستگاه درجات آزادي نامحدود داشته باشد یا به . کار دشواري نیست

باشد، یافتن بی نهایت ثابت حرکت کار دشواري است، در چنین دستگاه هائی در صورتی کـه پاسـخ   
به معناي وجود بی نهایـت ثابـت حرکـت مسـتقل و      معادله حاکم بر آن ها، به صورت سالیتون باشد،

  .دستگاه انتگرال پذیر است
چون در مکانیک کوانتمی مفهومی به . یار پیچیده تر استاز دیدگاه کوانتومی مفهوم انتگرال پذیري بس

در دستگاه هـاي کوانتـومی    . راجع به طیف انرژي دستگاه است ثنام مسیر حرکت وجود ندارد، و بح
اعـداد  تابع موج و سطوح انرژي دستگاه بـا ایـن   . عدد کوانتومی استNثابت حرکت معادلNوجود

سطوح انرژي دستگاه هاي انتگـرال پـذیر کوانتـومی داراي طیـف مـنظم      . کوانتومی مشخص می شود
  ]. 8[است

ما در اینجا انتگرال پذیري را فقط از دید کلاسیکی بررسی می کنیم، کـه ابتـدا بـه بیـان چنـد مفهـوم       
  . اساسی که در این بررسی مورد نیاز است می پردازیم

  
  فضاي فاز1-4-1

  .مشخص می شود ipواندازه حرکت iqاست که نقاط آن با مولفه هاي مکانفضائی 
  
  کمیت هاي پواسنی1-4-2

)هاي دینامیکی  کمیت ) ( ) ( )pqfpqfpqf N ,,,,,, 21 K   پواسنی هستند، هرگاه کروشه پواسـون هـر ،
  ].9[جفت از آن ها صفر شود
  کروشه پواسون به صورت زیر،بنابراین با در نظر گرفتن 

)1-3                                                 (( ) ( ){ } ∑
=












∂
∂

⋅
∂
∂

−
∂
∂

⋅
∂
∂

=
N

j jjjj p
G

q
F

q
G

p
FqpGqpF

1

,,,                                 

  خواهیم داشت؛ 
)1-4                                                   (( ) ( ){ } Nkipqfpqf ki ,,2,1,0,,, K==                          

  در فضاي فاز داریم؛
)1-5(  { } { }

{ } jiji

jiji

pq
qqpp

,,

0,,

δ=

==



 ١٩

  
  ثابت هاي حرکت  1-4-3

ثابت هاي حرکت کمیت هائی هستند که در دستگاه هاي فیزیکی با گذشت زمان تغییر نمـی کننـد، و   
 عدم تغییر در آن ها باعث می شود که دستگاه در مناطق محـدودي از فضـاي  . ثابت باقی خواهند ماند

  ]. 5[پس هر چه تعداد ثابت هاي حرکت بیشتر باشد، دستگاه محدودترخواهد شد. فاز محصور شود
  
  دستگاه هاي با درجات آزادي محدود1-5 

در فضـاي فـاز    iqوipو متغیرهاي دینامیکیHدرجه آزادي که با هامیلتونیNیک دستگاه فیزیکی با
  ؛ ]9[تحول زمانی آن  به صورت زیر می باشد. توصیف می شود، را در نظر می گیریم
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)با استفاده از تبدیلات کانونیک هامیلتونی دستگاه را با مختصات جدید اگر در صورتی که )PQ,  بیـان
      تـوان دسـتگاه مختصـاتی یافـت کـه در آن همـه مختصـات بـه صـورت دوره اي          نمائیم، همواره می

یعنی آن که هامیلتونی دستگاه به طور صریح به آن ها وابسته نباشد، در این ]. 5[درآیند) اغماضقابل (
در اغلب مـوارد انـدازه   . حالت اندازه حرکت تعمیم یافته مربوط به این مختصات، ثابت حرکت است

  در این حالت داریم. ،می نامندωرا زاویه،Q، وJرا متغیر عمل،Pحرکت تعمیم یافته
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ها نیـز ثابـت هـاي    kβ. شندها هستند، بنا براین نسبت به زمان ثابت می باJها توابعی ازkυکه در آن
هـا کـه ثابـت بـوده     kPانتگرال گیري اند که توسط شرایط اولیه مشخص می شوند، بـه ایـن ترتیـب    

  ]. 9[ها نیز از طریق انتگرال گیري به دست می آیند، در نتیجه حرکت دستگاه مشخص می شودkQو
شـعاع  Nبعدي نشان داد کـه داراي Nي فاز چنین دستگاه هائی را می توان روي سطح چنبره ايفضا

دایـره اي بـه    ، این فضا به صورت محیطN=1براي مثال در مورد. می باشندωزاویهNعمل ثابت و
مطابق آن . به صورت یک سطح چنبره اي در فضاي سه بعدي استN=2ودر حالت . است1Jشعاع

  .مشاهده می شود)1-1( چه در شکل
  

  
  )ب(       )                                                          الف(

 .N=2)ب(و  N=1)الف(فضاي فاز دو دستگاه فیزیکی با درجات آزادي ):1-1(شکل

     بنابراین با توجه به تحول زمانی دستگاه، یک مسیر در فضاي فاز ایجـاد مـی شـود کـه ایـن مسـیر را      
12می توان محل برخورد −Nویه دانست، که هرکدام معرف یک ثابت حرکت یا به عبارت دیگـر  ابرر
12حال اگر از]. 7[انتگرال حرکت هستند −N  ثابت حرکـت دسـتگاهیN    ثابـت حرکـت مسـتقل آن
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