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چ΋یده

ͳزمان تأخیر با ͳخط فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل رساله، این در ͳاصل هدف
صورت به

m∑
k=۰

Pk(x)y(k)(x) +
n∑

r=۰

P ∗
r (x)y(r)(x− τ) = f(x) +

∫ b

a

K(x, t)y(t− τ)dt, τ ≥ ۰,

آمیخته شرایط با
m−۱∑
k=۰

aiky
(k)(a)+ biky

(k)(b)+ ciky
(k)(c)=µi, i= ۰, ۱, · · · , m −۱, a6 c 6b,

در که م�ͳباشد. لژاندر ͳمحل هم و چبیشف ͳمحل هم تیلور، های روش از استفاده با
در معلوم تابع K همچنین و L۲[a, b] در معلوم توابع f و P ∗

r ،Pk مجهول، تابع y آن
م�ͳباشد. معلوم های ثابت ها µi و cik ،bik ،aik ضرایب و L۲([a, b] × [a, b])

دنبال به م�ͳزنیم. تقریب شده قط΄ تیلور سری صورت به را جواب تیلور، بسط روش در
ضرایب ،ͳخط معادلات دستگاه Έی حل از نهایت در که م�ͳباشیم تیلور بسط ضرایب

م�ͳآیند. دست به تیلور مجهول
معادله جواب شده قط΄ لژاندر و چبیشف سری لژاندر، و چبیشف ͳمحل هم روش�های در
ͳماتریس معادله Έی به را شده داده شرایط و انتگرال-دیفرانسیل معادله و گرفته نظر در را
نقاط و چبیشف روش در چبیشف ͳمحل هم نقاط از استفاده با سپس م�ͳکنیم، تبدیل
جبری معادلات از دستگاه Έی به تبدیل ͳماتریس معادله لژاندر، روش در گاوس-لژاندر
مثال�هایی با را روش کارایی آخر در م�ͳشود. لژاندر و چبیشف مجهول ضرایب با ͳخط

م�ͳدهیم. قرار تحلیل و تجزیه مورد

پ



ت ١

با ͳغیرخط فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل برای را فوق های روش همچنین
ͳزمان تأخیر

m∑
k=۰

Pk(x)y(k)(x)+
l∑

r=۰

P ∗
r (x)y(r)(x−τ) = f(x)+

∫ b

a

K(x, t)[y(t−τ)]ndt, τ ≥ ۰,

آمیخته شرایط با
m−۱∑
k=۰

aiky
(k)(a)+ biky

(k)(b)+ ciky
(k)(c)=µi, i= ۰, ۱, · · · , m −۱, a6 c 6b,

م�ͳبریم. کار به نیز

تیلور، بسط ،ͳزمان تأخیر با فردهلم دیفرانسیل انتگرال- معادلات کلیدی: واژه�های
گاوس-لژاندر. نقاط لژاندر، ͳمحل هم چبیشف، ͳمحل هم
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مقدمه

.[٣-١] شد ͳمعرف ولترا١ توسط ١٩٠٠ سال اوایل در ابتدا انتگرال-دیفرانسیل معادلات
.[۴-۶] م�ͳشوند مطرح ͳمهندس و علوم مختلف های شاخه در معادلات این

محققان از بسیاری توجه مورد انتگرال معادلات حل برای متعامد توابع از استفاده امروزه
دستگاه�هایی به را معادلات گونه این استکه تکنیΈآن این ͳاصل ͳویژگ است. گرفته قرار
ضرایب با را متعامد توابع شده قط΄ سری منظور این برای م�ͳکند. تبدیل جبری معادلات با
مناسب، نقاط از استفاده با سپس گرفته، نظر در مسأله جواب از تقریبی عنوان به مجهول

م�ͳکنند. تبدیل ͳغیرخط یا ͳخط جبری دستگاه Έی به را دستگاه
مراتب از ͳزمان تأخیر با فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل رساله این در ͳاصل بحث

م�ͳباشد. بالا
هم روش�های از ١٩٩۶ سال در ایاد٣ ،[٧] تصویری روش�های از ١٩٨۵ سال در ٢Έول
های چندجمله�ای Έکم به ٢٠٠٠ سال در باس۴ سین یال ،[٨] اسپلاین توابع و ͳمحل
ͳمحل هم روش�های همراه به دابیشز Έموج Έکم به ٢٠٠٢ سال در بهیری۵ و [٩] تیلور
در چنین هم پرداختند. فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل به ،[١٠] گالرکین و
سال در [١٢] در و اسپلاین بی متعامد شبه Έموج روش ٢٠٠۶ سال در [١١] مرج΄
ضمناً گرفته�اند. قرار تحلیل و تجزیه مورد معادلات نوع این حل برای والش روش ٢٠١٠
،[١۵] رونگه-گوتا روش ،[١۴] اسپلاین Έموج متعامد شبه روش ،[١٣] اسپلاین روش

Volterra١
Volk٢
Ayad٣

Yalcinbas۴
Behiry۵

چ



ح مطالب فهرست

لژاندر روش و [١٩] چبیشف روش ،[١٨ و ١٧] تیلور روش ،[١۶] شده گویا هار روش
کار محور است. رفته کار به ͳزمان تأخیر با انتگرال-دیفرانسیل معادلات حل برای [٢٠]

است. شده ارائه سزر۶ توسط که می�باشد [١٨] مرج΄ اساس بر مقاله این در
ͳحقیق آنالیز از ͳمقدمات اول، فصل در است. گردیده تنظیم فصل چهار در رساله این
ͳمعرف به دوم فصل در م�ͳگردد. ارائه است، بعدی های فصل نیاز مورد که عددی و
ی΋تایی و وجود قضایای و پرداخته دیفرانسیل انتگرال- معادلات و انتگرال معادلات
انتگرال- معادلات از ͳخاص انواع حل جهت مرسوم عددی و ͳتحلیل روش چند و جواب
انتگرال- معادلات عددی حل سوم، فصل در م�ͳدهیم. قرار توجه مورد را فردهلم دیفرانسیل
هم تیلور، سری روش از استفاده با بالا مراتب از ͳزمان تأخیر با ͳخط فردهلم دیفرانسیل
مورد ها روش این عددی، های مثال ارائه با و بیان لژاندر ͳمحل هم و چبیشف ͳمحل
فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات عددی حل به چهارم فصل در م�ͳگیرند. قرار ارزیابی
مثال چند ارائه و شده ذکر روش�های از استفاده با بالا مراتب از ͳزمان تأخیر با ͳغیرخط
ͳپژوهش ͳعلم مجله در مقاله Έی چاپ به منجر تلاش این م�ͳپردازیم.حاصل عددی
گردیده (J. Sci. Tarbiat Moallem University, V ol ۹, No. ۱, Winter ۲۰۱۰ )

دارد. قرار ISC لیست در مجله این که است

Sezer۶



١ فصل

نیازها پیش

١



٢ نیازها پیش .١ فصل

این در که است نیاز مورد قضایایی و تعاریف نامه، پایان این در مطالب بهتر درک منظور به
تحلیل در ͳمهم نقش قضایا و تعاریف این هم�چنین . [٢٣-٢١] است شده آورده فصل

دارند. -دیفرانسیل انتگرال معادلات حل در رفته کار به عددی روش�های

ͳحقیق آنالیز در پایه مفاهیم ١.١

باشد. مختلط یا ͳحقیق (ͳخط) برداری فضای Έی X کنیم فرض تعریف١.١.١.
هرگاه م�ͳنامیم نرم Έی را ∥.∥ : X → R+ تابع

.∥x∥ = ۰ اگر تنها و اگر x = ۰ و ∥x∥ ≥ ۰ ،x ∈ X هر ازای به (١

.∥αx∥ = |α| ∥x∥ ، α ∈ R یا C و x ∈ X هر ازای به (٢

.∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥، x, y ∈ X هر ازای به (٣

م�ͳکند صدق زیر رابطه در نرم تبصره.

| ∥x∥ − ∥y∥ | 6 ∥x − y∥.

.[٢٢] برهان

اگر شود ͳم نامیده ͳخط ،X برداری فضای تعریف٢.١.١.

∀x, y ∈ X, ∥x + y∥ = ∥x∥ + ∥y∥.

م�ͳنامند. نرم�دار ͳخط فضای Έی را ∥.∥ نرم به مجهز ،X ͳخط فضای تعریف٣.١.١.

گویند x ∈ X به همΎرا X نرم�دار ͳخط فضای در را {xn}∞n=۰ دنباله .۴.١.١ تعریف
هرگاه

∀ε > ۰, ∃N ; ∀n ≥ N ⇒ ∥xn − x∥ < ε.

. n → ∞ که ͳوقت Lim∥xn − x∥ = ۰ دیΎر عبارت به



٣ نیازها پیش .١ فصل

هرگاه م�ͳنامند ١ͳکش دنباله X نرم�دار ͳخط فضای در را {xn}∞n=۰ دنباله تعریف١.١.۵.

∀ε > ۰, ∃N ; ∀n,m ≥ N ⇒ ∥xn − xm∥ < ε.

است. ͳکش دنباله Έی همΎرا دنباله هر که داد نشان م�ͳتوان ͳآسان به

به ،X در ͳکش دنباله هر هرگاه گوییم کامل را X ͳخط نرم�دار فضای .۶.١.١ تعریف
باشد. همΎرا X عضو Έی

گوییم. باناخ٢ فضای را کامل نرم�دار فضای هر تعریف٧.١.١.
∞∑

n=۰

xn سری گوییم باشد، X نرم�دار فضای در ای دنباله {xn}∞n=۰ اگر تعریف٨.١.١.

صورت این در و باشد x به همΎرا Sn =
∞∑

n=۰

xi دنباله هرگاه است، x به همΎرا X در

.
∞∑

n=۰

xn = x م�ͳنویسیم

.
∞∑

n=۰

∥xn∥ < ∞ هرگاه نامیم مطلق همΎرای را
∞∑

n=۰

xn سری

در مطلق همΎرای سری هر اگر تنها و اگر است، باناخ X نرم�دار فضای .١.١.١ قضیه
باشد. همΎرا آن

ͳداخل ضرب فضای را X همانند (ͳحقیق) مختلط ͳخط فضای Έی تعریف٩.١.١.
برای که باشد شده تعریف X ×X روی (., .) مانند (ͳحقیق) مختلط ͳتابع هرگاه گوییم،

نماید صدق زیر شرایط در α, β ∈ C مانند اس΋الر عدد هر و x, y, z ∈ X هر

.(x, x) = ۰ ⇔ x = ۰, (x, x) ≥ ۰ (١

.(x, y) = (y, x) (٢

.(αx + βy, z) = α(x, z) + β(y, z) (٣

Cauchy١
Banach٢



۴ نیازها پیش .١ فصل

داریم، فوق روابط از

(z, αx + βy) = α (x, z) + β (y, z) = α (z, x) + β (z, y).

.(۰, x) = (x, ۰) = ۰ داریم ͳداخل ضرب فضای در که کنید توجه تبصره.

است. نرم�دار ͳخط فضای Έی ∥x∥ =
√

(x, x) نرم با ͳداخل ضرب فضای هر تذکر.

نرم�دار ͳخط فضای در تقریب بهترین تعریف١٠.١.١.
Έی باشد، x ∈ X و X نرم�دار ͳخط فضای از مجموعه زیر Έی U ⊆ X کنید فرض

اگر نامند U به نسبت x تقریب بهترین را u∗ ∈ U عضو

∥x − u∗∥ = Infu∈U ∥x − u∥.

دارد. x تا را فاصله کوچ΋ترین u∗

X دار نرم ͳخط فضای از ͳمتناه بعد با فضا زیر U ⊂ X کنید فرض .٢.١.١ قضیه
دارد. وجود U به نسبت تقریب بهترین Έی x ∈ X عنصر هر برای آنگاه باشد،

.[٢٣] برهان

-شوارتز٣ ͳکش نامساوی .٣.١.١ قضیه
صورت این در باشد، ͳداخل ضرب فضای X کنید فرض

∀x, y ∈ X, |(x, y)| ≤ ∥x∥ ∥y∥.

باشند. ͳخط ی وابسته x, y که است برقرار ͳزمان تساوی و
.[٢٣] برهان

باشند، متمایز x, y ∈ X و بوده ͳداخل XیΈفضایضرب فرضکنیم تعریف١١.١.١.
م�ͳدهیم. نمایش x⊥y نماد با آنرا و (x, y) = ۰ هرگاه گوییم، عمود y بر را x

داریم را زیر ی رابطه باشند، عمود هم بر ͳداخل ضرب فضای در y و x چنانچه

∥x + y∥۲ = ∥x∥۲ + ∥y∥۲.

Cauchy-Showartz٣



۵ نیازها پیش .١ فصل

هرگاه گوییم متعامد را X ͳداخل ضرب فضای از S مجموعه زیر تعریف١٢.١.١.

∀x, y ∈ S; (x, y) = ۰, x ̸= y.

هرگاه گوییم ی΋ه متعامد را X ͳداخل ضرب فضای از S مجموعه زیر هم�چنین

∀x ∈ S; ∥x∥ = ۱.

S⊥ با را X ͳداخل ضرب فضای از S مجموعه زیر� متعامد م΋مل .١٣.١.١ تعریف
دیΎر عبارت به باشد. عمود S بر که است X از عناصری همه�ی شامل و م�ͳدهیم نمایش

داریم
S⊥ = {y ∈ X|y⊥S}.

باز مجموعه هر برای هرگاه م�ͳنامیم پذیر اندازه را f : X → R تابع تعریف١.١.١۴.
باشد. اندازه�پذیر مجموعه�ای f−۱(A) ،A ⊆ R

،f(t) اندازه�پذیر توابع شامل ،۱ ≤ p ≤ ∞ برای Lp(a, b) فضای .١۵.١.١ تعریف
که م�ͳباشد (مختلط) ͳحقیق∫ b

a

|f(t)|pdt < +∞.

ش΋ل به f, g تابع دو ͳداخل حاصلضرب آنگاه باشد، f, g ∈ L۲(a, b) اگر ،p = ۲ فرض با
م�ͳشود تعریف زیر

( f(t), g(t) ) =

∫ b

a

f(t) g(t) dt.

م�ͳدهد. کامل دار نرم برداری فضای Έی تش΋یل L۲(a, b) فضای .۴.١.١ قضیه
.[٢١] برهان

نسبت H هرگاه گوییم هیلبرت۴ یΈفضای را H ͳداخل ضرب فضای تعریف١.١.١۶.
باشد. باناخ فضای Έی ∥x∥ =

√
(x, x) ͳداخل ضرب از شده تولید نرم به

Hilbert۴
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f(t) تابع نرم و است هیلبرت فضای Έی که است L۲(a, b) فضای بحث، مورد فضای
م�ͳشود تعریف زیر صورت به آن در L۲(a, b) به متعلق

∥f(t)∥۲ = (

∫ b

a

|f(t)|۲dt)
۱
۲ .

تابع آنگاه باشد، L۲((a, b) × (a, b)) در ͳتابع κ(x, y) اگر تعریف١٧.١.١.

∥κ∥۲ = (

∫ b

a

∫ b

a

|κ(x, y)|۲dxdy)
۱
۲

است. نرم Έی

آنگاه باشد، H هیلبرت فضای از ی΋ه متعامد مجموعه�ی زیر Έی A اگر .۵.١.١ قضیه
همΎراست. جملات ترتیب از مستقل

∑
x∈A(y, x)x فوریه سری

را A باشد، X مجموعه�ی زیر A و ͳداخل ضرب فضای Έی X اگر .١٨.١.١ تعریف
ͳیعن y = ۰ آنگاه ،x ∈ X هر برای (y, x) = ۰ اگر ،y ∈ X برای هرگاه نامیم، کامل

A⊥ = ۰.

ی΋ه متعامد مجموعه�ی زیر Έی A و ͳداخل ضرب فضای Έی X اگر تعریف١٩.١.١.
باشیم داشته y ∈ X هر ازای به هرگاه نامیم X برای ی΋ه متعامد پایه را A آنگاه باشد، X از

y
.
=

∑
x∈A

(y, x)x,

م�ͳباشد. جا همه تقریباً ͳمعن به .
= آن در که

آنگاه باشد، H هیلبرت فضای از ی΋ه متعامد مجموعه زیر Έی A اگر .۶.١.١ قضیه
هستند معادل زیر شرایط

است. برقرار ∥y∥۲ =
∑
x∈A

|(x, y)|۲ پارسوال۵ اتحاد ،y ∈ H هر برای (١

است. کامل A (٢

Parseval۵
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است. ی΋ه متعامد پایه Έی A (٣

.[٢٣] برهان

هیلبرت فضای از کامل (ی΋ه) نرمال متعامد مجموعه یΈزیر A اگر قضیه، این به توجه با
داد بسط

∑
x∈A

(y, x)x فوریه سری صورت به م�ͳتوان را y ∈ H عنصر هر آنگاه باشد، H

همΎراست. y به جملات ترتیب از مستقل مذکور فوریه سری که

هرگاه گوییم وزن تابع Έی [a, b] بر را w تابع تعریف٢٠.١.١.

باشد. ͳنامنف (a, b) بر w (١

باشد. پذیر انتگرال [a, b] بر w (٢

نباشد. صفر با متحد (a, b) بازه� زیر هیچ بر w (٣

نسبت g fو تابع دو دار وزن ͳداخل ضرب حال کردیم، تعریف را ͳداخل ضرب L۲ در قبلا̈
م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را w وزن تابع به

(f, g)w =

∫ b

a

w(t)f(t)g(t) dt.

از خانواده Έی {fi(x)}n
i=۰ و باشد [a, b] بر وزن تابع Έی w و f ∈ C[a, b] کنیم فرض

تابع ،n درجه از f دار وزن مربعات کمترین تقریب باشد، [a, b] روی توابع

Pn(x) =
m∑

k=۰

akfk(x),

ͳیعن مربعات، کمترین خطای که هستند گونه�ای به akها آن در که است

E =

∫ b

a

w(x)|f(x) − Pn(x)|۲dx = ∥f − Pn∥۲
۲,

که است آن E رساندن حداقل به برای لازم شرط م�ͳدانیم شود. حداقل

∂E

∂aj

= ۰, j = ۰, ۱, . . . , n.
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داریم صورت این در
n∑

k=۰

ak

∫ b

a

w(x)fj(x)fk(x) dx =

∫ b

a

w(x)f(x)fj(x) dx, j = ۰, ۱, . . . , n,

است. مجهول (n + با(۱ معادله (n + ۱) دستگاه Έی بالا، رابطه که

متعامد های سیستم ٢.١

این باشد، L۲[a, b] در توابع از دنباله Έی {fi}∞i=۱ دنباله کنید فرض .١.٢.١ تعریف
باشیم داشته fj و fi برای هرگاه گوییم متعامد را دنباله

(fi, fj) = ۰, i, j = ۱, ۲, . . . i ̸= j.

دنباله�ی Έی را فوق دنباله�ی آنگاه ،∥fi∥ = ۱ ͳیعن (fi, fi) = ۱ باشیم داشته اگر بعلاوه
گوییم. نرمال یا ی΋ه متعامد

دنباله Έی ،۰ 6 x 6 ۱ بازه در n = ۰,±۱,±۲, . . . برای e۲πinx ͳمثلثات دنباله�ی :١ مثال
است. ی΋ه متعامد

وزن تابع با −۱ 6 x 6 ۱ بازه در {Ln(x)}+∞
n=۰ لژاندر جمله�ای�های چند دنباله :٢ مثال

متعامدند. ،w(x) = ۱

وزن تابع با −۱ 6 x 6 ۱ بازه در {Tn(x)}+∞
n=۰ چبیشف جمله�ای�های چند دنباله :٣ مثال

متعامدند. ،w(x) =
۱√

۱ − x۲

هستند. ͳخط مستقل ی΋ه، متعامد توابع دنباله .١.٢.١ قضیه

م�ͳنامیم، کامل نرمال متعامد دستگاه Έی را {fi} نرمال متعامد دستگاه تعریف٢.٢.١.
اگر دیΎر، عبارت به باشد. نداشته وجود آن از گسترده�تری نرمال دستگاه هیچ هرگاه

∃f, ∀i, (f, fi) = ۰ ⇒ f
.
= ۰.

مربعات میانگین تقریب .٢.٢.١ قضیه
،f ∈ L۲(a, b) و باشند L۲(a, b) در (ی΋ه) نرمال متعامد توابع از ای دنباله {fi(t)}n

i=۱ اگر



٩ نیازها پیش .١ فصل

n∑
i=۱

αifi به و است حداقل ∥f−
n∑

i=۱

αifi∥ طوری�که به دارند وجود α۱, α۲, · · · , αn آنگاه

گوییم. f مربعات کمترین تقریب یا مربعات میانگین تقریب
اثبات:

داریم لذا ،ηi = (f, fi) کنیم فرض

∥f −
n∑

i=۱

αifi∥۲ = (f −
n∑

i=۱

αifi , f −
n∑

i=۱

αifi)

= (f , f) −
n∑

i=۱

αi(fi , f) −
n∑

i=۱

αi(f , fi) +
n∑

i=۱

n∑
j=۱

αiαj(fi , fj)

= ∥f∥۲ −
n∑

i=۱

αiηi −
n∑

i=۱

αiηi +
n∑

i=۱

αiαi +
n∑

i=۱

ηiηi −
n∑

i=۱

ηiηi

= ∥f∥۲ +
n∑

i=۱

(αi − ηi)(αi − ηi) −
n∑

i=۱

|ηi|۲

= ∥f∥۲ −
n∑

i=۱

|ηi|۲ +
n∑

i=۱

|αi − ηi|۲

صورت این در .αi = ηi ،i = ۱, ۲, · · · , n برای که است مینیمم ͳزمان عبارت این

∥f −
n∑

i=۱

αifi∥۲ = ∥f∥۲ −
n∑

i=۱

|ηi|۲.

آنگاه باشد L۲ در نرمال متعامد سیستم Έی {fi}n
i=۱ و f ∈ L۲(a, b) اگر بنابراین

∥f −
n∑

i=۱

αifi∥,

حداقل ∥f −
n∑

i=۱

αifi∥ آنگاه ،f ≃
n∑

i=۱

(f , fi)fi اگر دیΎر عبارت به است. حداقل

است.

چندجمله�ایهایچبیشف ١.٢.١

وزن تابع به نسبت [−۱, ۱] فاصله روی {Tn(x)}+∞
n=۰ چبیشف های چندجمله�ای دنباله

م�ͳباشند L۲[−۱, ۱] فضای در کامل متعامد سیستم Έی و متعامدند w(x) =
۱√

۱ − x۲
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م�ͳکنند، صدق زیر ͳبازگشت رابطه در که

T۰(x) = ۱,

T۱(x) = x,

Tn+۱(x) = ۲xTn(x) − Tn−۱(x), n = ۱, ۲, · · · .

کرد تعریف م�ͳتوان نیز زیر صورت به را جمله�ای�ها چند این

Tn(x) = cos(ncos−۱x), n = ۰, ۱, ۲, · · · .

است. ۲n−۱ آن توان بزرگترین ضریب که است n درجه از چندجمله�ای Έی Tn(x)

داریم لذا م�ͳنامیم. چبیشف نقاط یا چبیشف صفرهای را چبیشف چندجمله�ای ریشه�های

Tn(x) = ۰ → xj = cos(
jπ

۲n
), j = ۰, ۱, · · · , n.

است: زیر صورت به چندجمله�ای�ها این تعامدی خاصیت همچنین

< Tn, Tm >=

∫ ۱

−۱

w(x)Tn(x)Tm(x)dx =


π, n = m = ۰,

π

۲
, n = m ̸= ۰,

۰, n ̸= m.

چندجمله�ای�های آن به بΎیریم، نظر در [a, b] بازه روی را چبیشف چندجمله�ای�های اگر
م�ͳشوند تعریف زیر صورت به x ∈ [a, b] هر برای که گوییم یافته انتقال چبیشف

T ∗
n(x) = Tn(

۲x − a − b

b − a
), n = ۰, ۱, · · · .

م�ͳکنند صدق نیز زیر های خاصیت در چبیشف چندجمله�ای�های

⋆ Tn(x) = ۱
۲(

T
′
n+۱(x)

n+۱ − T
′
n−۱(x)

n−۱ ), n ≥ ۲,

⋆ ۲Tn(x)Tm(x) = Tn+m(x) + T|n−m|(x),
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⋆ T ۲
n (x) − Tn+۱(x)Tn−۱(x) = ۱ − x۲, n ≥ ۱,

⋆
∫ ۱

−۱ Tn(x)Tm(x)dx =


۱

۱−(n+m)۲ + ۱
۱−(n−m)۲ , n + m = ۲k,

۰ , n + m = ۲k + ۱,

⋆
∫ b

a
T ∗

n(x)T ∗
m(x)dx = b−a

۲

∫ ۱

−۱
Tn(x)Tm(x)dx,

⋆
∫ ۱

−۱ Tn(x)dx =


۲

۱−n۲ , n = ۲k,

۰ , n = ۲k + ۱.

لژاندر چندجمله�ای�های ٢.٢.١

w(x)=۱ وزن تابع به نسبت [−۱, ۱] فاصله روی {Ln(x)}+∞
n=۰ لژاندر چندجمله�ای�های دنباله

ͳبازگشت رابطه در که م�ͳباشند L۲[−۱, ۱] فضای در کامل متعامد سیستم Έی و متعامدند
م�ͳکنند صدق زیر

L۰(x) = ۱,

L۱(x) = x,

Ln+۱(x) =
۲n + ۱

n + ۱
xLn(x) − n

n + ۱
Ln−۱(x), n = ۱, ۲, · · · .

کنند ͳم صدق زیر شرایط در لژاندر چندجمله�ای�های

است. n درجه از Ln لژاندر چندجمله�ای ،n هر ازای به (١

.
∫ ۱

−۱L(x)Ln(x)dx= ۰ داریم n از کمتر درجه از L(x) چندجمله�ای هر ازای به (٢

بازه به t =
۲x − a − b

b − a
متغیر تغییر با باشد (a, b) دلخواه بازه گیری، انتگرال بازه اگر

است. تغییر قابل (−۱, ۱)

از: عبارت�اند لژاندر جمله�ای�های چند مهم خواص از ͳبرخ
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است معروف ردریΎز۶ فرمول به که زیر رابطه از م�ͳتوان را لژاندر جمله�ای�های چند (١
آورد دست به

Ln(x) =
۱

۲nn!

dn(x۲ − ۱)n

dxn
; Ln(۱) = ۱.

(−۱, ۱) بازه در و صفرند به نسبت متقارن متمایز، چندجمله�ای�ها، این های ریشه (٢
دارند. قرار

هستند. Ln(
۲x − a − b

b − a
) های ریشه (a, b) در ͳگاوس نقاط (٣

انتگرال�گیریعددی ٣.١

پاد هیچ که شود محاسبه ͳتابع معین انتگرال که است لازم اغلب عددی انتگرال�گیری در
.[٢۴] نم�ͳآید دست به ͳآسان به آن مشتق پاد مقادیر یا و باشد نداشته ͳصریح مشتق

عموماً و م�ͳشود نامیده عددی انتگرال�گیری روش ،I(f) =

∫ b

a

f(x)dx تقریب روش

تقریب این خطای است. I(f) تقریب برای In+۱(f) =
n∑

i=۰

aif(xi) نوع از ͳفرمول شامل

صورت به را
En+۱(f) = I(f) − In+۱(f),

عددی انتگرال�گیری روش�های در م�ͳباشد. خطا این سازی مینیمم هدف و م�ͳدهیم نمایش
برای زیر تعریف م�ͳدهند. دقیق نتیجه چند�جمله��ای�ها از رده چند ازای به شده ارائه تقریب

است. شده ارائه منظور این

n مثبت و صحیح عدد انتگرال�گیری، فرمول Έی صحت یا دقت درجه تعریف١.٣.١.
ازای به ͳول E(pk) = ۰ ،n از نابیشتر درجه از pk چندجمله�ای هر ازای به بطوری΋ه است
تعریف م�ͳتوان انتگرال بودن ͳخط به توجه با .E(pn+۱) ̸= ۰ ،n+۱ درجه از چندجمله�ای

نمود. بیان زیر صورت به را فوق

Rodrigues۶


