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 چكيده

به دليل . پايه حالت هاي در هم تنيده دو مدي نمايشي طبيعي براي سيستم هاي دو مدي است

اينكه در هم تنيدگي كوانتمي در شاخه هاي مختلف فيزيك كاربرد پيدا كرده است بيان حالت ها 

بر اين پايه نه تنها باعث سهولت رياضي در محاسبات مي شود بلكه ويژگي هاي اصلي حالت 

تابع ويگنر در نمايش حالت هاي در هم تنيده، تعميم تابع . كوانتمي را نيز آشكار مي كندهاي 

اگر چه از نمايش حالت هاي درهم . ويگنر متعارف به سيستم هاي دو بعدي در هم تنيده است

استفاده شده ) مانند معادله مستر ( تنيده براي حل معادلات تحول زماني سيستم هاي كوانتمي 

عليرغم وجود چند مقاله از اين نوع تابع ويگنر، بخاطر تازگي موضوع ، كمتر براي حل است ولي 

ما در اين كار براي حالت هاي كوانتومي درهم تنيده  تئوري تابع ويگنر . مسائل استفاده شده است

و ابتدا فرم اپراتور ويگنر در هم تنيده را از روي اپراتور ويگنر د. در هم تنيده را معرفي كرديم

خواص رياضي . مدي به دست آورديم و فرم نرمال اپراتور ويگنر درهم تنيده را نيز محاسبه كرديم

اين اپراتور از جمله رابطه ي بستاري و تعامد را بررسي كرديم و همچنين اندازه ي تابع ويگنر در 

را براي  از روي اپراتور ويگنر در هم تنيده معادله تحول زماني. هم تنيده را به دست آورديم

سيستم هايي كه دو ذره اي هستند و پتانسيل آن ها تابعي از فاصله ي نسبي  بين دو ذره است 

همچنين به كمك اين ويگنر جديد اپراتور را در ترتيب وايل بررسي كرديم و نشان . مطالعه كرديم

اي درهم اين كار زيبايي حالت ه.داديم فرم ضرب دو اپراتور در ترتيب وايل چگونه خواهد بود

  . تنيده را بيشتر نشان مي دهد

  

نماد وايل ويگنر درهم عملگر ويگنر ، حالت درهم تنيده ، عملگر ويگنر درهم تنيده ، : كليد واژه 

  ، ضرب اپراتورها در ترتيب وايل  تنيده
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  مقدمه

از .شودتوصيف مي  ρ̂عملگر چگالي  ي وسيلهبه  سيستمحالت يك مكانيك كوانتومي در 

هاي رقيب براي نمايش روزگار دور و تقريبا چند سالي بعد از ظهور مكانيك كوانتمي روش

ز مكانيك هاي جديدي را ااين روش ها نمايش. حالات كوانتمي يكي پس از ديگري اختراع شدند

كنند  كه هم درك آنها از نظر رواني آسانتر است و هم در بعضي از شاخه هاي كوانتمي معرفي مي

 از جمله ي اين .كننداي در محاسبات ايجاد ميفيزيك، مثل اپتيك كوانتمي، سهولت قابل ملاحظه

بر فضاي  و ،حالت كوانتومي يك سيستم را به صورت مستقيم به نمايش مي گذاردكه نمايش ها 

 - كانو و تابع گلاوبر - ، هوسيميابع ويگنرووسيله  ته نمايش حالت ب ،فاز كلاسيك قرار مي گيرد

   .سودارشان است

نمايش تابع ويگنري مكانيك كوانتمي كه اخيرا بسيار مورد توجه واقع شده است در واقع اولين 

پذير از عناصر ل خطي معكوستابع ويگنر يك تبدي. رقيب فرماليزم متعارف مكانيك كوانتمي بود

است طوري كه ) پايه دلخواه ديگر و بنا بر اين هر ويژه( ماتريسي عملگر چگالي بر پايه مكان 

اي از ويگنر و در اين تابع نخستين بار در مقاله. نتيجه تبديل همواره يك تابع حقيقي خواهد بود

وزيع توام كلاسيكي مكان و تكانه ميلادي به منظور اعمال تصحيحاتي بر روي تابع ت 1932سال 

( ),
c

W q p
 

قصد ويگنر آن بود كه با اعمال اين تصحيحات از تابع توزيع توام . ، معرفي شد 

  . دست آوردكلاسيكي مكان و تكانه نتايج مربوط به مكانيك كوانتمي را به

كه به طور عمده  . توابع ويگنر در هم تنيده مي باشد يك شيوه نمايش ديگر حالت هاي كوانتومي

پايان نامه حاضر تلاشي براي آشنائي و بكارگيري . براي سيستم هاي دو ذره اي مفيد مي باشد

  .نمايش اپراتور  ويگنر درهم تنيده مي باشد

بـه معرفـي نمـايش حالـت هـاي       وتابع ويگنر تك مدي فصل هاي اول و دوم به معرفي مختصر 

ابتدا معادله راهبر را در نمايش حالت   فصل سوم. تنيده و ويژگي هاي رياضي آن مي پردازد درهم



   درهم تنيده معرفي مي كنيم و سپس روش حل آنرا نمايش مي دهيم سپس تكنيـك هـاي رياضـي    

ابتدا  فصل چهارم .  و قضاياي مورد نياز براي باز سازي عملگر چگالي سيستم را معرفي مي كنيم

و كليـه ي خـواص   . ي كنيممور ويگنر در هم تنيده را از روي ايراتور ويگنر دو مدي محاسبه اپرات

را نشـان دهـيم    راتـور جديـد   پدر ادامه براي اين كه توان ايـن ا . ريا ضي  آن را بررسي كر ده ايم

. ممعادله ي فون نويمن را براي يك سيستم  دو ذره اي  به كمك تابع ويگنر در هم تنيده نوشته اي

ضرب ستاره اي دو تابع ويگنر درهم تنيده مي باشد كه در واقع براي تكميل خـواص   فصل پنجم

  . تابع ويگنر درهم تنيده عنوان شده است
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  فصل  اول

  

  نمايش  فضاي فاز عملگر چگالي

  و حل مسئله سيستم هاي باز
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  نمايش هاي شبه احتمالي در مكانيك كوانتمي  1-1

به علت  .شودتوصيف مي  ρ̂وسيله عملگر چگالي  بسيستمحالت يك مكانيك كوانتومي در 

اين نوع توصيف حالت در مورد )  محيط -سيستم( درهم تنيدگي حالت سيستم مركب 

اگرچه نمايش ماتريسي عملگر چگالي بر ويژه پايه . سيستم هاي باز الزامي به نظر مي رسد

 اما نمايشهاي مشاهده پذير هاي مختلف، مانند انرژي ، در مكانيك كوانتمي متداول است 

 كه با اختصار در اين فصل نمايش حالت بوسيله  تابع ويگنرمانند سيك  فضاي فاز كلاهاي

در اينجا با يكي از اين . بررسي مي شود براي كاربرد در حوزه سيستم هاي باز مفيد تر هستند

نمايش ها و كاربرد آن براي حل معادله تحول زماني حالت سيستم در برهم كنش با محيط 

  .رداتلافي به اختصار بحث خواهيم ك

    عملگر ويگنر1-2

در بحث مكانيك كوانتمي نوسانگر هماهنگ، عملگرهاي  مكان و تكانه بي بعد، برحسب عملگرهاي 

aخلق و فناي نوسانگر هماهنگ با جابجايي  a† ˆˆ ˆ, 1  =  به شكل ،( )†ˆ ˆ ˆ / 2q a a=  و +

( )†ˆ ˆ ˆ / 2p a a i= ]لذا رابطه جابجاگري بين مكان و تكانه بي بعد . تعريف شوند − ]q p iˆ ˆ, = 

}همينطور اگر. خواهد بود }q q| ∈ ℝ ها ويژه بردارهاي عملگر مكان بي بعد q̂ باشند آنگاه 

qq نمايش عملگر تكانه بي بعد بر پايه مكان بي بعد به شكل p i qˆ = − ∂⋯   . خواهد بود⋯

ها به شكل زير تعريف مي )  برا - كت(  را بر حسب انتگرالي از حاصلضرب هاي ]1[عملگر ويگنر

  :شود 

)1,1( ( ) iupW q p due q u q uˆ , /2 /2 .− − +∫≜  



٣ 

 

)به سادگي مي توان ديد كه . پايه مكان استq كه در اين تعريف ) ( )†ˆ ˆ, ,W q p W q p= عملگري 

مجموعه عملگرهاي ويگنر تعريف شده بر فضاي فاز سيستم اتحاد مهم زير را ارضاء . هرميتي است

( تريس حاصلضرب دو عملگر ويگنر در دو نقطه دلخواه از فضاي فاز بوسيله فرمول زير . مي كنند

  معين مي شود) رابطه تعامد 

)2,1          (� � � �� � � �� �ˆ ˆTr , , 2 .W q p W q p q q p p�� ��� � �� � �  

 است) 1.1(شروع از تعريف ) 1.2(ده ترين روش براي نمايش درستي رابطه سا

( ) ( ){ }
{ }

( ) ( )

ˆ ˆTr , ,

Tr /2 /2 /2 /2 ,

.
2 2

ivp iup

iup ivp

W q p W q p

dudve e q u q u q v q v

u v u v
dudve q q q qδ δ

′− −

′− −

′ ′ =

′ ′= − + − +

+ +′ ′= − + − −

∫

∫

⋯

⋯

⋯

  

  با تغيير متغير زير انتگرالگيري ساده مي شود

( )/2, ,

/2, /2,

u u v v u v dudv du dv

u u v v u v

′ ′ ′ ′≡ + ≡ − =

′ ′ ′ ′= + = −
  

  آنگاه داريم

( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

/2 /2

/2

ˆ ˆTr , ,

,

,

4 ,

2 ,

2 .

i u v p i u v p

iu p p iv p p

iu p p

i q q p p

W q p W q p

du dv e q q u q q u

du dv e q q u q q u

p p du e q q u q q u

p p e q q

q q p p

δ δ

δ δ

πδ δ δ

πδ δ

πδ δ

′ ′ ′ ′ ′− + − −

′ ′ ′ ′− + − −

′ ′− +

′ ′− − +

′ ′ =

′ ′ ′ ′ ′ ′= − + − −

′ ′ ′ ′ ′ ′= − + − −

′ ′ ′ ′ ′ ′= − − + − −

′ ′= − −

′ ′= − −

∫
∫

∫

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯

  



� 

 

)ختلط اغلب با تعريف متغيير م.  كه فرايند اثبات را كامل مي كند ) ( ), / 2q p q ipα ≡  صفحه +

αمختلط  ∈ ℂبه ]2 [در اين حالت يك فرم متداول بيان عملگر ويگنر. و فضاي فاز را يكي مي كنيم 

  شكل

( ) ( )
( )/ 2

ˆ ˆ,
q ip

W q p U
α

α
= +�≜  

  تعامد بالا به شكل زير بازنويسي مي شودبه سادگي مي توان ديد كه در اين نماد گذاري رابطه . است

( ) ( ){ } ( ) ( )2ˆ ˆTr U Uα β πδ α β= −� �  

   ويگنر براي عملگر-  نماد وايل1-3

   به شكل زير تعريف مي شودÂ ويگنر يك مشاهده پذير- بر حسب عملگر ويگنر ، نماد وايل

)3,1      (( ) ( ){ } iup
A

u u
W q p AW q p due q A qˆ

ˆ ˆˆ, Tr , .
2 2

−= + −∫≜  

) تابع Âتعريف مي كند كه به مشاهده پذيراين رابطه نگاشتي  )
A

W q pˆ  را بر فضاي فاز نظير مي ,

 ويگنر هميوغ - در هر نقطه فضاي فاز، نماد وايل. نشان مي دهيم اين تناظر يك به يك است. كند

 خود آن عملگر يعني  ويگنر-هرميتي يك عملگر دلخواه برابر است با مزدوج نماد وايل

( ) ( )†ˆ ˆ, ,
A A

W q p W q p∗=بنا بر اين فقط در حالتي كه عملگر مورد نظر هرميتي باشد نماد وايل ، - 

  .ويگنر آن تابعي حقيقي بر فضاي فاز خواهد بود

 



� 

 

    رابطه عملگر ويگنر با عملگر انتقال در فضاي فاز1-4

  ملگر يكاني انتقال در فضاي فاز يعنياكنون نشان مي دهيم  كه عملگر ويگنر تبديل فوريه ع

( ) ( )† ˆˆ ˆexp a a Dα α α∗− =  

رابطه زيررا ، كه در واقع نوعي بسط ويژه پايه مكان برحسب ويژه ) ضميمه الف(با توجه به . است

  پايه انرژي است، داريم

2 †2
†

coh.4

ˆ1
ˆexp 2 0

2 2

q a
q qa

π

   = − + −    
  

ˆ†با استفاده از اتحاد  ˆ0 0 : :a ae−=، )مي توان نوشت)ضميمه ب   

( )

( ) ( )

( ) ( )†

2
†2

†

2
2

ˆ ˆ

ˆ ,
2 2

2 ˆ1
ˆexp 2 2

2 2

2 ˆ
ˆ: : exp 2 2

2 2

iup

iup

a a

u u
W q p due q q

q u a
due q u a

q u a
e q u a

π

−

−

−

− +

  −  = − + − −     
  +  − + + −     

∫

∫

≜

⋯

⋯

 

 مي بريم: : اكنون همه جملات را داخل عملگر بازآرايي نرمال 

( )
( ) ( )

( ) ( )

q u a
W q p du iup q u a a a

q u a
q u a

2
†2

† †

2
2

2 ˆ1ˆ ˆ ˆ ˆ, : exp 2 2
2 2

2 ˆ
ˆ2 2 :

2 2

π

 −= − − + − − −
+ − + + − 

∫ ⋯

⋯

  



� 

 

 با مرتب كردن جملات در نما، عبارت انتگرال گاوسي زير بدست مي آيد

( )

2 † † 2 †2
2 †

ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1
ˆ ˆ: exp 2 :

4 2 22 2

W q p

u a a a a a a
du ip u q q a a

π

=

     + +    − + − − + − − −            
∫

⋯

 

و با استفاده از فرمول انتگرال گاوسي : : درون علامت اكنون مي توان بدون دغدغه ناجابجايي عبارت 

  نتيجه زير را نوشت

( )
2 2† † †

2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ , 2 : exp 2 :
2 2 2

a a a a a a
W q p ip q q

       − + +     = − − + −                   
  

  .نهايتا بر حسب عملگر هاي مكان و تكانه بي بعد عبارت فشرده زير را براي عملگر ويگنر داريم

( ) ( ) ( ){ }2 2ˆ ˆ ˆ, 2 : exp :W q p q q p p= − − − −  

 ع نمايي داريمهمينطور بعد از كمي مرتب كردن جملات در نماي تاب

( ) ( ) a a a a
W q p a a p q q p

i

† †
† 2 2 ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, 2 : exp 2 2 2 :

2 2

    + −    = − − + + +            
  

)4,1          (( ) ( )( ) ( )†ˆ ˆˆ ˆ, 2 : exp 2 :W q p a a Uα α α∗ = − − −  �≜  

با استفاده از اين فرم آخري  نشان مي دهيم  در واقع عملگر ويگنر تبديل فوريه عملگر انتقال در 

1از تعريف انتگرال فوريه مختلط استفاده مي كنيم ، . فضاي فاز است 2iξ ξ ξ≡  )پ ضميمه(، +



٧ 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
* * * *exp , exp

d d
g f f f

ξ α
α αξ α ξ ξ ξ ξα ξ α α

π π
= − = −∫ ∫ 

  :بنابر اين داريم 

( ) ( )

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

* *

* *

2

22 † † *

22 † * * †

1 ˆ

2
ˆ ˆ ˆ ˆ: exp 2 2 2 :

2
ˆ ˆ ˆ ˆ: exp 2 2 2 2 :

e U d

d e a a a a

d a a a a

αξ α ξ

αξ α ξ

ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ α ξ α
π

−

−

=

= − − + +

= − + − + + −

∫

∫

∫

�

 

 محاسبه كرد) ضميمه  ت ( انتگرال را مي توان با استفاده از فرم مختلط انتگرال گوسي 

( ) ( ){ }

( )( ){ }
( ){ } ( ) ( )

2
2 † * * †

† * †

† †2

ˆ ˆ ˆ ˆ2 : exp 2 2 2 2 :

1
ˆ ˆ ˆ ˆ: exp 2 2 2 :

2

1 ˆˆ ˆ ˆ ˆ: exp : exp
2

d
a a a a

a a a a

a a a a D

ξ
ξ ξ α ξ α

π

α α

α α α α α α∗ ∗

= − + − + + −

= − + −

= − + − = − =

∫ ∫⋯

 

  بنابر اين

)5,1            (( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
* * * *2 2

ˆ ˆ ˆ ˆd d
D e U U e D

αξ α ξ ξα ξ αξ α
α ξ ξ α

π π

− −= ⇔ =∫ ∫� �  

  ويگنر-يه عمومي محاسبه نماد وايل  قض1-5

) ويگنر عملگري به فرم نمايي- براي بدست آوردن قضيه اي عمومي تر، نماد وايل )†ˆ ˆexp a aζ ζ ∗+ 

)اگر . ]3[ عددي مختلط است محاسبه مي كنيمζرا كه در آن  )†ˆ ˆ ˆexpA a aζ ζ∗≡    آنگاه+



٨ 

 

( ) ( ) ( )( ){ }{ }† †
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 0 2Tr exp : exp 2 :
A

W a a a aα ζ ζ α α∗ ∗= + − − −  

  كه در آن بنا بر قرارداد

( ) ( ) ( )ˆ ˆ/ 2 ,0 ,
A A

q ip W W q pα α= + ⇔ ≜  

  با تجزيه عملگر نمايي به فرم پاد نرمال داريم

( ) †ˆ ˆ† 2ˆ ˆexp a aa a e e e
ζζ

ζ ζζ ζ

∗
∗ −∗+ =  

  بنا بر اين كل عبارت داخل علامت تريس را به شكل بازترتيب نرمال مي نويسيم

( ) ( )( ){ }{ }†ˆ ˆ†2
ˆ ˆ ˆ,0 2 Tr : exp 2 :a a
A

W e e a a e
ζζ

ζ ζα α α

∗
∗− ∗= − − −  

 مختلط، ]4[لت هاي همدوس مقدار تريس، از طريق يك انتگرال گوسياكنون به سادگي بر پايه حا

 قابل محاسبه است

( ) ( )( ){ }†
2

ˆ ˆ†2
ˆ ˆ ˆ,0 2 : exp 2 :a a
A

d
W e e a a e

ζζ
ζ ζβ

α β α α β
π

∗
∗− ∗= − − −∫ 

( ) { }
( )

2

222
ˆ

2
,0 exp 2

exp

A
W e d

ζ

α β α β βζ β ζ
π

ζα ζ α

− ∗ ∗

∗ ∗

= − − + +

= +

∫  

 بنابر اين قاعده جالب و پربار زير بدست مي آيد

( ) ( ) ( )†
ˆ

ˆ ˆ ˆexp ,0 exp
A

A a a Wζ ζ α ζα ζ α∗ ∗ ∗= + = +֏  
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 از آنجايي كه

†ˆ ˆ ˆ ˆIf     , Then   
2

i
a a q p

µ ν
ζ ζ ζ µ ν∗+

= + = +  

 ه شكل زير نيز مي توان نوشتقاعده بالا را ب

{ } ( ) { }ˆ
ˆ ˆ ˆexp W.W. , exp

A
A q p W q p q pµ ν µ ν= + → → = +  

)كه در آن مانند گذشته رابطه  ) ( ), / 2q p q ipα ≡ α  صفحه مختلط + ∈ ℂ و فضاي فاز را

rµيك نتيجه بلافاصله كه با قرار دادن . يكي مي كند µ= rν و � ν=  بدست مي آيد عبارت �

  است از

( ){ } ( ) ( ){ }ˆ
ˆ ˆ ˆexp W.W. , exp

A
A r q p W q p r q pµ ν µ ν= + → → = +� � � �  

   داريمrنسبت به  سپس با گرفتن مشتقات متوالي

( ) ( )
0

ˆ ˆ ˆ n nn
r

r
A q p q pµ ν µ ν

=
∂ = + → +� � � �  

يا خلق و (  ويگنر هر تابع دلخواه از يك تركيب خطي عملگرهاي مكان و تكانه - بنابراين نماد وايل

 بدست مي آيد، يعني) قاعده متعارف(لر كردن اپراتورهاي مرتبط با اسكا) فنا 

( ) ( ) ( )ˆ
ˆ ˆ ˆ ,

F
F f q p W q p f q pµ ν µ ν= + → = +� � � �  

  يا



١٠ 

 

( ) ( ) ( )†
ˆ

ˆ ˆ ˆ ,0
A

F f a a W fζ ζ α ζα ζ α∗ ∗ ∗= + = +֏  

 حتما يك تركيب خطي عملگرهاي fالبته اين قاعده تنها هنگامي درست است كه آرگومان تابع  

يك نگاه عميق تر به اين قاعده با معرفي ترتيب وايل براي . دباش) يا خلق و فنا ( مكان و تكانه 

 در ترتيب وايل، كه آنرا با كروشه p فاكتور n و q فاكتور mعملگر نظير . عملگر ها ميسر مي شود

}وايل  }�
W

m nq pنشان خواهيم داد بوسيله رابطه زير تعريف مي شود 

{ }� ˆ ˆ
0W

m n m n q pq p eλ µ
λ µ λ µ

+
= =

∂ ∂≜  

)با تعريف  ) ( ), ,L L f fµ ν µ ν� � ≜ �   ، مي توانيم رابطه بالا را به شكل زير باز نويسي كنيم�

{ }� ˆ ˆ
W

m n m n q pq p L L eλ µ
µ ν λ µ

+= ∂ ∂� �  

  مثلا

{ }�

( ) ( ){ }
( )

ˆ ˆ

21
ˆ ˆ ˆ ˆ1

2

1
ˆ̂ ˆˆ

2

W

q pqp L L e

L L q p q p

qp pq

λ µ
µ ν λ µ

µ ν λ µ λ µ λ µ

+= ∂ ∂

 = ∂ ∂ + + + + + 
 

= +

� �

� � ⋯  

}در حالت كلي  }�
W

m nq p برابر است با جمع همه تك جمله اي ها متشكل از m فاكتور q̂ و n 

 ترتيب ويژگي اساسي.   در همه آرايش هاي ممكن و متمايز، تقسيم بر تعداد آنهاp̂فاكتور 

}وايل }�
W

m nq pويگنر آن برابر -اين است كه نماد وايل m nq pاين ادعا به سادگي با توجه به .  است

   .خطي بودن نگاشت هاي درگير اثبات مي شود



١١ 

 

( ){ }�( ) ( )( )ˆ ˆˆ ˆTr , Tr , ,
W

m n m n q pW q p q p W q p L L eλ µ
µ ν λ µ

+= ∂ ∂� �  

( ){ }�( ) ( )( )ˆ ˆˆ ˆTr , Tr , ,

,

W

m n m n q p

m n q p

m n

W q p q p L L W q p e

L L e

q p

λ µ
µ ν λ µ

λ µ
µ ν λ µ

+

+

= ∂ ∂

= ∂ ∂

=

� �

� �  

 ترتيب وايل داشته باشد يعني به فرم F̂ملگربنابر اين در حالت كلي اگر ع

{ }�,
,

ˆ
W

m n
m n

m n

F f q p= )قابل بسط باشد آنگاه ∑ )ˆ ,
,

, m n
m nF

m n

W q p f q p=  با قاعده متعارف ∑

q&جاينشاني  p p q−֏ البته اشاره به اين نكته مهم است كه معني دقيق قاعده . بدست مي آيد֏

}ارف جانشاني، تبديل متع }�
W

m nq p ) به ) به معني يك عملگرm nq p است و ترتيب هندسي 

}عملگرها در }�
W

m nq pمهم نيست .  

    رابطه بستاري براي مجموعه همه عملگرهاي انتقال در فضاي فاز1-6

} در اينجا نشان مي دهيم كه مجموعه }†ˆ ˆˆ( ) a aD eξ ξ

ξ
ξ

∗−
∈

=
ℂ

چون حالت . يك مجموعه كامل است

   بسط زير را داريمF̂هاي همدوس شرط بستاري را ارضا مي كنند لذا براي هر عملگر 

)6,1          (
2 2 2 2

ˆ ˆ ˆd d d d
F F F

α β α β
α α β β α β α β

π π π π
= =∫ ∫  

αنشان مي دهيم كه مي توان  βسب عملگر انتقال بسط داد و درواقع ها را بر ح  

2
ˆ ˆ( ) ( ) .

d
D D

ξ
β ξ α ξ α β

π
− =∫  

  كنيم يچپ معادله فوق را به شكل زير بازنويسي مطرف ، براي اثبات



١٢ 

 

† †
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) a a a ad d
D D e eξ ξ ξ ξξ ξ

β ξ α ξ β α
π π

∗ ∗− − +− =∫ ∫  

از سوي ديگر چون 
2

† †ˆ ˆ ˆ ˆ2a a a ae e e e
ξ

ξ ξ ξ ξ∗ ∗−−    بنابر اين داريم=−

2 †
2

ˆ ˆL.H.S. a ad
e e e e eξ ξβ ξ α ξ ξξ

β α
π

∗ ∗ ∗− − −= ∫  

وس نيز از رابطه ضرب داخلي حالت هاي همد
2 2

2 2e e
β α

β αβ α
∗− −

   بدست مي آيد لذا=

( ) ( ){ }
2 2 2

2 †2 2 ˆ ˆL.H.S. : exp :
d

e e a a
β α

β α ξ
ξ ξ β ξ α

π

∗− − ∗ ∗= − + − − −∫  

اكنون با استفاده از تكنيك انتگرالگيري درون حاصلضرب هاي نرمال و فرمول انتگرال گوسي دوبعدي 

  داريم) ضميمه پ( در فرم مختلط 

( )( )
2 2

†

2 2
† †

ˆ ˆ2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ2 2

L.H.S. : :

: :

a a

a a a a

e e e

e e e e e e

β α
β αβ α

β α
β α β α α β

∗∗

∗ ∗ ∗

− − − − −

− − − −

=

=

  

 با توجه به اتحاد
†ˆ ˆ: : 0 0a ae− و تعريف حالت همدوس به عنوان حالت خلا ) ضميمه ب ( =

  انتقال يافته داريم

22
†ˆ ˆ2 2L.H.S. 0 0a ae e e e

α β
α β α β

∗− −
= =  

  مي توان نوشت )6,1(در ادامه از.   و قضيه ثابت شده است



١٣ 

 

{ }

2 2 2

2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) Tr ( ) ( )

d d d
F F D D

d d d
FD D FD D

α β ξ
α β β ξ α ξ

π π π

α ξ ξ
α ξ α ξ ξ ξ

π π π

= −

= − = −

∫

∫ ∫
  

)را مي توان برحسب  F̂اپراتورهر يعني  ) ( )†ˆ ˆD Dξ ξ−  آشكارا رابطه بالا را مي . ها بسط داد=

  توان به فرم زير نيز نوشت

)7,1          ({ }
2

†ˆ ˆ ˆ ˆTr ( ) ( ).
d

F FD D
ξ

ξ ξ
π

= ∫  

    رابطه بازسازي براي نمايش ويگنر1- 1-6

        . ويگنر يك عملگر مي توان آنرا بازسازي كرد-اكنون نشان مي دهيم چگونه با داشتن نماد وايل

)آنجا كه از ) ( )†ˆ ˆU Uα α=�  و عملگر انتقال و عملگر ويگنر بوسيله تبديل فوريه زير به يكديگر �

  مرتبط هستند يعني

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

†ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
d d

D e U D e Uξα ξ α ξβ ξ βα β
ξ α ξ β

π π

∗ ∗ ∗ ∗− − −= =∫ ∫� �  

  بسط مشابهي را مي توان بر حسب عملگر ويگنر به شكل زير نوشت) 7- 1(لذا با استفاده از نتيجه 

( ) ( ) ( ){ } ( )

( ) ( ) ( ){ } ( )

( ) ( ) ( ){ } ( )

2 2 2

2 2
2

2

2
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆTr ,

ˆ ˆ ˆTr ,

ˆ ˆ ˆTr ,

d d d
F e e FU U

d d
d e FU U

d
d FU U

ξβ ξ β ξα ξ α

ξ α β ξ α β

ξ α β
β α

π π π

β ξ
α β α
π π

β
αδ α β β α

π

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

− − −

− − −

=

 =   

= −

∫

∫

∫

� �

� �

� �

  


