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الطاف از داریم چه هر که سزاست و شایسته پروردگاري نام به کلام هر افتتاح و سخن هر «ابتداي

اوست.» بی�بدیل

عطا را علم بیکران دریاي از دانشی اندك کسب توفیق کمترین این به که را بزرگ خداي سپاس

بیابم. را خویش آموخته�هاي به عمل سعادت بی�انتهایش الطاف سایه�ي در است امید فرمود؛

مراتب می�دانم فرض خود بر است؛ رسیده انجام به رساله این نگارش الهی، عنایت و لطف به که اکنون

تحقیق این تدوین در من یاري�گر راهنمایی�هایشان، که عزیزانی همۀ عرض به را خود سپاس و تشکر

برسانم. بوده�اند،

دلگرمی�هایشان و حضور با زندگیم لحظۀ لحظه در که مهربانم خواهر و برادر و عزیزم مادر و پدر از

سعادت و سلامتی مهربان خداوند از و سپاسگزارم قلبم صمیم از بودند، بی�پناهی�هایم و غم�ها ملجأ تنها

خواستارم. را ایشان دائم

با را بیگاهم و گاه و مکرّر پرسش�هاي که خورشیدي حسین دکتر آقاي جناب اخلاق، و علم استاد از

در اینجانب پژوهش�هاي تلاطم پر مسیر روشنگرِ ایشان رهنمودهاي و حمایت�ها و گفتند پاسخ صدر سعۀ

دارم. را تشکر کمال است، بوده پایان�نامه این رسیدن ثمر به

را کردن فکر چگونه من به که سپاس�گزارم دهقان�نژاد اکبر دکتر آقاي جناب فرهیخته، استاد از

شدند. عهده�دار را پایان�نامه این مشاورة زحمت فراوان مسئولیت�هاي وجود با و آموختند





چکیده
انواع پژوهش این در می�پردازد. هموار منیفلدهاي روي تماسی ساختارهاي بررسی به تماسی هندسۀ
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1 فصل

نیازها پیش و مقدماتی مفاهیم

از مفاهیمی ابتدا منظور این براي می�کنیم. مرور را فصل�ها سایر در نیاز مورد نکات و مفاهیم فصل این در

انداخته گره نظریۀ به نگاهی اختصار به سپس می�کنیم. بیان را برگ�بندي و شار نظیر دیفرانسیل، هندسه

ایزوتوپی و تقاطع همچون مفاهیمی بررسی به و کرده بیان را دیفرانسیل توپولوژي از نکاتی آن از پس و

بعدي n بندي اسکلت و مجتمع −CW سادك�ها، نظیر جبري، توپولوژي از مباحثی سپس می�پردازیم.

ارائه را آن از مثالی و داده شرح را تماس هندسۀ خلاصه، طور به فصل این پایان در می�کنیم. عنوان را

می�کنیم.

دیفرانسیل هندسه از نکاتی 1.1
M از نگاشتی f و p ∈ M و بوده هموار منیفلد2 دو N Mو کنیم فرض (1 (جادهنده .1.1.1 تعریف

باشد. یک به یک f دیفرانسیل اگر است (درنهش) جادهنده یک p در f گوییم باشد. N در

نشاننده یک را f : N −→M نگاشت باشند. منیفلد دو N Mو کنیم فرض (نشاننده) .2.1.1 تعریف
اگر: گوییم

باشد. جادهنده f (١

باشد. یک به یک f (٢

1 Immersion

می�کنیم. استفاده منیفلد کلمۀ از [25] به توجه با اینجا در ما می�نامند. خمینه را منیفلد کتب از برخی 2در
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منیفلد زیر یک نشاننده نگاشت هر تصویر تعریف، این باشد.بنابر M (منظم) منیفلد زیر یک f(N) (٣

می�گوییم. نیز نشانده منیفلد زیر را آن و است شده Mنشانده در f(N) می�گوییم اصطلاحاً و بوده

باشد: Rn روي C١ کلاس از حقیقی تابعی f کنیم فرض انتگرال) (منحنی .3.1.1 تعریف

f : Rn −→ R

(x١, ..., xn) 7−→ f(x١, ..., xn)

vp با را آن ،C(٠) = p که باشد p نقطۀ در C(t) منحنی بر مماس بردار یک (p, v) ∈ Rn ×Rn اگر

حاصل زنجیره�اي قاعدة از که زیر رابطۀ توسط را vp بردار جهت در f تابع جهت�دار مشتق و داده نمایش

می�نماییم: تعریف می�شود،

d(foC(t))

dt
|t=٠ = Σn

i=١(
∂f

∂xi
)
dCi

dt
|t=٠ = Σn

i=١(
∂f

∂xi
)vi

داریم: بنابراین هستند. v بردار مؤلفه�هاي viها

vpf = v١(
∂f

∂x١
)p + ...+ vn(

∂f

∂xn
)p

dC
dt
(٠) = v و C(٠) = p از: عبارتند p نقطۀ و v بردار که

از است عبارت حقیقت در vp.f بنابراین می�گوییم. نیز vp بردار انتگرال منحنی یک را C منحنی

.vp بردار انتگرال منحنی طول در f تابع تغییرات

نظر در را f : M −→ N نگاشت باشند. هموار منیفلد دو N Mو کنیم فرض ( (تار .4.1.1 تعریف
می�نامیم. p روي تار یک را f−١(p) ⊂M مجموعۀ زیر باشد، p ∈ N اگر می�گیریم.

توپولوژیکی هاي فضا M و E که است (E, π,M) تایی سه یک کلاف، یک ( کلاف ) .5.1.1 تعریف
پایه رافضاي M و کلاف فضاي یا کلی فضاي را E است. پیوسته نگاشت یک π : E −→ M و بوده

(یا تار یک π−١(x) ⊂ E مجموعه x ∈ M براي است. موسوم تصویري نگاشت به π نگاشت نامند.

باشد همئومرف ،F مشترك فضاي یک با π−١(x) ،x ∈M هر ازاي به اگر می�شود. نامیده x روي فیبر)

از تاري را F گاه آن باشد)، داشته وجود U ⊂M که U ×F به π−١(U) از همئومرفیسم3 یک (یعنی
استفاده همئومورفیسم کلمۀ از [25] به توجه با اینجا در ما می�نامند. همسان�ریختی را همئومورفیسم کتب از برخی 3در

می�کنیم.
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کلاف، گرچه می�نامند کلاف اغلب را E کلی فضاي که کنید توجه می�نامیم. تاري کلاف را، کلاف و کلاف

دارد. (E, π,M) سه�تایی به اشاره

S١ پایۀ فضاي با شده تابیده نوار یک از که است تاري کلاف از مثال یک موبیوس نوار .6.1.1 مثال
می�باشد.

موبیوس نوار :1.1 شکل

مکمل .y ∈ Y و باشد Rn در شده نشانده هموار منیفلد یک Y کنیم فرض ( قائم (کلاف .7.1.1 تعریف
می�نامیم.کلاف y نقطۀ در Y بر قائم یا نرمال فضاي را آن و داده نمایش N yY با را Rn در T yY متعامد

N(Y ) = ∪y∈Y NyY از: است عبارت که می�نامیم N(Y ) را قائم

است Xعبارت فضاي روي F و E کلاف�هاي مستقیم جمع یا ویتنی جمع ویتنی) (جمع .8.1.1 تعریف
فضاهاي از Ex ⊕ F x مستقیم جمع x ∈ X ازاي به آن تارهاي که X روي E ⊕ F برداري کلاف از

می�باشد. F x و Ex برداري

فضاهاي F و E ، B که باشد تاري کلاف یک (E,B, π, F ) کنیم فرض سازي) (بدیهی .9.1.1 تعریف
F و کلی فضاي E کلاف، پایۀ فضاي B باشد، پیوسته تصویري نگاشت یک π : E −→ B توپولوژیکی،

φ : π−١(U) −→ همئومورفیسم و U ⊂ B باز همسایگی x ∈ E هر براي �کنیم فرض و باشد آن تار

بدیهی�سازي یک U)ها i, φi) همۀ شود.مجموعۀ جابجا 2.1 نمودار که گونه�اي به باشد داشته U×Fوجود

می�شود. نامیده کلاف براي موضعی

از است عبارت π بخش یک باشد، پوششی نگاشت یک π : A −→ B اگر (بخش) .10.1.1 تعریف
.πof = idB بطوریکه f : B −→ A نگاشت

روي Ck کلاس از برداري میدان یک X ∈ χ(M) کنیم فرض موضعی) (شار [25] .11.1.1 قضیه
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:2.1 شکل

و p حول U باز زیرمجموعۀ ،ϵ مثبت عدد p ∈ M هر ازاي به آن�گاه باشد، Rn از ∆ باز زیرمجموعۀ

کند: صدق زیر شرایط در که دارد وجود |t| < ϵ ،φt : U −→ φt(U) ⊂M دیفئومورفیسم�هاي4

است: Ck کلاس از φ نگاشت (١

φ : (−ϵ, ϵ)× U −→M

(t, x) 7−→ φt(x)

(٢
φ٠ = Id

φt+s = φtoφs , |t+ s| < ϵو|s| < ϵو|t| < ϵ

است: زیر منحنی سرعت بردار X(q) گاه آن q ∈ U اگر (٣

φ(q) : t −→ φt(q) X(q) =
d

dt
φt(q)|t=٠

می�نامیم. X به وابسته پارامتري یک موضعی گروه را {φt} خانوادة

نقطۀ x٠ اگر می�گوییم. X میدان موضعی شار را φ : (−ϵ, ϵ) × U −→ M نگاشت .12.1.1 تعریف
می�نامیم. x٠ مدار را t 7−→ φt(x٠) منحنی باشد، U ثابت

است این ما منظور می�کنیم، صحبت M منیفلد یک بعدي −k سازي لایه یا سازي برگ از که زمانی

یک نقطۀ هر از دیگر عبارت به باشد. شده لایه لایه یا برگ برگ بعدي k منیفلدهاي زیر Mتوسط که

از یک هر دارد. نقطه آن به بستگی پذیري دیفرانسیل نظر از که می�گذرد بعدي k زیرمنیفلد یک وتنها

می�نامیم. سازي برگ لایۀ یا برگ یک را منیفلدها این
استفاده دیفئومورفیسم کلمۀ از [25] به توجه با اینجا در ما می�نامند. وابرریختی را دیفئومورفیسم کتب از برخی 4در

می�کنیم.
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منیفلدهاي زیر باشد. بعدي (n+k) ،C∞ منیفلد Mیک کنیم فرض (برگ�بندي) [25] .13.1.1 تعریف
اگر: Mگوییم برگ�بندي یک را N i بعدي −k

باشد. N i از مؤلفه�ها بعضی Mدر نقطۀ هر (١

که باشد موجود x(U) = (−ϵ,+ϵ) فرض با p همسایگی در (x, U) کارت Mیک از p هر ازاء به (٢

باشند: زیر صورت به مجموعه�هایی N i ∩ U مؤلفه�هاي

{
q ∈ U |xk+١(q) = ck+١, ..., x

k+n(q) = ck+n

} ازاي به |ci| < ξ

می�نامیم. سازي لایه یا برگ یک را N i مؤلفۀ هر صورت این در

برگ�بندي کارت�هاي :3.1 شکل

باشد، واحد دیسک یک D = {z|z ∈ C, |z| ≤ ١} کنید فرض 5 ریب) بندي (برگ .14.1.1 مثال
می�کنیم: تعریف زیر صورت به را f پوشاننده نگاشت

f : Int(D)× R −→ R

(z, x) 7−→ e
١

١−|z|٢ − x

S١ × R جدید برگ کردن اضافه با داریم، Int(D)× R براي f از را F(f) بندي برگ

یک D × R طرفی از داشت. خواهیم D × R استوانه براي بندي برگ یک (∂D × R = S١ × R )

D ×R بندي برگ بنابراین کانونی)، روش می�باشد(به X = D × S١ توپر چنبره براي پوششی فضاي

براي ریب بندي برگ که می�دهیم نشان R با را بندي برگ این می�کند، القا X براي را بندي برگ یک

R از برگ یک S١ × S١ مرزي چنبره بندي برگ این در که کنید توجه می�شود. نامیده Xتوپر چنبره

5ReebFoliation
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می�باشند. R٢ با دیفئومرفیک دیگر هاي برگ و است

یعنی آورد دست به اند، چسبیده هم به مرز طول در که توپر چنبره دو ترکیب از می�توان را S٣ کره

برگ و دارد یکتا فشرده برگ یک بندي برگ این است) R از برگ یک ∂X (زیرا S٣ ∼= X
∪

∂X X

است. شده داده نمایش 4.1 شکل در که می�شود نامیده S٣ از ریب بندي

چنبره براي ریب بندي برگ :4.1 شکل

می�پردازیم. آن توصیف به ادامه در که است پذیري جهت مفهوم نیاز، مورد و مهم مفاهیم از یکی

مماس فضاي به دادن جهت منیفلد، یک به دادن جهت ( منیفلدها روي پذیري جهت ) .15.1.1 تعریف
این می�کنیم. انتخاب را (x, U) Mکارت از p همسایگی در که صورت این به می�باشد نقطه هر در آن

براي جهت عنوان به می�توان .q ∈ U می�کند تعریف T pM براي {( ∂
∂x١

)q, ..., (
∂

∂xn )q} پایه یک کارت

به باید باشد معنی با تعریف این که این براي گرفت. نظر در می�نماید تعریف پایه این که را جهتی T pM

می���آوریم: را زیر تعریف لذا باشد. نداشته بستگی کارت�ها انتخاب

توسط Mرا بتوان اگر است، Mجهت�پذیر می�گوییم باشد. پذیر دیفرانسیل منیفلد Mیک کنیم فرض

داشته U ∩ V ̸= ∅ روي A از (y, V ) و (x, U) کارت هر ازاي به که پوشانید طوري A اطلس یک

باشیم:

det(yox−١)∗ > ٠ یا det∥∂y
i

∂xi
∥ > ٠

اگر یعنی نمود. تعریف جهت یک نقطه هر در مماس فضاي روي می�توان که معناست این به فوق رابطۀ

آنگاه می�شود، تعریف {( ∂
∂x١

)p, ..., (
∂

∂xn )p} توسط که جهت Mpیک و بوده A از کارت یک (x, U)
∂

∂xj = Σn
i=١

∂yi

∂xj
∂
∂yi

داریم: باشد، p همسایگی در A از دیگري کارت (y, U) اگر

P ( ∂

∂yi
)p−→( ∂

∂yi
)p
= ∥ ∂yi

∂xj ∥ با: است برابر پایه تغییر ماتریس نتیجه در

دارند. قرار جهت�پذیري کلاس یک در { ∂
∂yi

} و { ∂
∂xj } پایه دو det∥ ∂yi

∂xj ∥ > ٠ چون بنابراین
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باشند، همبند V و U و بوده پذیر جهت منیفلد یک از کارت دو (y, V ) و (x, U) اگر .16.1.1 ملاحظه
مثال براي باشد. ثابت علامت یک داراي U ∩ V روي det∥ ∂yi

∂xj ∥ که می�کند ایجاب جهت�پذیري آن�گاه

نیست. پذیر جهت موبیوس نوار

وجود ω ∈ ΩnM فرم −nیک اگر تنها و اگر است پذیر جهت n بعد Mبا منیفلد [25] .17.1.1 قضیه
باشد. صفر Mمخالف نقاط تمام در ω طوریکه به �باشد داشته

دیفرانسیل توپولوژي از مفاهیمی 2.1
y ∈ Y نقطۀ یک باشد، منیفلدها از هموار نگاشتی f : X −→ Y اگر منظم) (مقدار .1.2.1 تعریف
پوشا dfx : T x(X) −→ T yY ،f(x) = y که x نقطۀ هر در اگر می�شود نامیده f براي منظم مقدار

دارد. نام بحرانی مقدار نباشد f منظم مقدار که y ∈ Y نقطۀ باشد.

زیر Z و هموار نگاشت یک f : X −→ Y و هموار منیفلد دو Y و X اگر (تقاطع6) .2.2.1 تعریف
هرگاه: f t Z می�نویسیم و گوییم متقاطع Z منیفلد زیر بر را f باشد، Y از منیفلدي

Imdfx + TyZ = T yY f(x)که = y ∀x ∈ f−١(Z)

T yY فضاي کل بتوانند تا می�کنند جبران را T yZ بردارهاي کمبود Imdfx بردارهاي دیگر عبارت به

می�گیریم نظر در را i : X −→ Y شمول نگاشت باشد، Y از منیفلدي زیر X اگر حال کنند. تولید را

است. شمول نگاشتی نیز dix : T xX −→ T yY نگاشت پس است. Y از منیفلدي زیر نیز Z آن در که

.dix(T xX) ⊆ T yY پس

Z و X نقش رابطه این در که داریم را T xX + T yY = T xY رابطۀ x ∈ X ∩ Z هر براي بنابراین

یعنی است. یکی دو هر

∀x ∈ X ∩ Z ⇐⇒ i t Z

T xX+T yY = باشیم داشته ∀x ∈ X∩Z هرگاه گوییم متقاطع Mرا از Z Xو منیفلد زیر دو حال

.X t Z می�نویسیم: و T xY

6 Transversality
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X منیفلد زیر f−١(Z) آن�گاه باشد، متقاطع Z ⊂ Y بر f : X −→ Y هرگاه [13] .3.2.1 قضیه
می�باشد. Y در Z مکمل بعد با برابر ،X در f−١(Z) مکمل بعد علاوه به و است

و است Y منیفلد زیر X ∩ Z آن�گاه باشند Y از متقاطع زیرمنیفلد دو Z و X اگر [13] .4.2.1 قضیه
داریم:

codim(X ∩ Z) = codimX + codimZ

اگر: هستند متمم بعد از Y درون Z و X زیرمنیفلد دو اشتراك) (عدد .5.2.1 تعریف

dimX + dimZ = dimY

آن�گاه: باشند متمم بعد از Z و X و X t Z اگر .

codim(X ∩ Z) = codimX + codimZ = dimZ + dimX = dimY

⇒ dim(X ∩ Z) = ٠

و گوییم Z و X اشتراك عدد را نقاط این تعداد که است گسسته نقاط از مجموعه�اي X ∩ Z بنابراین

می�دهیم. نشان ♯(X ∩ Z) با

است Y درون لزوماً نه و فشرده منیفلد یک X کنیم فرض (٢ هنگ به اشتراك عدد ) .6.2.1 تعریف
dimX + dimZ = که باشد Y در Z بستۀ منیفلد با متقاطع هموار نگاشت یک f : X −→ Y و

.dimY

متناهی مجموعۀ یک بنابراین است، X از بسته بعدي صفر زیرمنیفلد ،f−١(Z) ،3.2.1 قضیۀ طبق بر

نقاط تعداد با برابر و داده نمایش I٢(f, Z) نماد با را هنگ٢ به Z با f نگاشت اشتراك عدد حال است.

تعریف در که روالی طبق که می�باشد ♯X ∩Z با برابر I٢(X,Z) می�کنیم. تعریف هنگ٢ به f−١(Z)

می�آید. دست به شد داده توضیح 2.2.1

X و جهت�دار و مرزدار منیفلدهاي Z و Y و X کنیم فرض اشتراك) عدد و جهت (عدد .7.2.1 تعریف
.dimX + dimZ = dimY و باشند Y زیرمنیفلدهاي Z و

8



: داریم پس هستند، متمم بعد از Z و X که آنجا از باشد متقاطع Z با f : X −→ Y اگر

dfx(T x(X))⊕ T z(Z) = T z(Y )

نقطۀ در جهت عدد که است نقطه متناهی تعداد شامل f−١(Z) بالا، در شده گفته مطالب طبق بنابراین

از: است عبارت x ∈ f−١(Z)

آن در که T z(Z) و dfxT x(X) توسط شده داده جهت�هاي جمع اگر است +١ ،x نقطۀ در جهت عدد

است. منفی −١ با برابر صورت این غیر در باشد، مثبت راست) دست (قاعدة T zY روي ،f(x) = z

است. x ∈ f−١(Z) همۀ براي جهت اعداد جمع I(f, Z) اشتراك عدد

در می�کنیم. تعریف X ∩ Z به متعلق نقاط براي ،2.2.1 روال طبق را I(X,Z) ما ،X t Z اگر حال

را اشتراکی خود عدد یا I(X,X) اشتراك عدد بنابراین .dimY = ٢dimX کنیم فرض خاص حالت

می�کنیم. تعریف می�توانیم

،χ(Y ) یعنی آن اویلر مشخصۀ باشد، فشرده جهت�دار منیفلد یک Y اگر اویلر7) (مشخصۀ .8.2.1 تعریف
.χ(Y ) = I(∆,∆) : Y × Y در ∆ قطر از اشتراك خود عدد با است برابر

است. صفر فرد، بعد از فشرده جهت�دار منیفلد یک از اویلر مشخصۀ [13] .9.2.1 گزاره

نگاشت هر درجۀ باشد، همبند Y و باشند هم�بعد منیفلد دو Y Xو اگر ( نگاشت درجۀ ) .10.2.1 تعریف
.deg(f) = I(f, {y}) با: است برابر y ∈ Y نقطۀ هر براي f : X −→ Y هموار

شده تشکیل منفی غیر مختصات با نقاط همۀ از ،Rk در ،Hk فضاي نیم (Hk (فضاي .11.2.1 تعریف
می�باشد. Rk در نشانده یک که است Rk−١ با برابر Hk مرز است.

هر اگر است مرز با بعدي −k منیفلد یک ،Rn از X زیرمجموعه یک مرزدار) (منیفلد .12.2.1 تعریف
با را X مرز که باشد. Hk فضاي در باز مجموعۀ یک با دیفئومورف همسایگی یک داراي X از y نقطۀ

می�دهیم. نشان ∂X

7Euler
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