


����� � ��� 	�

���������������������! "

#�$&%('*),+,- ./$&%0- 1�2435- 6879- :;- <

= 7>' ?@./A

B CEDFCHG IKJML NOI PRQTS U U V B CEWXCHG Y

Z []\ ^,_a`cb W _]d9^

egf �h� i��
jlk�mEnporq4nts(u&v&w

xzy({|~}~�E��� j y���� s��E� y e � ���g�� �,"4� �g�� 
�9�c�����(�0� s(���



 

 

 

 

 

@†Ôm�éi@â@@@@@@ @

ìm@
  

             

@
 



���������

	�

� � � ������������� ��
�� � 	��  "! #$� �%� �&����' � ( ) *+��� , - 	�. /10 KKM 2 /3��4 #+� 5 67����8 9%:;� *<� =>�%� ?@� 9BA ?C�D	�

�E�%���F��� ,�G;
H� IJ*%0LKM�.H#L0LNPO�Q7*;���C�HRS? ��(�*���� �B� TVUW!WU ��IJ*�� �B8YX�Z\[�]H^�5� �!W*`_ 	�� 6a�bAcUd!W �4��@� e&�Efhgi=B�E^�TVj
[�]H? ��� 
���9h!W*�NPO�Q7*;���C�kRS? ��(�*l��� �B� TVU�	�
m���L��� ��
���� 	��  &0LAcUd!W l4��@� e&�Efhgi=%�E^�TVjn0 KKM 2 /3�H!WZH	o���

��� ,�(�#n	�
d:;NPO�Q7*;���C�HRS? ��(�*���� TVUc:KKM 2 /3�k:KKM 4�6W� p�=>: 	�� O�gi*`�EqH.H��r7*"4�6W� p�=
s�t ����uwv�x�y z�uwv

[�AcUd!W l4��@� e%�Efhgi=%�E^�TVjW:;RS? ��(�*



� �������	��
 � 
������

� � y �������Y���
� �! #" �$��% "'& ��(>y ��)+*Ly  y ,.-!/10  � y 243 5
�

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 	�� O�*;��=%!Wfh# ��� �B� TVU � [ �
6

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 	�� O�gi*"�EqH.H��r7*`��� ��4�6W� p�= 7%[ �
�98

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �+.�:l�<;�.HG .H9 .H- � [ �
� 7 =?> t y (A@CB�% � y vD* KKM E  B�FDG H
� 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �E*oO�gi* � [17
�JI

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . !W-@� *oO�gi*
]HGBO�5�KF0P'V? 	�� IJ- 7%[17
�L6

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . KKM !WZ O�5�� 2 /3� � [17
�NM

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . KKM !W-@� *oO�gi* 2 /3� I [17
7AO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . KKM !!P�? ;�.HG .H9 .H- 2 /3� Oc[17
7 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4��@� e&�Efhgi=B�E? �$Qh= 	�
+
���� 	��  R [17

i



��� �������
	���
������ ��� �������
	���
������

�<8 � ��� ) B�% "��  B���) t y (>y ,�� �

�<8
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . � �i��� ^�=��Y^�9H0��E*oO�gi* � [ �

�D6
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . !W� O�Q7*;���C� 7%[ �

I �
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . NPO�Q7*;���C�H��� �B� TVUa��� �P!!:���? 0 � [ �

I+6
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . NPO�Q7*;���C�H��� TVU�	�
m4��@� e&�Efhgi=%4�^�/ � # I [ �

O 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . RS? ��(�*���� �B� TVU���?@� Z3� �� F� !�- 	�� Oc[ �
O M � ��� ) B�% "��  B���) t y (>y ,�� � @#"$� � v * KKM t y  y ,.- %

O M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . AcUd!W l�E^�TVjn0 KKM ��� ?@� TVj � [ I

R'& . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]H��^
(h � **) ]H��^�5�^�*"�E^�TVj 7%[ I
6 I

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . !Wfh# ��^
+ �EG�� (h*"O�5�K � [ I
&DO , %�y -�)
& M �/. ��u10NG " E % �/2$� y � E )�y G�� 3 " *

ii



� ������� ���

A Ua!  �NM R �	� � Z"0�O ? 
�� :`! U � I *�

� P ? .  ;	�0o��� *�0	�l! P Z�. -C�	�.  +:�� � ( ZW�  �� Z�. - �NM 7 M�� � Z KKM 2 /3�

� � UdR ? �NM R'& � � Zm	�
��@	�0>�� �`[B4 U � ?��a� , 6 A Ud! Z O 5 �L] G%� �%�  �
�� 
+] ^ � I -�O I �%! �B� 5 ( *<� =�4 G�� � � � �	������
�NMN6 7 � � Z [�
�. 6 ! *`_�O =C� . # A U )7	�0>�� �%4 �@� e%� f g =B� ^ T jW��. 5  ��b] ���  `
�. � =&� �C�	��bA Ud! Z O 5 �L] G ����4 �@� e%� f g =
0 KKM 2 /3��� ^ Z�0L
�� � 	��  3[�
��  l4 �@� e%] � ^ (  � * ) ] � ^ 5 ^ *m�+0�� ( *<� =BR ?&
�. # ! Z O 5 �L] G&�m� ^ :;	�� P �%� �%A U
��� �P� #+� 6"0�! f #l� ^ + ! I �@� -�� ^ G�� = �B	�
+:! �#" $ ] � ^ (  � * ) ] � ^ 5 ^ *7�+0�� ( *<� =b0% �#" $ 4 �@� e%� f g =>� & ^ T j
� � ^ ' � ? 	 :;�+��� �&� & ? � Q =B:;NPO Q *(� ^ G�� = �l:;! -C�� ^ ^ ) ->��� , ? 0�� ( *<� =�:+*m� ! f =C��0P4 �@� e&� f g =B� & ? � Q =BO 5 =@� *
����' � ( ) *
� . ) , *`� 5 ^ *;� A ?C�D	�

! ?@� � � � 0 � 9 � � r =C�k� �h��
H� ? �P�%� =C� 
m! ' � ? 	P� -&O ? 
�� :l� �o_ � ^ p =C�k� ( ( �C� 0 � . � q
0�! G�� *
:-�

	. =@� K :-�/��A K :-�0�1. =C� 
+:-�32��%� -%:+4��&�. ?%:(56� � ^ Z :87	9F�  �:!:F! ( � # � �&�&� . -h! *�� � � � ���c���o�  �O = 
�� :
4 �@� e%� f g =>� & ^ T j<0 KKM 2 /3��! ZH	o� �&� *<� =B�%� ?@� 9BA ?C�H! � /3�<; . '`. * [�
�. � =%_ 	�� 6a� . . . 0��6�C	�� ) Uc:-�-�$! =C�� = qb�
0P! I �@� -3� ^ G�� = �&����! -@� *oO g * � 0>� 2 > U�	�
`� O ( �C�%[w4 Za�HNPO Q *�� �C�HR ? � ( *`��� �B� T UH	�

���L��� ��
�� � 	��  B0PA Ud!  

2 /3�H!WU ��IJ*`�E� � 0 
 2?> U�	�
�0L]H? 	�0H�L!W*`_�O�5�=C� .H# !W(@�m�	F� ����&4�Za����� ^�=%�E*<� =%�%� ?@� 9BAc?C�H�EIJG�� fh*"� ����%�E �	L!Wgi^�g3�
Knaster A

Kuratowski B
Mazurkiewicz C

Ky Fan D
Browder E

M. A. Khamsi F
W. A. Kirk G

Sims H
George Xian-Zhi Yuan I

Tan A-J
Dung A/A
Chen A
B

Chang A C
Zafarani AKD
Fakhar ALE

�



��� �B� TVU�	�� (�#+� Z � .HZ 2?> U�	�
+8YX�Z\[ ]H? ��� 
���9&!W*`���h���H!W?@� ��
���� 	��  �� �C�	��bAc^�5 � ���W0����F'V�w(�)7*1; � .H=C�w0 KKM
0�� , = �&���o! = � ( ) *+��� , G�� � *m�%� ^ �B� �&� �B� T U A ?C�D� ( , �%4 #+� 5 6 � � � �H0P_�
�� 
�	��� jd� I G�� f *+
 	�. * �	�NPO Q *;� �C�bR ? � ( *

�-:lA ( = 0�� ? �%� Z�. - �NM O R � � Zm	�
m�  �NPO Q *;� �C�HR ? � ( *���� �B� T UF[�] ? ��� 
�� 9&! *l� , = �L��� , G;
H� I *%0LKM�. # ! ZH	o� �

L∞ 0 `∞ ��� �B� T UaO 5 =@� *`! = � ( ) *`��� , G�� � *%0P�%� , / � # ��� � ! :�� ? 0 2 ^ G;

� �B:wO = O 6 ! U � I *	�
7���O  � X � ^ =@� 9b0
NPO Q * � ^ G�� = �l:;4 �@� e&� f g =%� ? � Q =&� � � �l���o! f #$� ^ +�� ^ G�� = �&���o! = � ( ) *
��� ?@� T j�� � ! eC�H� � � �h! ! ZW� 5 *
_C� p ?@� �
� & ^ T jd� � � . Z�. *l� �B� T UdA ?C�	�

� ^ T jaA ? � ( U 0�� I *&0PA ^ G 0>��� �&�&� . -h! *l� � � �F���c[�O = 
��  l] �%�� U KKM 2 /3� 0

R ? � ( *`��� �B� T Uo	�
 KKM 4 6W� p =%! U � I *�� � � 	�� , K 2 > U<	�

4 ?@� , = 	�
 [�
�. � =&_ 	�� 6a� � 4���
 	�� . Z ) �
5$A ?@� Z
[�
�� 
+] ^ �%� . #`	��� jd� I G�� f *

 	�. *l� �B� T UcA ?C��	�
`�	P� , = �L��� ��
�� � 	��  `! #$� �H0�A Ud!  h0 KKM ��� ?@� T jc:;NPO Q *;� �C�

� �m�� *`� �&O =C� . -&! *�� *<� =&�%� ?@� 9%A ?C� � 	�� , K�0 � 0 
m��� � 2 > Un� � _ 0�� q+� ( , ^ �%� I G�� f *`� �� �&O 5 *`� j�� q _�O 5 =C� . #
[�O�?@� ��=&�EIJ�m���*�� � : 6 : &c: �L� : � R : � &c:97 8 :97 � : � I : �D� : � R	�


���
 ���������������

��� �"!�#�$�% ��&�'

Aronszajn A F
Panitchpakdi ALG

Sine ALH
Soardi A I

7



����� �

���
	 � ��� 	�
 ��� �<� 
�� � � ��� ����� � � �����

� �m�� *�����4 6a� 
7] ^ �%� . #`��� ^ =B! - �F��� , � > U�	�
m�  �! g ^ g �l0�! I �@� -�� ^ G�� = �%���H! � , *"��� ?@� T j<0P' ? 	�� I -�� ) �BA ?C��	�


[�]H^�?@� ��=&!W*`�%� ^�� � �<8 :+7 M : 6 : I �

���  "!�#"$&%('*),+.-0/1- 243 57685

bO q R ? x ∈ X � � � �b� :��H] ^ *<� = 	�� O *;� =%! f # ��� T UdR ?c�	P! g ^ g �3
�� O q �H�&� O ^ *`�+0o	��	 X �+	�� 
�� �h��� T U

�E `O�6W� �%_�O�6  .H� ��*��%� 5�K x � ��= � � =&�E� ‖ x ‖ O�5�=@� *"! =i5�*�� =%!Wgi^�g3�
‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖ : X 	�
 y 0 x ����� ����H�E�:9;�

‖ αx ‖=| α | ‖ x ‖ :>O�6W� �%!Wgi^�g3� ��
bO�q α 0 x ∈ X �$:��;9dN
[�O�5� �N � r7?C�o�	 x = < �+0�� (h- ‖ x ‖= < 9>=

!W5�IJ?&4�Za�D	����j ���%! ��� ��*`�+0�� (h*<� =:9>�@?
�E�&�E� .H-&� �
‖ x− y ‖≤‖ x− z ‖ + ‖ z − y ‖, (x, y, z ∈ X)

�



��� ��	 ��� "����	� � 
$� ���
����� "���� ������������
$� � 	�� � � � ��� ��!"� � � #�$%��&('��

R ? d(x, y) =‖ x − y ‖ � ( *l� � 	�� O *;� =&! f # ��� T Un� � �  `O ? 

�&� . -&! * 9 = ?%0 9 N ?`� �&� � . -h� �%A ?C�� �@� 5 �
[w4�Za�H�m��(�*���� TVU

�E�%�E l�	h	�� O�*;��=%!Wfh# ��� TVUaRS?H0 [�O�6W� �h���p��������&	�
m! ,h ��EG�� !�= 
����P_C� : ���P]H^�*<� = 2 *<�  �	L�m��(�*`��� TVUaRS?

[�]H^�? .�:*)d� =@� �%��� TVUdRS?&O�6W� � 2 *<�  ��m��(�*���� TVUa�&� .H5�q

�E ��+	�.�+ �E�BO�6W� � X �+	�� 
����h��� TVUa�+0o	��<;�.HG .H9 .H-&RS? τ O�^�5� -, ��U

[�O�5�6W� �B�E(
(h�%�+.HTVq RS-&�EqH.H��r7*`�&� .H5�q �E�  F� gi=%�E��� 9;�
[�O�5�6W� �B�E(�Z�.H^�9 τ �<;�.HG .H9 .H-&4�Q7-&�+	�� 
����&��� TVU � � ��q � 9dN

[�]H^�*<� =%RS? ;�.HG .H9 .H-&�+	�� 
����h��� TVUdRS? �	 X �W	�.H/ Ac?C�D	�


R ? ;�. G . 9 . ->�+	�� 
�� �&��� T UaR ?h� �B
�. # � � = � Z�. -B_�O 6 O ^ G . ->�<;�. G . 9 . -%� � 	�� O *;� =%! f # ��� �B� T Uc� � ��� . G

[�O�= .H6 !W* 2 ? O�!�-


bO q R ? H 	�
 x, y ��� �J	�� 
�� � ���0/ - � *`4 = �l� ��� �b� :��k] ^ *<� =B! � #m� 
7Na� ' ��� T UaR ? �	 H �+	�� 
�� �&��� T U

s�O�6W� � 	����j ���b��? �	�"?C���6 �E �O�6W� �%_�O�6  .H� ��*��%� 5�K x, y !W�w#m� 
+Na��' 2 / � � � � =%�E� (x, y) O�5�=@� *"!Wgi^�g3�
(y, x) = (x, y) 9B�

(x + y, z) = (x, z) + (y, z) : x, y, z ∈ H ����� ���� 9dN
(αx, y) = α(x, y) : ��G�� P�Za� α ����� ����H0 x, y ∈ H ����� ���� 9>=

(x, x) ≥ < : x ∈ H ����� ����H�E� 9��
x = < �$:��<�"giU$0c�$:�� (x, x) = < 9 1


��� l'V? ��IJ-k��? � �W	�.H/ �E�h�	 x � ��= x ∈ H ����� ����H�E�&�&� .H-%!W*32a� ���"?C���6 �E�&�E� .H-&� �%Ac?C�D���@� 5��
‖ x ‖ � = (x, x)

I



��� ��	 ��� "����	� � 
$� ���
����� "���� ������������
$� � 	�� � � � ��� ��!"� � � #�$%��&('��

x, y ∈ H ����� ������E�%�E `O�5�5� �!W*`N � r7?C�H!W�w#m� 
mNa��' ��� TVUo	�
m_�O�6 �%� ^��BKM�.H#�� � 3 � " ��� t * y . )`y G
| (x, y) |≤‖ x ‖ . ‖ y ‖ .

H _C� p = �lO 6W� � 2 *<�  `�m� ( *"��� T UcA ?C�H_C� : � �d0P4 Za�k�m� ( *"��� T UaR ? H 2a� � 	�
m_�O 6 ' ? � I - � � =&� �%� � . -B� �h� . G
4 Za���m0�� I * ; � '�2d�H�+��� . ( *

H� Q -C�k� �%�  B� ? �L
H� Q -C� H �a� ! � ^ �L��� T Uo	�
V[�
�. 6 ! *`_�O ^ *<� = �a� ! � ^ ����� T UaR ?

O�6W� �%!W*>	����j ���

‖ x+ y ‖ � + ‖ x− y ‖ � = � ‖ x ‖ � + � ‖ y ‖ �

Na� T � / � � �  �4 Za�D	��� j � � H �a� ! � ^ ����� T U�	�
m4 Za��� ? � �W	�. / � �&�  l�+��� Z ! ! f jW
H� Q -C��	�. +3A ^ � �a0

O�5� �!W*`�%� ^��&� � � ��= / ( �F��� �	 (x, y) !W�w#m� 


	
(x, y) =‖ x+ y ‖ � − ‖ x− y ‖ �


 � ��
������ ��� ��� � S : X ×X → R � ���  !#"%$ ��� & 
 ' ( ' )+*,�-�.�/� & * � 0 �1� � X $ ( 2 3546� � 5 � 5 � 5 0  B�243
7 ( ���%&�8:9%� �.��; a, b ∈ R �=<>
 x, y, z ∈ X �=<?*@� � &BA � C �=< 7 (%�.D C

S(x, ay + bz) = aS(x, y) + bS(x, z) EGF�H
S(ax+ by, z) = aS(x, z) + bS(y, z) EJI�H

� K ! �L� Y �-� $ M � ! 
 � �N* � 0 ��*,D O 8 & X �-� $ M � ! 
 � �P* � 0 �RQ-� T : X → Y 
 � �TS � $ U O H � 5 � 5 0  B�243
7 (%2 3V
 M>W �X�=Y:OZ�=�.Q@[\�GD-] 8:& � �,^`_a��� ! 
 8:9 �.� C

‖ T ‖= sup{‖ Tx ‖; ‖ x ‖≤ b }


 M � c � d e �B^L� $ ( M F ^`_f�L� 8 3 Y = F � C � "%$ 2 M-� ! 
 M �-� $ ! � � 3g
 � �hS � $ U Oi� �Z� � T A �  ! _ ‖ T ‖< ∞ A � C � <
B(X,Y ) � & � � Y 8 & X Q-���-� $ ! � � 3?
 � �N* � <jS � $ U O 8 k < 8 l D k m Mn" 7 ( �.D C 
 � �o� Y & � Oi� �Z� � T A � C ^`_ $ ��� &

" 7 (%<p�>
 Mrq � �%k�!
O



��� ��	 ��� "����	� � 
$� ���
����� "���� ������������
$� � 	�� � � � ��� ��!"� � � #�$%��&('��

� �.Q * � < A �-� � C Y �-� $ M � ! 
 � �N* � 0 � 8 & X �-� $ M � ! 
 � �P* � 0 �RQ-� T 
 � �hS � $ U O � <g*@� � & � � 5 � 5 E ��,.-
� $ 2%c/� � Y M

" � e ���-� $�! � �:3 T E _

" � e � 8:9%e D-(�� T E��
" � e � 8:9%e D-(�� X Q-� 8 � ' ! � ���L� T E��

2 [�
�.H6 �EIJ�m���*�� �<8 �c�E�@� = y ( B�%
����	�� O =C��  `! f # ��� �PR I �@� -B� � �P� qH. � r *"�	 X∗ = B(X,F) [�O 6W� �i	�� O *;� =B! f # ��� T UWR ? X ] ^ 5  , � U

� ?@� � = (X∗)∗ = X∗∗ � � � ^ =&�	��%� :@0 
+��� T Ua�%� :@0 
 [�O 5 *<� =>! * X �%� :@0 
+��� T U �	����L�  ":w] ? � ^ :�! *>� Q = 	�
 X
[�]H^���
+!W*

; A $ � A �`�.� ϕ ∈ H∗ � <?*@� � & ; $ ��� & [>� U 	 ( < * � 0 ��� � H $ ( 2 3f46� � E � 8 � � ��

� �.� q � � k ! H % � 5 � 5 E ��,.-
8 3f*,�GD�� 8:& �X�-�.� �`D���
>�/��� & ����� 2 M v ∈ H

∀h ∈ H, ϕ(h) = (v, h)

; A 
�� lj8:&

| v |=‖ ϕ ‖H∗

2 [�
�.H6 �EIJ�m���*�� I �c�E�@� = y ( B�%
�L� �=�������j� �%k����G�  �� 8:l D k�m M �=�.Q\� ��*,
 � ) A � C �=< 7 (%�.D C �=������
B� � $ �j� � X � �! GD-c D��.D:Oi* �%0 �#" � 5 � 5 0  B�243

"%$����%& X
Rieze-Frechet A

R



��� ��� 	������	��
#	-� � 
����*� 
 ���0��� "���� ������������
$� � 	�� � � � ��� ��!"� � � #�$%��&('��

8 � � � � �1*@� �-�.�\^`_ Q-� 8 � ' ! � < A � C � < 7 ( �.D C �g$ � M�� Y � D M � � X 
 � � � �! GD c D �.D O1* � 0 ��� � 5 � 5 0  B�243
"%$����%& �g$ � M * �%0gl � �%& 
BY�� D M

���  �� !���������� ! +.-0/ �"! -$# $ %&685

A $ 2 <p� ^ � & !1� Y ^`_Z�L� 8 3#� � S : X → � Y � ���  ! "%$ 2 ��� & 8 l D k m M 
�� X,Y $ ( 2 3f46� � 5 � H � 5 0  B�243
[\�GD ] ' � � 8 &BW �X� Y O�' � ��Q-�i
 Y ( U � �G� ( M � � " 7 ( �.D C �-� $ ' M\8 l D k m M#� ���  ! � �p; $ ��� & 
 M Y 
 ! � D O 8 l D k m M
8 l D k m M#� ���  ! � � [\�GD ] 8 & � � s− � ^L� D O 
 M,8 & ( k < $ ��� & *,�-� $ ' M � O*) & � O�� � s : X −→ Y � C � 8 3 � e �

[\�GD-] 8:&�� � D�� 8:l D k�m M � � y ∈ Y �=<g*@� Q-� 8:&B8 3 " �/�:3 W �X�=Y:O��-� $ ' M

s− � (y) := {x ∈ X ; s(x) = y}

* � < 8 l D k m M 
 S � ��� � ' M � � Sx * � < 8 l D k m M "%$ 2 3 
 M � + � 2 9 M f(x) = y 8 c/� � Y M *@� � &
" 7 (%�.D C S �=�.D��VO 
i�-�.�`D k�!-, ( O �JO 8:& � � S(X) = ∪x∈XSx 
 GS = {(x, y) ∈ X × Y | y ∈ Sx}

� ��� � ' M 
 A �`D & S ^ 
L�-� 
 � ���  ! y 7→ S− � y = {x ∈ X | y ∈ Sx} 8 3 S− � : Y → � X � ���  ! H � H � 5 0  B�243
" 7 (%�.D C S * � <�� � OZ� �,^`_

� � ^`_ � ��� � ' M 
 A �`D & S ^ � C 
�� � ���  ! y 7→ S∗y = X − S− � y 8 3 S∗ : Y → � X � ���  ! � � � H � 5 0  B�243
" 7 ( M-�%! S * � <�� � O 7 <

_C� : � � 4 Za� S : X → � X 	�� O g *�� qH. � r *`4 6W� p =h� �� �h4 �@� eh� f g =%R ?W�	 x 2 ∈ X � f g = % � H � 5 0  B�243
[ x 2 ∈ Sx 2

6



��� ��� 	������	��
#	-� � 
����*� 
 ���0��� "���� ������������
$� � 	�� � � � ��� ��!"� � � #�$%��&('��

[�O�5�6W� �%!W,�-@� =&!Wp���� S− � y ���L��� �J	�� - �$:��o� ,�5�-k0c�$:��;9 S(X) = Y !W5�IJ? ?"4�ZW� 6�.H9 S �E `O�^�?@� ��=%�E� .H-�� BHv��$3
]H? 	�� 
 S(X) = ∪x∈XSx �#P�5�?C�H� �&�E� .H-&� � S(X) = Y ]H^�5� , ��U 9 ⇐ ?V[ � � !�eC�

∀y ∈ Y ∃ x ∈ X 3 y ∈ Sx⇒ S− � y 6= φ

[ S(X) = Y ]H^���
+!W*��%� ,h= S− � y 6= φ ]H^�5� , ��U 9 ⇒ ?
∀x ∈ X ;Sx ⊆ Y ⇒ S(X) = ∪x∈XSx ⊆ Y 9 � ?

∀y ∈ Y ;S− � y 6= φ⇒ ∀y ∈ Y ∃x ∈ X ; y ∈ Sx⇒ y ∈ ∪x∈XSx⇒ Y ⊆ ∪x∈XSx = S(X) 9 7 ?

7 �X�=( C 
 M �`K ! �L�B�=�.Q\[\�GD-] 8:& � � S 8 2 M �.��" � H � 5 0  B�243
D(S) := {x ∈ X ;Sx 6= ∅}


B2%Y-� Sx �=�.
 � �VO�� �%k�9 ��� �%& � e �G� & � � & � ( ! S �/� & 


R(S) =
⋃

x∈X

Sx

� ?&� ( ( � S � � � *"O 6W� �%� ( 6a� 
m�	�4 ^ / � # ��� G 	�� 
�. � =b� :��o� , 5 -k0W� :��o4 Za� P 4 ^ / � # � �	�� 
 S ] ^ ? . :�� B v�� 3
[�O�6W� � � � ^�/`. > # Ac?C�H� �	�� 
+���h	�� 
�.H��=b�$:��o� ,�5�-k0c�$:���4�Za�%[�[�[ 0�NPO�Q7*�� ?&_�
���,hU

� �C� . -&�+0o	 2 � q A ?C�o� �&� � . -h� �&O 6W� �&� � � qH. � r *"�+0o	P! ?@� - 0 
 2 � q R ? _�O 5 ��
+�%� , = ∗ O ^ 5  -, � U

]H^�5� �!W*`'V? ��IJ-k��? � �W	�.H/ �E�&!W?@� - 0 
 2 ��q7	�� O�gi*�) �EqH.H��r7*

S � ∗ S � : x −→ S � x ∗ S � x
S � + S � 0 S � ∪ S � 0 S � ∩ S � � � ��*"�&� .H5�q �E�

_C� :���� :w
 	�� p�5�� Y ��� ���EqH.H��r7*>��? ���E� �	 Y ��� �P�EqH.H��r7*>��? �P�E `O�6W� �%!W(�6W� p�= α �$:��D	�.�+3Ac^����d0
α(S) : x −→ α(Sx)

&



��� ��� 	������	��
#	-� � 
����*� 
 ���0��� "���� ������������
$� � 	�� � � � ��� ��!"� � � #�$%��&('��

[w4�Za� S ����!WIJ^�Z�.H- G �E `]H^�? .�:l4�G�� � Ac?C�D	�
�0 GS ⊂ GG �$:��o� ,�5�-k0c�$:�� S ⊂ G ]H^�? .�:h0
� <g*@� Q-� 8 & 
 x � , x � ∈ D(S) � <g*@� Q-� 8 & � C � � � 2 OZ
 � C � � e � �g$ � M S �-� $ ' M>8 l D k m M@� ���  ! � � H � 5 &��

7 ( ���%&�8:9%� �.� t ∈ [ < , b ]
tSx � + ( b − t)Sx � ⊂ S(tx � + ( b − t)x � )

	�
�NPO Q *F� qH. � r *lR ?a���a	�� 
�. � =�� :��$� , 5 -�07� :��n4 Za�<NPO Q * S ' ? � I -W� �W� � . -W� �g�D= y ( B %
� . G (x � , y � ), (x � , y � ) ∈ GS �W	�. / A ?C�w	�
 y � ∈ Sx � 0 y � ∈ Sx � �  O ^ 5  *, � U � � � [�O 6W� � X × Y

ty � + ( b − t)y � ∈ �$:��o� ,�5�-k0c�$:�� (tx � + ( b − t)x � , ty � + ( b − t)y � ) = t(x � , y � ) + ( b − t)(x � , y � ) ∈ GS

2 [ S(tx � + ( b − t)x � )

 �-� $ ' M58 l D k m M5� ���  ! T : X → � Y ;X� �! GD c D �.D O�* � 0 �i
�� X,Y $ ( 2 3g46� ��� � H � 5 0  B�243

"%$����%& ) & � O�� � f : X × Y → R

Q �%& 
  � ��� k <f; T (x) ⊂ V 8 3 V Q �%&�8:l D k�m M �=<>
 x ∈ X �=<?*@� � &BA � C �=< 7 (%�.D C 
B� � �%&�8:9%e D-(�� 8:U%� � � T EGF�H
T (z) ⊂ V ; z ∈ U �=<g*@� � &B8 3 *,�GD�� 8:&B$����%& �`D���D M X �L� x Q-� U

N(x) Q �%& 
  � ��� k <f; T (x) 6= φ 8 3 x ∈ X �=<?*@� � &BA � C �=< 7 (%�.D C 
BY�� D M	� � � 9%� � � (%] � �P*@� �-�.��� � T EJI�H
⋂

z∈N(x) T (z) 6= φ 8 3f*,�GD�� 8:&�$����%& �`D���D M x Q-�

8:l D k�m M ; y ∈ Y �=<g*@� � & A � C �=< 7 (%�.D C Q �%& 
B2%(%� � ��* � < q�
 & *@� �-�.��� � T E
� H
$����%& Q �%& X �L� T− � (y) = {x ∈ X : y ∈ T (x)}

�=<>
 y ∈ Y �=<?*@� � & A � C �=< 7 (%�.D C y �L� E 
B� � �%&B8:9%e D-(�� 8:U%� 
 W H 
B2%(%� � � 8:9%e D-(�� 8:U%� 
 W � � f(x, y) E��RH
$����%&B8:9%� �.���`D���
 x′ ∈ X ; E {x ∈ X : f(x, y) < r} 6= φH {x ∈ X : f(x, y) > r} 6= φ 8 3 r ∈ R

" E y ∈ int{z ∈ Y : f(x′, z) < r}H y ∈ int{z ∈ Y : f(x′, z) > r} 8 3 *,�GD�� 8:&

M



� ��� ��� ��� ��� � $�� ��� "���� ������������
$� � 	�� � � � ��� ��!"� � � #�$%��&('��

� ! 6 ) W ?"! 5 ^ ?@� 9>� ( Z�. ^ 9�� ! 6 ) W _C� p = ��:wO 6W� � y 	�
 9 ! ?�2a� �B� ( Z�. ^ 9>� ! 6 ?+! 5 ^ ?@� 9B� ( Z�. ^ 9�� ! 6 f(x, y) � :��%s B v�� 3
4 ^ / � # � �	�� 
 T _C� p = �F:wO 6W� �b��� �h! 5 ^ ?@� 9%��� � � ) �h� �	�� 
 T � :���:;_ 0�� q � �l[w4 ( � � ^ = y 	�
 9 ! ?�2a� �h� ( Z�. ^ 9

[w4�Za�H!WI '`.H* 9S���(�6a�

+ �	� +�
 �	� �	
 �	� �
685
)d� =@� �B��� �B� T U�	�
m' ^ I ' ! :�
�� , Ud� 5 ^ *;�%	�
m�+. :l�<;�. G . 9 . - � . , = *���� �NM RDR � � Z+	�
�
�� � 
 � � $ 0 ��� �� � � � � � � �
KM�. # ����! #$� �"[w4 Za����� � � � � $ 0%� �+0�� Ui
�. :B	��  2 / � � :�� �98 ������� ( U � : � � � ) �%A ?C��/ G�� f * [�O =C� _�
��  �_�
H� = ( Za�

[�]H^���
k!W* ;d� �n	�� � �98 �c�E�h�	�_�O�5�=C� .H#3: ��(@,h^�� � � ^@� ���L0��%� �i���%� ����H0L]H^�5� <!W*>�� ��"�	L���F]H,�*
� <j*@� � & ^`_ �L� 8 3 X *,
L� *  GD c D �.D O*' �X� O W ( Y � "%$ ��� &��Z� ! � & * � 0 � � � X 7 ( 2 3?46� � 5 � � � 5 0  B�243

* � < *,D C ; ρ ∈ R+ 
 x ∈ X

B (x, ρ) = {u : ‖u− x‖ 6 ρ}

" 7 (%<p��
 M ^ � & ! bX �%& � � ^`_ 
 7 (%�.D C *,D C *  GD-c D��.D:O�� � $ 2 ���%& 8:9�� &


�.H6c!W*`_�O��B� ,h*
V = {X\

n
⋃

i= � B (xi, ρi) : n ∈ N}

[�O�5���
k!W*"�<;�.HG .H9 .H-%Ac?C�H� ����&�E?@� 9%RS? 2 ^�P(,h-B: ρi < ‖xi‖ : i = b , ..., n � � ���

� " ��� ��� B�%
[w4�Za��� 	�0 O�ZW� �P�<;�.HG .H9 .H-&RS? bX 9 �

[w4�Za���E(�Z�.H^�9 −bX : x→ x+ y 4�6W� p�=>: y ∈ X 4��@� eb����� �����9 7
[w4�Za���E(�Z�.H^�9 −bX : x → λx 4�6W� p�=>:;4��@� e λ > < � � ����9 �

Lindenstrauss B
corson C

Godefroy D
kalton E

�98



� ��� ��� ��� ��� � $�� ��� "���� ������������
$� � 	�� � � � ��� ��!"� � � #�$%��&('��

[w4�Za�H�E(�Z�.H^�9 −bX : x → −x 4�6W� p�= 9 I
[w4�Za�D��?�.�9�� 	�� ��6 !WI '`.H*��E?@� 9%RS?&� �	�� 
 x ∈ X ���P:wO�6W� � ��?�.�9�!W?C� O�� X �$:��"9 O

8 9 � �.��; y ∈ X � <?*@� � & � C � � � 2 OZ
�� C � � e � �  k < x � k e 8 & vn ;�*,D C *  GD c D �.D O � & X * � 0 ���L� H � � � 5 E ���NG
7 ( ���%&

lim inf ‖vn − y‖ > ‖x− y‖ .

8 3?
 k ��� 8:&B$����%& �`D���D M y ∈ X 7 (%2 3 46�=� ^`_a* A $ < � & M *@� � &
lim inf ‖vn − y‖ < ‖x− y‖ .

‖vni
− y‖ 
 ‖x− y‖ ' ( & � � α ∈ R " ‖vni

− y‖ < ‖x− y‖ 8 3 *,�GD � 8 & �`D � 
 M>� � � � (vni
)i∈N

* 8 c � U ! � � �.Q
;J
  � � � k < −bX ^`_ � & (vni

) * 8 c � U ! �/� �.Q " 7 ( <p��
 M S ( d & O � � x Q-� X\B (y, α) 
  � � � k < 
 bX 
 A �/� 3�� � ( 9 ���
" � � ( ! � �  k < x 8:& (vni

) � � " � e � 
 � O � � � 9%� �R*@� �-�.�
^ D � 
  � � � k < � � A � C ^`_a; $ ��� U ! � �  k < x 8 & *  GD c D �.D O 
 bX 8 & � U � ! X �L� (vn) � C �p; � d l � &
�-� � � 
  � � � k <?^`_f�L� � < vm ; m > n � <,
 n ∈ N � � *@� � &�8 3?
 k � � 8 & � e �p�`D ��D M V = X\

n
⋃

i= � B (yi, ri)

7 �.�-�.� ; � < yi 'B� � 
 M-�%k Oi*@� � &>"%$�! �=( C 
 k�!

lim inf ‖vm − yi‖ < ‖x− yi‖ .

�D�



� ��� �

��� � ����� � �D� ��� �
KKM 	 � ��

�

� !  �� ! 576 %
� 
6�LP�? .H ;	�0o��� *B0 ��!!P�Z�.H-C�	�.H ":-����(�ZW�  � �NM 7 M�� � Z

Knaster Kuratowski Mazurkiewics

� p , ?@� � = ∆n
0 N = { < , b , . . . , n} :wO 6W� �%! ( ! � *�� ^ Q / 
bO q R ? n O ^ 5  -, � UPs>O = 
��  �4 �@� e �	W� ? �P_ 	��� :

O ^ G . -%� � 0 S ⊂ { < , b , . . . , n} � � � � � �l[�O 6W� � Rn+ �m��O I � ) n+ b ! Z O ^ � jb�k��� T U�	�

O �m�0 9 
H� Z ) n

∆n
��� C = {C 2 , C � , . . . , Cn} � ( ( ��� 6�. 9�[�] ^ ��
7! * � ?@� � = ∆S

� � �	 ∆n
��� ei

O �m�0���� �J	�� 
�� ��� Z�. -%_�O 6
Knaster A

Kuratowski B
Mazurkiewicz C

� 7



� 	���� 	 ��� � ��� � � 
�� ��� � � $ �
KKM

� � ����� � &('��

� :��HO = 
��  �4 �@� eh� , = � [∆S ⊂ ∪i∈SCi
] ^ 6W� �B� ( 6a� 
 φ 6= S ⊂ N � � � � � �%_C� : � ��:w] ^ ? . : KKM � 6�. 9&R ? �	

2 /3�<�	P� r ^ ( =>A ?C�c[w4 Za��! , -@� = ∩n
i= 2 Ci

_C� p = �F:wO 6W� � ∆n
��� KKM � ( ( � � 6�. 9hR ? {C 2 , C � , . . . , CN}

[w4�Za�H_�O�6 _�
�� 
#�Y?@� ��=b��? � 2 P�6m	�
m���L!WZ O�5�� � .H, =i* [�O�5�? .�: ��^�= KKM ]HG&� ? KKM

�lAcUd!W �NM R �	� � Z

��� 	�

�

] G&R ?o0P
�� 
 �V� ( ( :lO I �h! �B� 5 ( *<� =B� 	�0 O ZW� � R ? ;�. G . 9 . -h�+	�� 
�� � ��� �B� T Ud� �c�	 KKM R ^ Z �  � ^ T j

[w4�U � ??�a��,�6 AcUd!WZ O�5���]HG%�E�&�E `
��� l4��@� e 	�� O�gi*"�EqH.H��r7*`��� ,�(�6W� p�=%� ����&!WZ O�5��P!WZW� Za��	�� ^
(h�%!WG 0P!W-@� *oO�gi*
4 �@� e&� f g =B� & ^ T j � � =%� �h��. 5  ��k] � �  `:w
�. � =&� �C�	��kA U ! Z O 5 ��] Gb����4 �@� e&� f g = � 
H� I *`R ? �C	�0>�� � �NM RDR � � Z
	�

������� ��
�� � 	��  %0PA U )7	�0>�� �&4 �@� e&� f g =B� ^ T j����o��
H� ? �P��� � � ^ Z�. -%���c����O I ��[w4 Za�D	�. , , *"A U$)7	�0>�� �
:;�+��� �%� ? � Q =�:;NPO Q * � ^ G�� = �`:;! -C�� ^ ^ ) -���� , ? 0�� ( *<� =�:w] � ^ (  � */) ] � ^ 5 ^ *7��� , ? 0�� ( *<� =$:+*m� ! f =C��0P4 �@� eB� f g =�� ? � Q =

Ky Fan D
Brower E

�L�



"�$ � 	���� 	�� ������� � !"� � � #�$ �0� � ��� � � 
�� ��� � � $ �
KKM

� � ����� � &('��

�+0�� ( *<� =>R ?&4 ( =C� . ->
�. # ! Z O 5 �L] G%�m� ^ :;	�� P �B� �BA U �NMN6 7 � � Z\[�O ? 
�� :�� �C�	��H� ( ( �C� 0 � . � qm0P! G�� * � � ^ ' � ? 	


�. 6 ! *�_�O ^ *<� =>A Ud!  �] � ^ (  � **) ] � ^ 5 ^ * 2 /3�o� ?%A Ud!  �] � ^ (  � **) ] � ^ 5 ^ *"�+0�� ( *<� =B�  �] � ^ (  � **) ] � ^ 5 ^ *

� ? � Q = 	�

�+	�� ^ ( �&��� ��
�� � 	��  l�  l4 Za��! f #F� ^ + � ^ G�� = � � . /3�HA ? � ( � , *B�����+0�� ( *<� =%A ?C�h[�O =@� ZH	 � � ! eC��� � �	
� 5 ^ , � :;�+��� �%� & ? � Q =>: � �i� p � � qP� & ? � Q =�:;! -C�� ^ ^ ) -���� , ? 0�� ( *<� = :�� . 5 P ?>��� �i� p � � qL:;! � � � 2 ^ ( =C�� = ? 
�� 2c
H� I *m: 2 ^ ( =@� ( 9

[�
 	�� 
+!Wfh#$��!��L0�!Wfh#$��^
+m0P!Wfh# � ��? 	��E*<� = ���B:;�+��� Z
������� 	�

��� ���

[�]H^���
+!W* �Y?@� ��= � X � � �	 X ��� ���EqH.H��r7*>��? � � � ��-%�EqH.H��r7* [ �
conv(A) � ? [A] � � �	 A NPO Q * � . 9B:wO 6W� � A ⊂ E 0�! g ^ g �3
�� O q �H�+0o	L�+	�� 
�� �h��� T UaR ? E O ^ 5  , � U�[17

[�]H^���
+!W* �Y?@� ��=

[n] = {i ∈ N | b ≤ i ≤ n} ]H^
(h? .H=&!W* n !WIJ^
!�+ 
bO�q+����� ����"[ �
% �;-0!  �� !��	�  ���������� �@- � � %&6 %

� ���  !?"%$ ��� &iA � D 
 c/�\*@� 8 l D k m M � �.Q X ⊂ E 
f*,�-�.�/� & * � 0 � � � E $ ( 2 3?46� � 5 � H � H 0  B�243
A � C � < 7 ( �.D C E KKM 8 ] � �V�GD � 8 &�� � H � d �.D 3 �G
LQ � M 
 
 d e D O � �GD 3 
 � 9 e�� 3 � ���  ! � � G : X → � E

[A] = conv{x � , . . . , xs} ⊂ G(A) = ∪s
i= � Gxi

A � C �=< 7 (%�.D C *,D � KKM � � G "%$����%& �-� � � � & X Q-� A = {x � , . . . , xs} 
B< � 2 9%M\8:l D k�m M �=�.Q1�=<?*@� � &
x ∈ Gx 7 ( ���%&�8:9%� �.� x ∈ X �=<?*@� � & (i)
"%$ 2 ���%& �g$ � M G Q-� G∗y * � <�� � O 7 < (ii)

�L� ; $ ��� & *,D � KKM � ���  ! G : C → � E 
 �g$ � M C ⊂ E 
 *,�-�.�/� & * � 0 � � � E $ ( 2 3 46� � H � H � H &��
" � e � KKM ! G [\�GD-] 'B� �

y 2 ∈ Gy 2 ��. K [ y 2 ∈ ∪s
i= � Gxi

] ^ ��
+! *��%� , =`[ y 2 ∈ [A] 0 A = {x � , . . . , xs} ⊂ X ] ^ 5  -, � U �9= y ( B %
�JI


