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 :   پيشگفتار

پل ّاي وًَيگغثزي  هغالِهفَْم گزاف را تزاي ضل  دي تِ ٍلَع پيَعتِ اعت. اٍيلز هيلا ّدذّن عذُ آغاس ًظزيِ گزاف در

 وارتزد ييتز هْن  .اعت  تَدُاًفَرهاتيه  ػلن رؽذ تا ٍ اخيز ي اتذاع وزد اها رؽذ ٍ پَيايي ايي ًظزيِ ػوذتاً هزتَه تِ ًين عذُ

زرعي ؽذُ اعت تِ ؽزش هيالثي وِ در ايي پاياى ًاهِ ت رئَط .آًْاعت يرٍ تز يتزرع ٍ گًَاگَى يّا  ذُيپذ يعاس هذل گزاف

 :اؽذسيز هي ت

 فقل اٍل  ؽاهل هفاّين ٍ تؼاريف اٍليِ هي تاؽذ. 

تِ هيالؼِ ضلمِ ّايي هي پزداسين وِ گزاف ؽوارًذُ ففزؽاى داراي گًَاي ففز ٍ يا يه تاؽٌذ. ّوسٌيي تِ در فقل دٍم 

 وسٌييؽَد. ّ 2تزرعي ؽزاييي هي پزداسين وِ تطت آى ّا گزاف ؽوارًذُ ففز يه ضلمِ داراي گًَايي تشرگتز يا هغاٍي 

يا هغاٍي يه هي تاؽٌذ را هي  گًَاي گزاف ؽوارًذُ ففزؽاى وَزىتزهي تاؽٌذ ٍ  nتواهي ضلمِ ّايي وِ يىزيخت تا 

  ياتين.

، ضذاوثز gپزداسين ٍ ًؾاى هي دّين وِ تِ اساي ّز ػذد فطيص ٍ هثثت  تِ تزرعي گًَاي گزاف خاهغ هيدر فقل عَم  

اعت. ٍ ّوسٌيي تِ هيالؼِ ضلمِ ّايي هي  g وِ گزاف خاهغ آى ّا داراي گًَاي تؼذاد هتٌاّي ضلمِ هتٌاّي هَخَد اعت

ن وِ ضلمِ ّا را در دٍ ضالت هَمؼي ٍ غيز ي. تِ خقَؿ ػلالِ هٌذپزداسين وِ گًَاي گزاف خاهؼؾاى يه يا ففز هي تاؽٌذ

 ؼي در ًظز گزفتِ ٍ عاختار آى ّا را هؾخـ وٌين.هَم

 . 
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  اٍليِ تؼاريف ٍ هفاّين                       

   گزاف ولي هفاّين1 -1

 ؽاااوارًذُ ّااااي گااازاف ،يخثاااز گزافْااااي تاااِ هزتاااَه هفااااّين1-2

   خاهغ ّاي زافگ ٍ فزف

  

 

 

 

 

 

 

 اٍل فقل     
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) رئَط هدوَػِ ات گزاف يه G وٌين فزك )V G ٍ ِّاي يال هدوَػ ( )E G فزك وٌين ٍ تاؽذ R خاتِ ضلمِ يه 

) ٍر يىذا  خايي )Z R ففز ّاي ؽوارًذُ دوَػِه R تاؽذ. 

  .ٍخَد دارد يال يه فمو آى هتوايش راط دٍ ّز تيي وِ اعت گزافي عادُ گزاف :(1-1-1)تعريف

 تِ يال يه يؼٌي)  تاؽذ داؽتِ ٍخَد دٍ آى تيي يال يه ّزگاُ گَيٌذ، داٍره را G گزاف اس vٍwراط دٍ :(2-1-1)تعريف

v فَرت w ِرئَط وِ ينگَي هي فَرت ايي در. ( تاؽذ داؽت v ٍ w يال دٍ تزتية ّويي تِ. ّغتٌذ ٍالغ يال آى تز 

 . تاؽٌذ داؽتِ هؾتزن راط يه ضذالل ّزگاُ ينگَي هداٍر را G اس هتوايش

 nتا واهل گزاف يه. هي ًاهين واهل فاگز يه تاؽٌذ، هداٍر آى هتوايش راط دٍ ّز وِ را عادُ گزاف يه :(3-1-1)تعريف

 . يندّ هي يؼًوا nK فَرت تِ را راط

V هدشاي هدوَػِ دٍ تِ تتَاى را گزاف يه رئَط هدوَػِ وٌيذ فزك :(4-1-1 ف)تعري 1  ٍV  ّز وِ ىَري تِ وزد افزاس 2

V اس راط يه G يال V اس راط يه تِ را 1  فَرت تِ ٍ گَيٌذ يتخؾ دٍ گزاف يه را G فَرت ايي در.  وٌذ ٍفل 2

 ,G V V1  . دٌّذ هي ًؾاى 2

Vاس راط ّز لشٍهاً تخؾي دٍ گزاف دريه Vاس راط ّز تِ 1  G آًگاُ ،تاؽذ عادُ G اگز ٍ تاؽذ زٌيي اگز . اها ًيغت ٍفل  2

r, تا را آى تاؽذ هتٌاّي واهل  تخؾي دٍ G وِ ٌّگاهي. گَيٌذ واهل  تخؾي دٍ گزاف يه را sK آى در وِ دٌّذ هي ًؾاى 

r ٍs  ِدر رئَط ؼذادة تتزتي ت ,V V2 r,. ّغتٌذ 1 sK،  تؼذاد r s تؼذاد ٍ راطrs دارد يال . 

 ،iV هدوَػِ سيز r تِ تَاى هي را آى ّاي راط هدوَػِ وِ اعت گزافي تخؾي -r گزاف يه :(5-1-1)تعريف

(1 )i r  گزاف يه. ًثاؽذ هَخَد ًوايذ هي ٍفل ّن تِ را ّا هدوَػِ آى اس يىي ػنَ دٍ وِ يالي ىَريىِ تِ وزد افزاس 

r- ف گزا يه را ،تاؽذ ؽذُ هتقل  ًذارد لزار يىغاًي هدوَػِ در وِ ديگز راط ّز تا آى راط ّز وِ تخؾيr- اهلو تخؾي 

iتاؽذ تِ ىَريىِ  اهلو تخؾي -rيه گزاف  Gاگز .گَيٌذ iV  آًگاُ گزاف ، G  را تا ًواد
1 2, ,..., r

K    ًوايؼ هي

 دّين.

 . ؽَد هي ًاهيذُ اي عتارُ گزاف يه ،sK1, فَرت تِ واهل تخؾي دٍ گزاف يه :(6-1-1)تعريف 

 k ي درخِاس  آى راط ّز اگز ًاهيذُ هي ؽَد، هٌظن -k ،گزاف يه ،k هٌفي ًا فطيص ػذد ّز اساي تِ (:7-1-1)تعريف

 . تاؽذ
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,.., اگز: (8-1-1)فتعري ,kx x y0 .. ًگاُآ ،تاؽٌذ Gفگزا اس هتوايش ّايي راط 1 kx x x y   0 1  تِ هغيز يه 1

)ات را yتِ x اس هغيز وَتاّتزيي ىَل. اعت k ىَل , )d x y   اس هغيزي زٌيي وِ فَرتي در ٍ دٌّذ هي ًوايؼ x ِت 

y ؽذ تا ًذاؽتِ ٍخَد( , )d x y  تزاتز را  وٌٌذ هي تؼزيف . 

 ّزگاُ تيي ّز دٍ راط هدشاي آى يه هغيز هَخَد تاؽذ. اعت ّوثٌذ G گزاف (:9-1-1)تعريف

,..., وٌيذ فزك :(11-1-1 )تعريف kx x 0 k وِ 1  i ّز اساي تِ وِ تاؽٌذ G گزاف اس هتوايش ّايي طار 3 k  0 1  

ix  ٍix ّاي راط 1 ّاي راط زٌاًسِ. تاؽٌذ هي  هداٍر x 0  ٍkx 1 هغيز فَرت ايي در تاؽٌذ هداٍر ًيش 

... kx x x x   0 1 1  . گَئين k ىَل تِ ر دٍ يه را 0

) تِ آى اطر ّز وِ  اعت گزاف يه خَد ،G گزاف اس گزاف سيز يه: (11-1-1)تعريف )V G در  آى يال ّز ٍ دارد تؼلك

( )E G  اعت .  

 . درتاؽاااذ G گااازاف رئاااَط هدوَػاااِ اس خاااالي غياااز هدوَػاااِ سياااز S واااِ وٌياااذ فااازك (:12 -1-1)تعريفففف

يااال ٍ ؽاااهل توااام   Sرئااَطسيااز گزافااي اعاات تااا هدوَػااِ     ،Sتااِ ٍعاايلِ  ايااي فااَرت سيااز گاازاف المااا ؽااذُ    

S. ايي سيز گزاف را تا اعت Sر د آًْا عز دٍ وِهي تاؽذ  Gّايي اس   ّيند هي ًؾاى  . 

عاااختِ هااي   ّااا يااال هياااى در اطرتؼااذادي  دادى لاازار تااا گاازاف يااه اس تخااؼ سيااز يااه :(13 – 1-1)تعريففف

 فاافز ،ًااذرٍ ايااي وااِ تزتيااة تااذيي .( ياتااذهااي  تغييااز                  يااال تااِ           يااال هثااال يتاازا. ) ؽااَد

 . ؽَد تىزار تيؾتز يا هزتثِ

هدشا ّغتٌذ اگز ّير راط هؾتزوي ًذاؽتِ تاؽٌذ ٍ هدشا يالٌذ ّزگاُ ّير يال  G1 ٍG2دٍ گزاف  :(14 -1-1)يفتعر

Gرا تِ فَرت  G1 ٍG2 هؾتزوي ًذاؽتِ تاؽٌذ. اختواع دٍ گزاف  G1                  تِ ىَريىِ  ،نًؾاى هي دّي 2

                      .( ) ( ) ( )E G G E G E G  
1 12 2  ٍ( ) ( ) ( )V G G V G V G  

1 12 2  

Gهدشا تاؽٌذ، اختواع آًْا را تِ فَرت  G1 ٍG2 زٌاًسِ G1   ًؾاى هي دّين. 2

 . ؽَد هي دادُ ًؾاى kG تا  ،G اس وپي k اس ّن اس خذا اختواع ،G گزاف ّز تزاي :(15 -1-1)يفتعر
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) وِ وٌيذ فزك :(16- 1-1) تعريف , )G V E1 1 1 ٍ( , )G V E2 2  ّاي يال ٍ iV هدشاي رئَط هدوَػِ تا گزاف ٍد 2

iE اس دوارتي مزب ضافل در ايي فَرت. تاؽٌذ G1 ٍG2  تا G G G 1  ط آىرئَ هدوَػِ وِ ،ؽَد هي دادُ ًؾاى 2

V V1 )، راطG. ّوسٌيي در اعت  2 , )x y راط تا),( yx  تٌْا اگز اگز اعت هداٍر ٍ xx  ٍy تا y در G2 

yy يا ذٌتاؽ هداٍر  ٍ x تا x در G1 ذٌتاؽ هداٍر. 

 داؽتِ ٍخَد G ٍ H گزاف دٍ رئَط تيي يهتِ  يهاظز ّزگاُ يه تٌ يىزيختٌذ G ٍH دٍگزاف (: 17 -1-1)تعريف

ط ًظيز در ئَرا تِ ّن ٍفل هي وٌذ تزاتز تؼذاد يال ّايي تاؽذ وِ ر Gّز دٍ راط اس  تؼذاد يا لْايي وِ  وِ ىَري تِ ،تاؽذ

H  ًَيغٌذ هي تِ ّن ٍفل هي وٌٌذ. در ايي فَرت  را:HG .  ارًذد راط يىغاًي تؼذاد وِ افزگ دٍ تِ ػثارت ديگز ٍ 

  .ؽًَذ هي ًاهيذُ يىزيخت اًذ، گؾتِ هتقل يىذيگز تِ هؾاتْي فَرت تِ ًيش ّا راط ايي

 ًماه در تٌْا آى ّاي يال وِ ىَري تِ ًوَد رعن ففطِ يه در تتَاى را آى اگز گَئين هغيص را گزاف يه :(18- 1-1)تعريف

 . تاؽٌذ داؽتِ اؽتزان اًتْايي

 ( [7] .ن .ر )( وَراتَعىي لنيِ)  :( 19- 1-1)قضيه

K اس تخؾي سيز ّير اگز تٌْا ٍ اگز اعت هغيص گزاف يه K, يا 5 3  .   تزًگيزد در را 3

 . 

) تا را v درخِ فَرت ايي در. تاؽذ G گزاف اس راط يه v وٌين فزك :(21-1-1) تعريف )d v را آى ٍ دٌّذ هي ًؾاى 

ّوسٌيي. ينوٌ هي تؼزيف دارد لزار تزآًْا  v راط وِ ّايي يال تؼذاد ( ) :Min d v v V را تا( )G  ٍ

 ( ) :Max d v v V  را تا ( )G يندّ ًوايؼ هي . 

 (([2-5،لنيِ )1] . ن.ر ) (: 21- 1-1) لن

) ىَريىِ تِ اعت v ّوسَى راعي داراي هغيص گزاف ّز )d v  5 . 

اعت وِ گزاف تتَاًذ تذٍى ليغ وزدى خَدػ  nيه گزاف وَزىتزيي ػذد فطيص  (Genus)گًَاي :(22 – 1-1 )تعريف

 فطيص ػذد k وِ تاؽذ دعتِ k تا اي وزُ ي دٌّذُ ًؾاى kSاگز وٌين وِهي ُ رعن ؽَد. تَخِ ضفز nرٍي يه وزُ تا 

 وِ ؽَد هي دادُ ًؾاى G)( تا G گزاف يه ًَايگ. اعت k ًَايگ اس خْتذار رٍيِ يه kS آًگاُ اعت، ًاهٌفي

  .هطاه ؽَد nS در گزاف وِ اعت n فطيص ػذد وَزىتزيي
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 . ؽَد رعن خَدػ وزدى ليغ تذٍى زُو يه رٍي تَاًذ هي گزاف آى زَى ،اعت ففز هغيص گزاف يه ًَايگ تٌاتزايي

 زٌثزُ گزافيه گزاف ًا هغيص وِ رٍي يه زٌثزُ لاتل رعن تاؽذ يه گزاف زٌثزُ اي ًاهيذُ هي ؽَد.  :( 23- 1-1)تعريف

 . اعت يه ًَايگ تا گزاف يه اي

) آًگاُ تاؽذ G گزاف سيز يه H اگز :( 24- 1-1)نتيجه ) ( )H G . 

 ّز گزاف هغيص، ففطِ را تِ زٌذ ًاضيِ تمغين هي وٌذ وِ ّز ًاضيِ را يه ٍخِ گزاف گَيٌذ. :( 25- 1-1) تعريف

اس دٍر المايي  تاؽذ.)هٌظَرًذاؽتِ  3ّزگاُ ّير دٍر المايي تِ ىَل تيؼ اس  ،را هثلثي گَيٌذ Gگزاف (: 26-1-1تعريف)

  (. دٍر ديگزي ًثاؽذ ي اعت وِ ؽاهلدٍر

 ( [2.1،گشارُ 13].ن.ر) :( 27- 1-1) قضيه

): دارين  g گًَاي ٍراط  vتؼذاد تا Gف گزا ّز تزاي ) ( ) /G g v   6 12  ،تاؽذ 1اس گًَاي يه گزاف  Gاگز  .12

)ًگاُ آ )G  تاؽذ تِ ىَريىِ اختواػي اس گزاف ّاي زٌثزُ اي  يه گزاف هثلثي  Gٍتغاٍي تز لزار اعت اگز ٍ تٌْا اگز  6

 تاؽذ. هٌظن -6گزاف ّاي ٍ 

 ([11]  .ن .ر ) :( 28- 1-1) هقضي 
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 1)( ) ( )( )nK n n
 

   
 

1
3 4

12
تِ ىَري وِ   x ًؾاى دٌّذُ وَزىتزيي ػذد فطيص تشرگتز يا هغاٍي x در اعت .

, اگز ضالت خاؿ ,n  5 6 )آًگاُ  ،7 )nK 1.  

 2) , ( )( )m nK m n
 

   
 

1
2 2

4
تِ ىَري وِ   x وَزىتزيي ػذد فطيص تشرگتز يا هغاٍري تاx در ضالت اعت .

, اگز خاؿ , ,n  3 4 5 ,آًگاُ  ،6 ,( ) ( )nK K  4 4 3 1.  

                           فَرت ايي در. تاؽذ iG ّاي راط تؼذاد i ، ipّز اساي تِ ٍ تاؽٌذ گزاف دٍ G1  ٍG2 وٌيذ فزك( 3

                                       .  ( ) ( ), ( ) ( ) ( )Max p G G p G G G G       1 2 1 2 1 2 1 2 

n ّز اساي تِ  يِ،نل ايي ىثك  1 4، ( )nK 0 ٍ ِّز اساي ت n 5 7، ( )nK 1 . همذار ّز اساي تِّوسٌيي 

) ،n ديگز )nK  2 . 

 (](3-5، لنيِ )1[)ر.ن. :( 29- 1-1)قضيه 

nگاُ آً ،ٍخِ تاؽذ fيال ٍ mرأط ، nتا   gگًَاي  يه گزاف ّن تٌذ اس Gاگز  m f g   2 2 . 

 [(4، ًتيدِ 5[.ن.ر ): ( 31- 1-1) لن

n, وِ فطيص هثثت تاؽذيه ػذد  n اگز   3 n,اس  سيز گزافْاي المايي G ٍH ٍ اگز 5 nK ًگاُتاؽٌذ، آ 

( ) ( )G H n    n,تِ اساي . تِ خقَؿ 21  3 5، , , ,( ) ( )n n n nK n   21.  

)فزك وٌيذ  :( 31- 1-1)  تعريف )V G  ٍ( )E G  ِْاي گزاف يالتِ تزتية ًؾاى دٌّذُ هدوَػِ رئَط ٍ هدوَػG 

GVV)(. فزك وٌيذ تاؽٌذ  در ايي فَرت . تاؽذG V   را سيز گزافG  ذف رئَط در ضوِ اسV   يالْاي ٍالغ تز ٍ

GEE)(. تِ ىَر هؾاتِ اگز ، در ًظز هي گيزينؽَدآًْا ضافل هي   گاُ آً  ،تاؽذEG   را سيزگزافG  وِ اس ضذف

 . افل هي ؽَد، در ًظز هي گيزينض Eيالْاي هَخَد در 

اگز  d( )V x V x   1، ًگاُ تزاي سيزگزافآVG  اس ًواد 
~

G  ليل وٌين ٍ آى را تطاعتفادُ هي

GGofreduction  . هي ًاهين )(

   [(2.3،لن 10]  .ن.ر ) :( 32- 1-1) لن

گز ا
~

G ليل تطG  ُتاؽذ آًگا)()(
~

GG  . 

 ([2]  .ن ر. ) (لاگزاًض) :( 33- 1-1)  قضيه
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 ٍيضُ تِ  .وٌذ هي ػاد را G ي ثِهزت ،H ي هزتثِ فَرت ايي در. تاؽذ G هتٌاّي گزٍُ اس گزٍّي سيزH وٌيذ فزك

 HHGG :     . 

ean ٍ وٌذ هي ػاد را n ػذد G اس a ػٌقز ّز ي هزتثِ ًگاُآ ،تاؽذ n ي هزتثِ اس گزٍّي G ّوسٌيي اگز    . 

 ([9]  .ن.ر ) :( 34- 1-1)لن 

nR,..., ٌييتآر هَمؼي ّاي ضلمِ فَرت ايي در. تاؽذ ًاففز ٍ ٌيتيآر ، زپذي تؼَيل ي ضلمِ R وٌيذ فزك  R1 ٍخَد 

... وِ دارًذ
n

i n
i

R R R R


    1
1

. 

rضلمِ تؼَيل پذيز تاؽذ ٍ Rفزك وٌيذ  (: 35- 1-1)لن  R . در ايي فَرت( )r Jac R  اگز ٍ تٌْا اگز تِ اساي ّز

a R ،ra1 يز ضلمِ تاؽذػٌقز ٍارٍى پذ. 

 ([2]  .ن.ر )تَليذ ؽذُ(  )لنيِ گزٍّْاي آتلي هتٌاّياً :( 36- 1-1)  قضيه

 گزٍّْاي دٍري اسهغتمين  يخوؼ تا ضافل  Gتاؽذ. در ايي فَرت  تَليذ ؽذُ اًهتٌاّيًا ففز  گزٍّي آتلي  Gفزك وٌيذ 

,ىزيخت اعت، وِ در آى خوؼًَذ ّاي هتٌاّي )در فَرت ٍخَد( اس هزتثِ ّاي ي ,..., rm m m1 mوِ هي تاؽٌذ، 2 1 1 ٍ 

1i im m  ،i r 1 1 .  

 

 هاي  جاهع گراف ر وصف  شوارندههاي  گراف شاهل هاي جبري هفاهين هربوط به گراف 1-2

 راعْاي تا گزافي اس اعت ػثارت ففز ؽوارًذُ گزاف :( 1-2-1)فتعري   ( )Z R Z R

   x ٍy ّز تزاي وِ ،0

 اس هتوايش Z R


xyاگز تٌْا ٍ اگز ّغتٌذ هداٍر x  ٍy راعْاي ، 0 .ًواد تا را ففز ؽوارًذُ گزاف )(R هي ًؾاى 

 . دّين

)سا x  ٍy ّز تزاي اگز )Z R، ِوِ وٌين تؼزيف سيز فَرت تِ را ~ راتي:   

 x y   يا~x y xy 0. 

 اگزگزاف تٌْا ٍ زاگ اعت ارسي ّن راتيِ يه ~ ديذ تَاى هي عادگي تِ. اعت تمارًي ٍ اًؼىاعي راتيِ يه ~  فَرت ايي در

)(R تاؽذ واهل گزاف يه. 
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Ryx تزاي ٍ اعت R ػٌافز توام آى رئَط هدوَػِ وِ گزافي اس اعت ػثارت Rخاهغ گزاف :(2-2-1) تعريف , 

) اگز تٌْا ٍ اگز هداٍرًذ  x  ٍy رئَط هتوايش، )x y Z R  .خاهغ گزاف R ًواد تا را  )(RT  دّين هي ًوايؼ. 

 [(3، لنيِ 6 ].ن.ر ) :( 3-2-1)قضيه  

وٌيذ  ( فزكالف
nR   ِوn   هغيص اعت اگز ٍ تٌْا اگز  R)(در ايي فَرت  .يه ػذد اٍل ًيغت 2

   , , , , , ,n p p 8 12 16 18 25 27 2  ػذدي اٍل اعت. pِو 3

...( فزك وٌيذ ب
rn n nR    

1 2
...وِ   ,rn n r   12 هغيص اعت اگز ٍ تٌْا  R)(در ايٌقَرت  .2

pيىي اس ضلمِ ّاي سيز تاؽذ وِ در آًْا  Rاگز  2 ٍq  3 

   

, , , , , ,

, , , ,

p

q q

     

      

2 4 2 6 2 8 2 9 2 3 4

3 3 9 3 2 2 2 2 2 3

 

 

Re*: تؼزيف هي وٌين Rتزاي يه ضلمِ  :( 4-2-1)تعريف ( ) \ ( )g R R Z R . 

Re :( 5-2-1)تعريف ( ( ))g R سيز گزاف الما ؽذُ ي ًؾاى دٌّذُ ي( ( ))T R رئَط تا Re ( )g R .اعت 

) :( 6-2-1)تعريف ( ))Z R سيز گزاف الما ؽذُ ي ًؾاى دٌّذُ ي( ( ))T R رئَط تا ( )Z R .اعت 

را هدشا گَيين ّزگاُ ايي دٍ سيز گزاف داراي رئَط هؾتزن  Gاس  G1 ٍG2 دٍ سيز گزاف الما ؽذُ ي :( 7-2-1)تعريف

 ( ًيغت.G1)G2( هداٍر راعي در G2)G1ًثاؽٌذ ٍ ّير راعي در 

 [(2.1، لنيِ 3 [.ن.ر ) :( 8-2-1)قضيه 

)يه ضلمِ خاتِ خايي تاؽذ وِ  Rفزك وٌيذ  )Z R ذُ ال يه ايR  اعت. در ايي فَرت( ( ))Z R  يه سيز گزاف

) واهل اس ( ))T R  ٍ اعت( ( ))Z R  اسRe ( ( ))g R .هدشاعت 

 [(2.2، لنيِ 3]  .ن.ر ) :( 9-2-1)قضيه  

)يه ضلمِ خاتِ خايي تاؽذ وِ  Rفزك وٌيذ   )Z R  يه ايذُ الR .ّوسٌيي فزك وٌيذ وِ  اعت( )Z R   ٍ

/ ( )R Z R در ايي فَرت .: 
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)(اگز 1 )Z R2 ًگاُ آRe ( ( ))g R  اختواع هدشا اس 1 ،K  ّا اعت. 

)(اگز 2 )Z R2 ًگاُ آRe ( ( ))g R  اختواع هدشا اس( ) / 1 2 ،
,K  .ّا اعت 

 [2.5، هثال 10])ر.ن. :( 11-2-1هثال )

,يىي اس ضلمِ ّاي هماتل تاؽذ:  Rفزك وٌيذ  ,R R R       2 16 2 3 4 2 3 . در ايي 6

)فَرت  ( ))R   2. 
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 ي ففز ٍ يهّا ففز تا گًَا ؽوارًذُگزاف ّاي                

 دوم فصل  
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   يىي اس ضلمِ ّاي سيز تاؽذ: R وِ وٌيذفزك  :(1-2)هثال 

  2 2 2 2، 2 2 4، 2 3 3، 3 3 3، 2 2 5، 2 2 7،4 4، 

). در ايي فَرت 32يا  24 ( ))R  1 . 

  :اثثات

Rوِ ذ وٌياتتذا فزك  الف(    2 2 2 2  ٍ( ) ( )G R      2 2 2 فزك ّوسٌيي . تاؽذ 2

 وٌيذ :

 

( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , ) ,

( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , )

( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , )

( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , )

( , , , ) , ( , , , )

u u u

v v v

w w w

w w w

w w

  

  

  

  

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 5 6

7 8

1000 0100 1100

0010 0001 0011

1010 1001 0110

0101 1110 1101

1011 0111

  

 

i  ٍj،iٍامص اعت وِ تِ اساي ّزدر ايي فَرت  ju v 0.  ففز  ؽوارًذُتٌاتزايي در گزافG تِ اساي ّز ،i  ٍj ،iu 

گزاف دٍ تخؾي   ،Gگزاف ايي رئَط در  پظ. هتقل هي ؽَد jvتِ 
,K 3  لذا .را ايداد هي وٌٌذ 3

,K G3 ٍ زَى  3

,( )K 3 3 )در ًتيدِ ، 1 )G 1. 

يؼٌي  Gليل اس ىزفي تزاي يافتي گزاف تط
~

G تا ووي هطاعثِ هؾاّذُ هي وٌين وِ  تزٍين 1ايذ عزاؽ رئَط تا درخِ ت 

 . , . , . , .w v w v w u w u   5 2 6 1 7 2 8 10 0 0 0  

)dلذا  ) d( ) d( ) d( )w w w w   5 6 7 8  . تٌا تز ايي 1 
~

, , ,G G w w w w  5 6 7 هي تَاى  ،اس ايي رٍ .8
~

G  را

وَد. پظ رٍي يه زٌثزُ رعن ًهياتك ؽىل سيز 
~

( )G  1. 
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)()(،( 32- 1-1) لن  تٌاتز
~

GG  ،  ِدر ًتيد( )G 1 . 

R فزك وٌين وِ ب(   2 2 4  ٍ( )G    2 2 R در ايي فَرت .4 16 . اوٌَى ػٌافز سيز را در

R در ًظز هي گيزين:   

( , , ) , ( , , ) , ( , , )

( , , ) , ( , , ) , ( , , )

u u u

v v v

  

  

1 2 3

1 2 3

100 010 110

00 2 001 00 3
 

i. خَاّين داؽت: i ٍj ٍامص اعت وِ تِ اساي ّز ju v 0 لذا .iu  ّا تا
jv هؾاتِ لغوت  ،تٌاتزايي .هي ؽًَذ ّا هداٍر

لثل 
,K 3 )پظ ،خَاّذ تَد Gسيز گزاف   3 )G 1اس ىزفي .( )G    2 2 سيز گزافي  4

)اس )G      2 2 2 ) ،(24- 1-1) ىثك ًتيدِتٌاتزايي  .اعت 2 ) ( )G G   1.  ِدر ًتيد( )G 1 . 

R وِ فزك وٌيذ ج(   3 3 3 ٍ( )G    3 3        سيز را در ًظز هي گيزين: رئَط در ايي فَرت. 3

( , , ) , ( , , ) , ( , , )

( , , ) , ( , , ) , ( , , )

u u u

v v v

  

  

1 2 3

1 2 3

100 001 0 2 0

010 2 00 00 2
 

    

   

 

) اس ايي رٍهغيص ًيغت  G ،( 3-2-1)ك لنيِ ىث )G 1ليل . اس ىزفي گزاف تطG  يؼٌي
~

G  تك ؽىل ايهرا هي تَاى

 . َدرٍي يه زٌثزُ تزعين ًو سيز تز

 

 هَلفِ ّاي دٍم ٍ عَم ًاففزًذ 

 هَلفِ ّاي اٍل ٍ عَم ًاففزًذ

 هَلفِ ّاي اٍل ٍ دٍم ًاففزًذ 

 

 

 

( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )

( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )

( , , )( , , ), ( , , ), ( , , )

W

W

W







1

2

3

011 01 2 0 2 1 0 2 2

101 10 2 2 01 2 0 2

110 1 2 0 2 10 2 2 0

u1 v 1 

w 4 

u2 

v 2 

v 1 u1 

u2 

v 2 
w 3 w 2 

w 1 u 3 

v 3 
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پظ  
~

( )G    ،( 32- 1-1)  در ًتيدِ ىثك لن. 1

~

( ) ( )G G  1. 

R وِ فزك وٌيذ ت(   2 3 3  ٍ( )G    2 3 ف يه گزا G، ( 3-2-1) فَرت ىثك لنيِ  در ايي .3

)ظ پ. هغيص ًيغت )G 1اها . ( )G    2 3 )سيز گزاف  3 )G     3 3 لغوت  تٌاتز اعت. 3

)، )ج( )G  1 تٌاتزايي ( ) ( )G G   1  ِدر ًتيد ٍ( )G 1. 

R وِ وٌيذفزك  ث(   2 2 7  ٍ( )G    2 2  دّيذ: لزاريي فَرت در ا .7

( , , ) , ( , , ) , ( , , )u u u  1 2 3100 010 ,ّز تِ اساي . 110 , , , ,i 1 2 3 4 5   :لزار دّيذ 6

 ( , , ) , ( , , ) , ( , , )i i iv i w i w i  600 10 01  

,ٍامص اعت وِ تِ اساي ّز  ,i 1 2 3  ٍ, , , , ,j 1 2 3 4 5 i.دارين  6 ju v 0 . تٌاتزايي,K G3   لنيِ ىثك . تز6

 (1-1 -28 )،,( )K 3 6 ): خَاّين داؽت (24- 1-1) تٌاتز ًتيدِلذا  ،1 )G 1. زَى اس ىزفي  

 

 

)dلذا  ) ... d( )w w  1 12 ٍ تز ايي اعاط  1 
~

, ,...,G G w w w  1 2  هي تَاى تك ؽىل سيزايه. 12
~

G رٍي يه  ا ر

لذا  .زٌثزُ تزعين وزد
~

( )G 1. 

 

 

 

u1 v 1 

u2 

v 2 

u1 v 1

 

u2 

v 2 

v 3 

w 3 

u 3 

w 2 
w 1 

. , . ,..., . , . ,..., .w u w u w u w u w u    1 2 2 2 6 2 7 1 12 10 0 0 0 0
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  ،( 32- 1-1) در ًتيدِ ىثك لن 
~

( ) ( )G G  1 . 

Rوِ فزك وٌيذ  ج(   2 2 5  ٍ( )G    2 2   ّوسٌيي فزك وٌيذ وِ .5

 
( , , ) , ( , , ) , ( , , )

( , , ) , , , ,i

u u u

v i i

  

 

1 2 3100 010 110

00 1 2 3 4
  

,ٍامص اعت وِ تِ اساي ّز در ايي فَرت  ,i 1 2 3  ٍ, , ,j 1 2 3 i.دارين: 4 ju v 0. ايي رئَط سيز گزاف واهل دٍ  لذا

تخؾي 
,K 3 ، اس ايي رٍوٌٌذالما هي  Gدررا  4

,K G3  ،( 28- 1-1)  لنيِ ىثك .4
,( )K 3 4 در ًتيدِ  ،1

( )G 1. زَى ىزفياس( )G    2 2 )گزافسيز 5 )G     2 2 لغوت  ىثك ٍاعت  7

)(،)ث )G  1  در ًتيدِ اعت( )G 1  ٍاس ايي ر( )G 1. 

R وِ فزك وٌيذ ذ(  4 4  ٍ( )G   4   فَرتِ در ايي فَرت تا در ًظز گزفتي ػٌافز سيز ت .4
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, : تِ اساي ّز خَاّين داؽت , ,j i 1 2 3 ،.i ju v 0 .َگزاف واهل دٍ تخؾي  ،طلذا ايي رئ,K 3  ايداد هي Gرا در  3

K,در ًتيدِ. وٌٌذ G3 ),ٍ زَى  3 )K 3 3 )لذا  1 )G 1. اس ىزفي( )G   4 سيز گزافي اس گزاف  4

( )G      2 2 2 )، )الف( لغوت عتفادُ اساعت. تا ا 2 )G  1 ٍاس ايي ر ( )G 1 .ًتيدِ هي دّذ يي ٍ ا

)وِ )G 1. 

R وِ ( فزك وٌيذش   3 8 24 ٍ ( )G   3   :فزك وٌيذ ّوسٌيي .8

v 1 v 2 v 3 v 4 

u1 

u2 

u1 

u2 

v 1 v 2 v 3 v 4 

v 5 u 3 v 6 



 
 

16 

 

( , ) , ( , ) , ( , )

( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )

( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )

( , ) , ( , ), ( , ) , ( , ).

u u u

v v v v

w w w w

w w w w

  

   

   

   

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

5 6 7 8

0 2 0 4 0 6

1 4 2 4 10 2 0

01 0 3 0 5 0 7

1 2 1 6 2 2 2 6

  

,ص اعت وِ تِ اساي ّز ٍامدر ايي فَرت  ,i 1 2 3  ٍ, , ,j 1 2 3 i. دارين ،4 ju v 0.  گزاف واهل دٍ  ،ايي رئَط تٌاتزايي

تخؾي 
,K 3  ،( 28- 1-1) لنيِ  ىثك اس ايي رٍ. الما هي وٌٌذ Gرا در  4

,( ) ( )G K  3 4 تَخِ تِ ؽىل  تا اس ىزفي .1

سيز  
~

,...,G G w w  5 ، ،( 32- 1-1) لذا ىثك لن  .ٌثزُ تزعين ًوَدرا هي تَاى رٍي يه ز 8
~

( ) ( )G G  1. 

 

 

 

 

 

 

 

R وِ فزك وٌيذ (ظ  32  ٍ( )G    :فزك وٌيذ ّوسٌيي .تاؽذ 32
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,تِ اساي ّز در ايي فَرت  ,i 1 2 3  ٍ, , ,j 1 2 3 i.دارين  ،4 ju v 0. يه گزاف واهل دٍ تخؾي  ،در ًتيدِ ايي رئَط

,K 3 ) ًتيدِ هي ؽَد وِ لغوت ّاي لثل اس ،َر هؾاتِ. لذا تِ ىذٌوٌهي الما  Gرا در  4 )G 1. ِّوسٌيي تا تَخِ ت 

 ايٌىِ 
~

,...,G G w w  1 هي تَاى  8
~

G لذا  .رٍي يه زٌثزُ رعن ًوَد هياتك ؽىل سيز را
~

( ) ( )G G  1.   
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)  فَرت . در اييايذُ آل هاوغيوال تاؽذ 5ضذاوثز  يه ضلمِ هتٌاّي  تا R وِ فزك وٌيذالف(  (: 2-2)لن  ( ))R   2. 

,تِ اساي ّز وِ فزك وٌيذ  ب( , ,i 1 2 3 4 ،iR  ٍ يه ضلمِ هَمؼي تاؽذR R R R R   1 2 3 اگز . در ايي فَرت  4

R 4 ) ، آًگاُ 4 ( ))R   2. 

,تِ اساي ّز  وِ فزك وٌيذ ج( ,i 1 2 3 ،iR  ٍ يه ضلمِ هَمؼي تاؽذR R R R  1 2 اگز  . در ايي فَرت3

R 3 ) گاُ، آً 8 ( ))R   2. 

, تِ اساي ّز وِ فزك وٌيذ ت( ,i 1 2 3 ،iR   ٍ يه ضلمِ هَمؼي تاؽذR R R R  1 2 اگز  در ايي فَرت .3

,R R 3 24 )گاُ، آ4ً ( ))R   2. 

   يه ضلمِ هتٌاّي اعت، لذا R زَى  .ايذُ آل هاوغيوال تاؽذ 5يه ضلمِ هتٌاّي تا ضذاوثز  R فزك وٌين الف(اثثات : 

R...هي تَاى فزك وزد وِ  ،( 34- 1-1) لن ىثك  ي اعت ٍآرتيٌ R R R   1 2 تِ اساي ّز تِ ىَري وِ  5

, ,...,i 1 2 5 ،iR  در ايي ضالت فزك هي وٌين وِ تِ اساي ّز ضلمِ هَمؼي هتٌاّي اعتيه .

, , , ,i 1 2 3 4 5،iR   :. رئَط سيز را در ًظز داؽتِ تاؽيذ 2
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