


سپاسنامه

همو شد. رهنمونمان دانش و علم دریای به و بخشید هستیمان که را خداوندی ستایش

وسیلهی به آن نهادن بنا و آفرینش در تدبیر یعنی ریاضی و نوشت ریاضیات زبان به را جهان که

از و آخر، تا اول از یعنی بینهایت و بینهایت تا طبیعت اجزای تعداد شمارش یعنی اعداد و اعداد

است مقدمهای ریاضی مجموع در و عشق یعنی خدا به رسیدن و خدا به رسیدن یعنی آخر تا اول

هستی. خالق به رسیدن برای

آید در به شکرش عهدهی کز آید بر که زبان و دست از

بخشیدی. بهروزیم علم این از خوشهچینی به که سپاس را تو پروردگارا!

بسیار رنج دانشآموختنم راه در و بودهاند راهم فروزان چراغ که گرامیم مادر و پدر بر سپاس و

بردهاند.

آرم�ان ای�ن ب�ه رس�ی�دن در و ش�د راه�م ه�م�س�ف�ر س�ف�ر، ای�ن در ک�ه را م�ه�رب�ان�م ه�م�س�ر م�ین�ه�م ارج و

نمود. یاریم صبورانه

خ�ود ارزن�دهی ره�ن�م�وده�ای ب�ا ک�ه ع�ب�اس�ی اح�م�د دک�ت�ر آق�ای ج�ن�اب گ�رام�یام راه�ن�م�ای اس�ت�اد از

سپاسگزارم. بودهاند، من مشوق و راهگشا

ه�ادی�ان ن�اه�ی�د دک�ت�ر خ�ان�م س�رک�ار ک�ارش�ن�اس�یارش�د دورهی در ع�زی�زم راه�ن�م�ای اس�ت�اد ق�دردان و

بماند. زنده من در آموختن شوق تا نمودند هدایتم که هستم دهکردی

ای�ن داوری ک�ه خ�ش�ی�ارم�ن�ش ک�اظ�م دک�ت�ر آق�ای ج�ن�اب ف�رم�ای�ی ت�ش�ری�ف و راه�ن�م�ای�یه�ا ب�ه ه�م�چ�ن�ی�ن

طرقی انصاری حبیباله دکتر آقایان جناب ارجمندم اساتید از و مینهم ارج پذیرفتهاند، را رساله

را رساله این هم و جستهام بهره ایشان درس کلاس از هم که آتانی ابراهیمی شهابالدین دکتر و

سپاسگزارم. نشستهاند، قضاوت به

شکالگورابی روشن هاجر

۱۳۹۱ اسفندماه

ب



چکیده:

موضعی کوهمولوژی مدولهای به وابسته اول ایدهآلهای بودن متناهی پیرامون نتایجی

شکالگورابی روشن هاجر

ص�ف�ر ب�ودن، آرت�ی�ن�ی ب�ودن، م�ت�ن�اه�ی خ�واص پ�ی�رام�ون ب�ررس�ی و م�ط�ال�ع�ه رس�ال�ه، ای�ن از ه�دف

م�ف�ه�وم خ�ص�وص، ای�ن در م�یب�اش�د. م�وض�ع�ی ک�وه�م�ول�وژی م�دوله�ای ب�ودن م�ی�ن�ی�م�اک�س و ش�دن

ای�دهآله�ای م�ج�م�وع�هی ب�ودن م�ت�ن�اه�ی ب�اب در را ن�ت�ای�ج�ی و ن�م�وده ارائ�ه را ض�ع�ی�ف I−لاس�ک�ری

پیرامون را نتایجی همچنین، میآوریم. بهدست موضعی کوهمولوژی مدولهای به وابسته اول

ب�ودن م�ی�ن�ی�م�اک�س خ�اص�ی�ت و سِ�ر زی�ررس�ت�هه�ای در ت�ع�م�ی�می�اف�ت�ه م�وض�ع�ی ک�وه�م�ول�وژی م�دوله�ای

مینماییم. ارائه ایدهآلها از جفت یک به وابسته موضعی کوهمولوژی مدولهای

تعمیمیافته، موضعی کوهمولوژی مدولهای موضعی، کوهمولوژی مدولهای کلیدی: واژههای

اول ای�دهآله�ای ض�ع�ی�ف، I−لاس�ک�ری م�دوله�ای م�ی�ن�ی�م�اک�س، م�دوله�ای ه�مم�ت�ن�اه�ی، م�دوله�ای

سِر. زیررستهی وابسته،

ج
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مقدمه

پ��ن��داش��ت. ه��ن��دس��ی وال��دی��ن��ی ب��ا ج��ب��ری ف��رزن��د ی��ک م��یت��وان را م��وض��ع��ی ک��وه��م��ول��وژی

به را کوهمولوژی اساسی، تحول یک ضمن ،[۶۲] مرجع در خود بنیادی مقالهی در سِر۱، پیِر ژان

رسید، چاپ به ۱۹۵۵ سال در که مقاله این نمود. معرفی جبری هندسهی در مهم ابزاری عنوان

برداشت در را بسیاری نکات و میداد پیشرفته جبری هندسهی در بسیاری مهم ایدههای از خبر

ای�ن ت�ا ن�ب�ود م�ط�ل�ع آنه�ا از ک�س�ی روز آن ت�ا و اس�اس�یان�د م�وض�ع�ی ک�وه�م�ول�وژی ن�ظ�ری�هی در ک�ه

م�وض�ع�ی ک�وه�م�ول�وژی ت�أث�ی�ر ب�ر ه�اروارد دان�ش�گ�اه در س�م�ی�ن�اری در ۱۹۶۱ س�ال در گ�روت�ن�دی�ک۲ ک�ه

ت�وس�ط ۱۹۶۷ س�ال در س�خ�ن�ران�ی ای�ن م�ط�ال�ب ن�م�ود. ت�أک�ی�د م�وض�ع�ی ج�ب�ر در م�ه�م اب�زاری ع�ن�وان ب�ه

در ه�ارت�ش�ورن و گ�روت�ن�دی�ک چ�ه اگ�ر رس�ی�د. چ�اپ ب�ه [۳۷] م�رج�ع در و گ�ردآوری ه�ارت�ش�ورن۳

ن�ظ�ری�ه ای�ن پ�س، آن از ام�ا ن�م�ودن�د، م�ط�رح را م�وض�ع�ی ک�وه�م�ول�وژی ه�ن�دس�ی، دی�دگ�اه ی�ک ب�ا آغ�از

م�ع�ط�وف خ�ود ب�ه ج�اب�هج�ای�ی ن�وت�ری ح�ل�ق�هه�ای ن�ظ�ری�هی ش�اخ�هی در را م�ح�ق�ق�ی�ن از ب�س�ی�اری ت�وج�ه

از زیر حدس توان می را موضعی کوهمولوژی زمینهی در تحقیق آغازین گامهای اساس کرد.

رسید: چاپ به [۳۸] مرجع در ۱۹۶۸ سال در و مطرح ۱۹۶۲ سال در که دانست گروتندیک

م����دول ،M م����ت����ن����اه����ی ت����ول����ی����د ب����ا R−م����دول ه����ر و R ح����ل����ق����هی از I ای����دهآل ه����ر ب����رای

است. متناهی تولید با i هر ازای به HomR(R/I,H i
I(M))

ردهی و ارائ�ه ح�دس ای�ن ب�رای را ن�ق�ض�ی م�ث�ال [۳۹] م�رج�ع در ه�ارت�ش�ورن ب�ع�د س�ال ی�ک

کرد مطرح را سؤال این و نمود معرفی را I−هممتناهی مدولهای به موسوم مدولها از جدیدی

و i هر ازای به H i
I(M) موضعی کوهمولوژی مدول آن، از ایدهآلهایی چه و حلقه چه برای که

محققین از بسیاری توجه مورد سؤال این است؟ I−هممتناهی ،M متناهی تولید با R−مدول هر

آن از که شد بسیاری نتایج به منجر سؤال این به پاسخ برای تلاش و گرفت قرار جابهجایی جبر
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۲ مقدمه

نمود. اشاره [۷۰] و [۴۳] ،[۲۷] ،[۲۶] ،[۲۵] ،[۱۵] مراجع به میتوان جمله

است شرایطی بررسی و مطالعه موضعی کوهمولوژی حوزهی در مهم مسائل از دیگر یکی

میباشد متناهی موضعی، کوهمولوژی مدول به وابسته اول ایدهآلهای مجموعهی آن، تحت که

شد: مطرح [۴۲] مرجع در ۱۹۹۲ سال در که است هونیکه۴ از زیر حدس آن اساس و

به وابسته اول ایدهآلهای مجموعهی آنگاه باشد، متناهی تولید با R−مدول یک M اگر

است. متناهی ،I ایدهآل و i هر ازای به H i
I(M)

ای�ن ب�رای را ن�ق�ض�ی م�ث�اله�ای ،[۴۵] م�رج�ع در ک�ات�زم�ن۶ و [۶۳] م�رج�ع در س�ی�ن�گ۵ چ�ه اگ�ر

کرد جلب خود به را بسیاری توجه حدس این برای مثبت پاسخی یافتن اما نمودند، ارائه حدس

،[۲۰] ،[۱۲] مراجع در حاصل نتایج میتوان مثال بهعنوان که داشت دنبال به را بسیاری نتایج و

م�ع�رف�ی م�دوله�ا از ج�دی�دی ردهه�ای راس�ت�ا، ای�ن در ب�رد. ن�ام را [۵۱] و [۴۷] ،[۳۲] ،[۲۸] ،[۲۲]

از ک�ه دارن�د ن�ت�ای�ج ب�ه�ب�ود و م�وض�ع�ی ک�وه�م�ول�وژی م�س�ائ�ل ب�ه پ�اس�خ در ب�هس�زای�ی ن�ق�ش ک�ه ش�دن�د

ه�مم�ت�ن�اه�ی، ض�ع�ی�ف، لاس�ک�ری I−م�ی�ن�ی�م�اک�س، م�ی�ن�ی�م�اک�س، م�دوله�ای ردهی ب�ه م�یت�وان ج�م�ل�ه آن

نمود. اشاره ضعیف هممتناهی و هممینیماکس

ک�وه�م�ول�وژی م�ف�ه�وم ج�ب�ری، ه�ن�دس�هی در م�وض�ع�ی ک�وه�م�ول�وژی م�ف�ه�وم اه�م�ی�ت ب�ه ن�ظ�ر

ایدهآل به نسبت هرزوگ۷ توسط ۱۹۷۰ سال در بار نخستین R−مدول، دو از تعمیمیافته موضعی

دستگاه هر برای ۱۹۷۹ سال در بیژنزاده توسط سپس و گردید مطرح R حلقهی از m ماکزیمال

اس�ت ط�ب�ی�ع�ی ش�د. داده ت�ع�م�ی�م دل�خ�واه ج�اب�هج�ای�ی ن�وت�ری ح�ل�ق�هی ه�ر روی ای�دهآله�ا از م�س�ت�ق�ی�م

م�وض�ع�ی ک�وه�م�ول�وژی م�دوله�ای ب�رای م�وض�ع�ی ک�وه�م�ول�وژی ح�وزهی در م�س�ائ�ل از ب�س�ی�اری ک�ه

بسیاری جالب نتایج سؤالات، این به پاسخ پیرامون تحقیق و مطالعه گردد. مطرح نیز تعمیمیافته

نمود. اشاره [۵۲] و [۷۲] ،[۵۵] ،[۳۱] مراجع به میتوان جمله آن از که داشت بر در را

کوهمولوژی مدولهای از دیگری تعمیم [۶۵] مرجع همکارانشدر و تاکاهاشی۸ همچنین،

R حلقهی ایدهآلهای از زوج یک به نسبت موضعی کوهمولوژی مدولهای به موسوم موضعی

این رفتار پیرامون نیز تحقیقاتی داد. پاسخ مدولها این برای مذکور مسائل از برخی به و ارائه را

نمود. اشاره [۶۶] و [۵۳] مراجع به میتوان مثال عنوان به که گرفته صورت مدولها

و متناهی بودن، آرتینی شدن، صفر چون مسائلی پیرامون مطالعه و بحث به رساله این در
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۳ مقدمه

و پرداخته موضعی کوهمولوژی مدولهای بودن ضعیف لاسکری و مینیماکس بودن، هممتناهی

فصل شش در راستا، این در را خود تحقیقات حاصل بخشیدهایم. بهبود را متعددی مراجع نتایج

میکنیم: ارائه زیر شرح به

مدولها همهی و ناصفر همانی عضو با جابهجایی حلقهها همهی رساله، این سراسر در

شدهاند. فرض یکانی

مورد بعد فصلهای در که میپردازیم نتایجی و مفاهیم تعاریف، ارائهی به اول، فصل در

میباشند. نیاز

میتوان که میدهد نشان موضعی کوهمولوژی مدولهای همولوژیکی خواص از برخی

ک�ه R−م�دوله�ا از دل�خ�واه�ی رس�ت�هی زی�ر ه�ر ب�ه را م�ت�ع�دد م�راج�ع در ش�ده اث�ب�ات ن�ت�ای�ج از ش�م�اری

زی�ررس�ت�هه�ا ای�ن داد. ت�ع�م�ی�م ب�اش�د، ب�س�ت�ه ت�وس�ی�ع و ق�س�م�ت�ی خ�ارج م�دول زی�رم�دول، ب�ه ن�س�ب�ت

مدولهای خواص بر تکیه با دوم، فصل در اساس این بر میباشند. سِر زیررستههای به موسوم

نتایج از برخی دادهایم نشان منظم، I−فیلتر دنبالههای مفهوم و تعمیمیافته موضعی کوهمولوژی

پیرامون نتایجی راه این از و میباشند برقرار دلخواه سِر زیررستهی هر در مدولها این دربارهی

ای�ن م�ط�ال�ب آوردهای�م. ب�هدس�ت م�دوله�ا ای�ن ب�ه واب�س�ت�ه اول ای�دهآله�ای م�ج�م�وع�هی ب�ودن م�ت�ن�اه�ی

میباشد. [۲] و [۵] مراجع از برگرفته فصل

و م�ع�رف�ی [۷۴] م�رج�ع در زوش�ی�ن�گ�ر۹ ت�وس�ط ۱۹۸۶ س�ال در م�ی�ن�ی�م�اک�س م�دوله�ای ردهی

میباشد. آرتینی و نوتری مدولهای همهی شامل مدولها از رده این گرفت. قرار مطالعه مورد

مدولهای به موسوم مدولها از جدیدی ردهی ،[۳۲] مرجع در مافی و دیوانیآذر ۲۰۰۵ سال در

م�یب�اش�د. م�ی�ن�ی�م�اک�س م�دوله�ای ردهی از ب�زرگ�ت�ر اک�ی�داً ک�ه ن�م�ودن�د ت�ع�ری�ف را ض�ع�ی�ف لاس�ک�ری

[۱۲] م�رج�ع در وک�ی�ل�ی و ن�ق�یپ�ور اع�ظ�م�ی، م�ی�ن�ی�م�اک�س، م�دوله�ای از دی�گ�ر ت�ع�م�ی�م�ی ع�ن�وان ب�ه

این بر نمودند. ارائه را I−مینیماکس یا R حلقهی از I ایدهآل یک به نسبت مینیماکس مدولهای

موسوم مدولها از جدیدی ردهی ابتدا میباشد، [۴] مرجع نتایج شامل که سوم فصل در اساس

و I−م�ی�ن�ی�م�اک�س م�دوله�ای ردهه�ای از ب�زرگت�ر اک�ی�داً ک�ه را ض�ع�ی�ف I−لاس�ک�ری م�دوله�ای ب�ه

مدولها این همولوژیکی و جبری ویژگیهای از برخی و کرده معرفی میباشد، ضعیف لاسکری

رده این در موضعی کوهمولوژی مدولهای رفتار بررسی به سپس دادهایم. قرار مطالعه مورد را

دادهایم. تعمیم را متعددی مراجع نتایج میان این در و پرداخته مدولها از

ه��م��ک��اران��ش و ب��ل��ش��ف۱۰ ه��ارت��ش��ورن، س��ؤال و گ��روت��ن��دی��ک ح��دس ب��ه پ��اس��خ راس��ت��ای در

دو N و M و R گ�رن�ش�ت�ای�ن م�وض�ع�ی ح�وزهی از ای�دهآل�ی I اگ�ر ک�ه دادن�د ن�ش�ان [۱۷] م�رج�ع در
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۴ مقدمه

i هر برای ExtjR(N,H i
I(M)) آنگاه ،SuppR(N) ⊆ V (I) بهطوریکه باشند بازتابی R−مدول

گرنشتاین حوزهی شرط توانستند [۴۹] مرجع در خوشآهنگ و خشیارمنش است. بازتابی ،j و

با کامل موضعی حلقههای روی بازتابی مدولهای اینکه به نظر نمایند. حذف نتیجه این از را

نموده حذف نتیجه این از را بودن کامل شرط ابتدا چهارم فصل در یکسانند، مینیماکس مدولهای
بتی۱۲ اعداد و باس۱۱ اعداد وابسته، اول ایدهآلهای مجموعهی بودن متناهی پیرامون را نتایجی و

روی مینیماکس R−مدول یک M که کلیتری حالت در H i
I(M) موضعی کوهمولوژی مدول

خاصیت پیرامون نتایجی نیز ادامه در نمودهایم. ارائه است، R دلخواه جابهجایی نوتری حلقهی

آوردهایم. بهدست مینیماکس مدولهای روی موضعی کوهمولوژی مدولهای ضعیف لاسکری

میباشد. [۷] مرجع مقاله از برگرفته فصل این نتایج

بودن آرتینی مسألهی است، مطرح موضعی کوهمولوژی حوزهی در که مسائلی دیگر از

ب�ودن آرت�ی�ن�ی پ�ی�رام�ون را ن�ت�ای�ج�ی ،[۵۹] م�رج�ع در م�ل�ک�رس�ون۱۳ م�دوله�اس�ت. ای�ن ش�دن ص�ف�ر و

ب�ا R−م�دول ی�ک M اگ�ر ک�ه داد ن�ش�ان وی ب�هوی�ژه، ن�م�ود. ارائ�ه م�وض�ع�ی ک�وه�م�ول�وژی م�دوله�ای

ه�ر ازای ب�ه H i
m(M) آنگ�اه ب�اش�د، (R,m) م�وض�ع�ی ح�ل�ق�هی روی n ک�رول ب�ع�د ب�ا م�ت�ن�اه�ی ت�ول�ی�د

ش�ام�ل ک�ه پ�ن�ج�م ف�ص�ل در اس�اس، ای�ن ب�ر اس�ت. آرت�ی�ن�ی R از I ای�دهآل ه�ر ازای ب�ه Hn
I (M) و i

موضعی کوهمولوژی و موضعی کوهمولوژی مدولهای بودن آرتینی میباشد، [۶] مقاله نتایج

نشان ملکرسون نتایج از تعمیمی بهعنوان بهویژه، دادهایم. قرار تحقیق و مطالعه مورد را تعمیمیافته

H i
m(M) آنگ�اه ب�اش�د، (R,m) م�وض�ع�ی ح�ل�ق�هی روی م�ی�ن�ی�م�اک�س م�دول ی�ک M اگ�ر ک�ه دادهای�م

روی n کرول بعد با مینیماکس MیکR−مدول اگر که نمودهایم اثبات همچنین، است. آرتینی

است. آرتینی R از I ایدهآل هر ازای به Hn
I (M) آنگاه باشد، R دلخواه جابهجایی نوتری حلقهی

م���دوله���ای م���ف���ه���وم م���یب���اش���د، [۳] م���ق���ال���ه ن���ت���ای���ج از ب���رگ���رف���ت���ه ک���ه ش���ش���م، ف���ص���ل در

به و نموده ارائه I−هممینیماکس مدولهای مفهوم از تعمیمی بهعنوان را ,I)−هممینیماکس J)

بودن مینیماکس پیرامون را نتایجی همچنین، پرداختهایم. مدولها این خواص از برخی مطالعهی

خاص، بهطور آوردهایم. بهدست ایدهآلها از زوج یک به نسبت موضعی کوهمولوژی مدولهای

دادهایم. تعمیم مینیماکس مدولهای ردهی به را [۶۶] مرجع نتایج

11Bass numbers

12Betti numbers

13Melkersson
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نیاز پیش مطالب و مقدمات

میباشند. نیاز مورد بعد فصلهای در که میپردازیم قضایایی و تعاریف مطالعهی به فصل این در

خودداری آنها تکرار از لذا موجودند، مختلف منابع در قضایا این از بسیاری اثبات که آنجا از

میدهیم. ارجاع مربوطه منابع به و کرده

مقدماتی نکتهی چند ۱.۱

اس�ت R از ای�دهآل�ی I و ن�اص�ف�ر ه�م�ان�ی ع�ض�و ب�ا ج�اب�هج�ای�ی ح�ل�ق�هی ی�ک R رس�ال�ه، ای�ن س�راس�ر در

ب�ا را R ح�ل�ق�هی اول ای�دهآله�ای ت�م�ام م�ج�م�وع�هی ه�س�ت�ن�د. ی�ک�ان�ی R−م�دول م�دوله�ا ت�م�ام و

م�یده�ی�م. ن�ش�ان Max(R) ن�م�اد ب�ا را آن م�اک�س�ی�م�ال ای�دهآله�ای ت�م�ام م�ج�م�وع�هی و Spec(R) ن�م�اد

منظور و دربردارند را I که است R اول ایدهآلهای همهی مجموعهی ،V (I) از منظور همچنین

میباشد. R−همریختیها و R−مدولها همهی رستهی C(R) از

M از زی��رم��دوله��ای��ی N و P و R−م��دول ی��ک M ک��ن��ی��م ف��رض ۱.۱.۱ نمادگذاری و تعریف

صورت: این در باشند.

(N :R P ) = {r ∈ R | ∀x ∈ P, rx ∈ N} .۱

(N :M I) = {x ∈M | ∀r ∈ I, rx ∈ N} .۲

AnnR(M) = {r ∈ R | ∀x ∈M, rx = ۰} .۳

۵
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است. وفادار MیکR−مدول گوییم باشد، AnnR(M) = ۰ اگر .۴

به AssR(M) و SuppR(M) باشد. R−مدول یک M کنیم فرض ۲.۱.۱ نمادگذاری و تعریف

میشوند: تعریف زیر صورت

SuppR(M) = {p ∈ Spec(R) | ∃ ۰ 6= x ∈M ; (۰ :R x) ⊆ p}

AssR(M) = {p ∈ Spec(R) | ∃ ۰ 6= x ∈M ; (۰ :R x) = p}

Mمینامیم. به وابسته اول ایدهآلهای مجموعهی را AssR(M) Mو محمل را SuppR(M)

نشان dimRM با که M کرول بعد باشد. ناصفر R−مدول یک M کنیم فرض ۳.۱.۱ تعریف

میگردد: تعریف زیر صورت به میشود، داده

dimRM := sup{n ≥ ۰ | ∃ p۰ $ p۱ $ · · · $ pn s.t. pi ∈ SuppR(M)}.

است. توپولوژیک) فضای یک M(بهعنوان محمل بعد Mهمان کرول بعد درواقع ۴.۱.۱ تذکر

س�وم ف�ص�ل در ن�م�اد ای�ن از م�ا م�یده�ن�د. ن�م�ای�ش dim SuppR(M) ن�م�اد ب�ا را آن گ�اه�ی رو، ای�ن از

کرد. خواهیم استفاده

برقرارند: زیر گزارههای صورت، این در باشد. MیکR−مدول کنیم فرض ۵.۱.۱ لم

.SuppR(M) = {p ∈ Spec(R) | Mp 6= ۰} .۱

باشد، R−همریختیها و R−مدولها از دقیق دنبالهای ۰→ N → M → L→ ۰ اگر .۲

آنگاه:

.SuppR(M) = SuppR(N) ∪ SuppR(L) الف)

.AssR(N) ⊆ AssR(M) ⊆ AssR(N) ∪AssR(L) ب)

ای�ن ه�مچ�ن�ی�ن، .AssR(M) = SuppR(M) آنگ�اه ب�اش�د، آرت�ی�ن�ی R−م�دول ی�ک M اگ�ر .۳

است. R ماکسیمال ایدهآل متناهی تعداد شامل مجموعه
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آنگاه: باشد، متناهی تولید با MیکR−مدول اگر .۴

SuppR(M) = {p ∈ Spec(R) | AnnR(M) ⊆ p} .

.dimRM = dimR(R/AnnR(M)) حالت این در بهویژه،

2 .[۵۸] مرجع از ۶ بخش به شود رجوع اثبات:

صورت: این در باشد. MیکR−مدول و نوتری حلقهای R کنیم فرض ۶.۱.۱ گزاره

.AssR(M) = ∅ اگر تنها و Mاگر = ۰ .۱

. AssR(R/p) = {p} ،R حلقهی از p اول ایدهآل هر ازای به .۲

آنگاه: باشد، متناهی تولید با MیکR−مدول اگر .۳

است. متناهی AssR(M) الف)

یکسانند. AssR(M) و SuppR(M) مجموعهی دو مینیمال عضوهای مجموعهی ب)

2 .[۳۵] مرجع از ۱۲.۴.۲ و ۹.۴.۲ قضایای و ۳.۴.۲ گزارهی به شود رجوع اثبات:

میدهیم. نشان MinR(M) با را SuppR(M) مینیمال عضوهای مجموعهی ۷.۱.۱ نمادگذاری

Mبا بهطوریکه باشند R−مدول دو N و M و نوتری حلقهی یک R کنیم فرض ۸.۱.۱ قضیه

.AssR(HomR(M,N)) = SuppR(M) ∩AssR(N) صورت، این در باشد. متناهی تولید

2 . [۲۱] مرجع از ۱۰.۱.۴ گزارهی به شود رجوع اثبات:

زی�رم�دوله�ای�ش از {Mi}i∈I خ�ان�وادهی م�س�ت�ق�ی�م ج�م�ع ص�ورت ب�ه M R−م�دول اگ�ر ۹.۱.۱ لم

.AssR(M) =
⋃
i∈I AssR(Mi) آنگاه باشد،

2 .[۲۱] مرجع از ۳.۱.۴ گزارهی از ۱ نتیجهی به شود رجوع اثبات:

بهطوریکه باشند متناهی تولید با R−مدول دو L و M اگر گروسون۱) (قضیهی ۱۰.۱.۱ قضیه

مانند متناهی فیلتری آنگاه ، SuppR(L) ⊆ SuppR(M)

۰ = L۰ ⊆ L۱ ⊆ · · · ⊆ Ln = L

Li/Li−۱ ع��ام��له��ای ، ۱ ≤ i ≤ n ه��ر ازای ب��ه ب��هط��وریک��ه دارد وج��ود L زی��رم��دوله��ای از

Mمیباشند. از نسخههایی متناهی تعداد مستقیم جمع همریخت تصویرهای

1Gruson
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2 .[۶۸] مرجع از ۱.۴ قضیهی به شود رجوع اثبات:

ب��اش��ن��د R از م��ت��م��ای��ز اول ای��دهآل دو q و p و ن��وت��ری ح��ل��ق��هی ی��ک R ک��ن��ی��م ف��رض ۱۱.۱.۱ لم

ق�رار q و p ب�ی�ن اک�ی�د ب�هط�ور ک�ه ب�اش�د م�وج�ود R از p′ م�ان�ن�د اول�ی آل ای�ده اگ�ر .p ⊆ q ب�هط�وریک�ه

میگیرند. قرار q و p بین اکید بهطور اول ایدهآل بینهایت آنگاه گیرد،

2 .[۴۴] مرجع از ۱۴۴ قضیهی به شود رجوع اثبات:

معادلند: یکدیگر با زیر Mشرایط R−مدول هر برای ۱۲.۱.۱ گزاره

است. وفادار یکدست MیکR−مدول .۱

.N = ۰ دهد نتیجه N ⊗RM = ۰ ،N R−مدول هر برای و بوده Mیکدست .۲

.mM 6= M ،R از m ماکسیمال ایدهآل هر برای و بوده Mیکدست .۳

2 .[۳۵] مرجع از ۱۲.۱.۲ قضیهی به شود رجوع اثبات:

ی�ک�دس�ت R−م�دول ی�ک S و ب�وده ح�ل�ق�های ه�م�ری�خ�ت�ی ی�ک ϕ : R → S ک�ن�ی�م ف�رض ۱۳.۱.۱ لم

ای�ن در اس�ت). وف�ادار ی�ک�دس�ت ح�ل�ق�های ه�م�ری�خ�ت�ی ی�ک ϕ گ�وی�ی�م ح�ال�ت ای�ن (در ب�اش�د وف�ادار

صورت،

ϕ̄(x) = x⊗۱ضابطهی با ϕ̄ : M →M⊗RSنگاشت آنگاه باشد، MیکR−مدول اگر .۱

میباشد. تکریختی یک ϕ بهویژه، است. تکریختی یک

.IS ∩R = I آنگاه باشد، R از ایدهآلی I اگر .۲

پوشاست. ψ(p) = ϕ−۱(p) = p ∩R ضابطهی با ψ : Spec(S)→ Spec(R) نگاشت .۳

م�وج�ود m′ م�ان�ن�د S از م�اک�س�ی�م�ال�ی ای�دهآل آنگ�اه ب�اش�د، R از م�اک�س�ی�م�ال ای�دهآل ی�ک m اگ�ر .۴

.m′ ∩R = m بهطوریکه است

2 .[۳۵] مرجع از ۱۷.۵.۲ قضیهی به شود رجوع اثبات:

روی صفر شمارندهی یک را r ∈ R عضو باشد. یکR−مدول M کنیم فرض ۱۴.۱.۱ تعریف

از عضوهایی مجموعهی .rx = ۰ بهطوریکه باشد موجود x ∈M ناصفر عضو هرگاه Mنامیم

میدهیم. نشان ZdR(M) نماد با هستند، صفر Mشمارندهی روی که را R
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صورت، این در باشد. ناصفر R−مدول یک M و نوتری حلقهای R کنیم فرض ۱۵.۱.۱ گزاره

.ZdR(M) =
⋃

p∈AssR(M)

p

2 .[۵۸] مرجع از ۱.۶ قضیهی به شود رجوع اثبات:

ه�ر ب�رای ه�رگ�اه ن�ام�ی�م م�س�ت�ق�ی�م ی�ا ج�ه�تدار را (I,≤) م�رت�بج�زئ�ی م�ج�وع�هی ۱۶.۱.۱ تعریف

.k ≥ j و k ≥ i بهطوریکه شود یافت k ∈ I ،i, j ∈ I

خ�ان�وادهی ی�ک ب�اش�د. م�س�ت�ق�ی�م م�رت�بج�زئ�ی م�ج�وع�هی ی�ک (I,≤) ک�ن�ی�م ف�رض ۱۷.۱.۱ تعریف

،i, j ∈ I ه�ر ازای ب�ه ه�رگ�اه ن�ام�ی�م ای�دهآله�ا از دس�ت�گ�اه ی�ک را {bi}i∈I م�ان�ن�د ای�دهآله�ا از وارون

.bk ⊆ bibj بهطوریکه شود یافت k ∈ I

از {Mi}i∈I گ��ردای��هی ب��اش��د. م��س��ت��ق��ی��م م��ج��م��وع��هی ی��ک (I,≤) ک��ن��ی��م ف��رض ۱۸.۱.۱ تعریف

مستقیم دستگاه یک {µij : Mi → Mj}i≤j R−همریختیهای خانوادهی همراه به R−مدولها

باشند: برقرار زیر شرط دو هرگاه میشود نامیده

Miباشد. روی همانی نگاشت µii ،i ∈ I هر ازای به .۱

. µik = µjk ◦ µij باشیم داشته i ≤ j ≤ k شرط با i, j, k ∈ I هر برای .۲

میدهیم. Mنشان = {Mi, µij}i,j∈I با را فوق مستقیم دستگاه

مستقیم مجموعهی روی مستقیم دستگاه یک M = {Mi, µij}i≤j کنیم فرض ۱۹.۱.۱ تعریف

R−م�دول ب�ا اس�ت ب�راب�ر م�یش�ود داده ن�ش�ان lim
−→
i∈I

Mi ن�م�اد ب�ا ک�ه دس�ت�گ�اه ای�ن م�س�ت�ق�ی�م ح�د ب�اش�د. I

که i, j ∈ I هر برای بهطوریکه {µi : Mi →M}i∈I R−همریختیهای خانوادهی همراه Mبه

،i ≤ j

µi = µj ◦ µij

R−همریختی باشد، فوق خاصیت دارای که {N, {hi}i∈I} مانند دیگری خانوادهی هر برای و

.f ◦ µi = hi ، i ∈ N هر برای بهطوریکه است موجود f : M → N یکتای

یکریختی تحت مستقیم حد واقع، در است. یکریختی یک f که میشود ثابت آسانی به

یکتاست.

متناهی تولید با زیرمدولهای مستقیم حد صورت به میتواند M R−مدول هر ۲۰.۱.۱ گزاره

شود. نوشته خودش
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2 .[۵۸] مرجع از ۲۷۱ صفحه به شود رجوع اثبات:

ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه و م��یش��ود داده ن��ش��ان R̂ ب��ا R ک��ام��لس��ازی I−ادی��ک ۲۱.۱.۱ تعریف

میگردد:

R̂ =

{
(xi + I i)i∈N ∈

∏
i∈N

R/I i | ∀ i ≤ j , xj − xi ∈ I i
}

داده ن�ش�ان M̂ ب�ا M ک�ام�لس�ازی I−ادی�ک آنگ�اه ب�اش�د، R−م�دول ی�ک M اگ�ر م�ش�اب�ه، ط�ور ب�ه

میگردد: تعریف زیر صورت به و میشود

M̂ =

{
(xi + I iM)i∈N ∈

∏
i∈N

M/I iM | ∀ i ≤ j , xj − xi ∈ I iM
}

ب�ا ϕ : R → R̂ ط�ب�ی�ع�ی گ�روه�ی ه�م�ری�خ�ت�ی ه�رگ�اه ن�ام�ی�م ک�ام�ل را R ح�ل�ق�هی ۲۲.۱.۱ تعریف

باشد. یکریختی یک ϕ(r) = (r + I i)i∈N ضابطهی

I−ادی��ک ص��ورت، ای��ن در ب��اش��د. R ن��وت��ری ح��ل��ق��هی از ای��دهآل��ی I ک��ن��ی��م ف��رض ۲۳.۱.۱ گزاره

است. یکدست یکR−جبر R از R̂ کاملسازی

2 .[۱۱] مرجع از ۱۴.۱۰ گزارهی به شود رجوع اثبات:

m−ادی�ک ص�ورت، ای�ن در ب�اش�د. م�وض�ع�ی و ن�وت�ری ح�ل�ق�های (R,m) ک�ن�ی�م ف�رض ۲۴.۱.۱ گزاره

میباشد. m̂ ماکسیمال ایدهآل با موضعی و نوتری حلقهی یک R از R̂ کاملسازی

2 .[۱۱] مرجع از ۱۶.۱۰ گزارهی به شود رجوع اثبات:

R از R̂ کاملسازی m−ادیک آنگاه باشد، موضعی و نوتری حلقهای (R,m) اگر ۲۵.۱.۱ نتیجه

است. وفادار یکدست یکR−جبر

2 است. واضح حکم ۱۲.۱.۱ گزارهی و ناکایاما لم و ۲۴.۱.۱ گزارهی بر بنا اثبات:

ن�ی�ز R از R̂ ک�ام�لس�ازی I−ادی�ک آنگ�اه ب�اش�د، R ن�وت�ری ح�ل�ق�هی از ای�دهآل�ی Iاگ�ر ۲۶.۱.۱ قضیه

است. نوتری

2 .[۱۱] مرجع از ۲۶.۱۰ قضیهی به شود رجوع اثبات:
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با R−مدول یک M و R̂ کاملسازی m−ادیک با موضعی حلقهی یک (R,m) اگر ۲۷.۱.۱ لم

آنگاه باشد، متناهی تولید

dimRM = dimR̂(M̂).

2 .[۲۴] مرجع از ۳.۱.۶ تبصرهی به شود رجوع اثبات:

M انژکتیو پوشش را M مانند R−مدولی مینیمال انژکتیو توسیع ۲۸.۱.۱ نمادگذاری و تعریف

دهیم. می نشان E(M) با و نامیده

و ب�اش�د m م�اک�س�ی�م�ال ای�دهآل ب�ا م�وض�ع�ی و ن�وت�ری ح�ل�ق�های R م�یک�ن�ی�م ف�رض ۲۹.۱.۱ تعریف

ب�ا و ن�ام�ی�ده M R−م�دول م�ات�ل�ی�س دوگ�ان را HomR (M,E(K)) ص�ورت، ای�ن در .K = R/m

ϕ(x)(f) = f(x) ضابطهی با ϕ : M → Mνν طبیعی همریختی همچنین، میدهیم. نشان Mν

ب�ازت�اب�ی ،M R−م�دول گ�وی�ی�م م�ین�ام�ی�م. ک�ان�ون�ی ه�م�ری�خ�ت�ی f ∈ Mν و x ∈ M ه�ر ازای ب�ه را

داشته ϕ : M → Mνν کانونی همریختی تحت هرگاه است بازتابی خلاصه طور به یا ماتلیس

.M ∼= Mνν = (Mν)ν باشیم

باشد. Mνآرتینی اگر تنها و اگر است Mنوتری مدول ۳۰.۱.۱ نتیجه

2 .[۳۵] مرجع از ۴.۴.۳ نتیجهی به شود رجوع اثبات:

است. Mآرتینی آنگاه باشد، اگرMνنوتری ۳۱.۱.۱ نتیجه

2 .[۳۵] مرجع از ۵.۴.۳ نتیجهی به شود رجوع اثبات:

آنگاه باشد، آرتینی یا نوتری M R−مدول اگر باشد. کامل حلقهای R کنید فرض ۳۲.۱.۱ لم

.M ∼= Mνν

2 .[۳۵] مرجع از ۶.۴.۳ لم به شود رجوع اثبات:

Mν اگر تنها و اگر است آرتینی M R−مدول آنگاه باشد، کامل حلقهای R اگر ۳۳.۱.۱ قضیه

باشد. نوتری

2 .[۳۵] مرجع از ۷.۴.۳ قضیهی به شود رجوع اثبات:

صورت، این در باشد. MیکR−مدول کنیم فرض ۳۴.۱.۱ تعریف
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مانند تصویری R−مدولهای از خانوادهای از است متشکل M از تصویری تحلیل یک الف)

R−ه�م�ری�خ�ت�ی ه�م�راه ب�ه {dn : Pn → Pn−۱}n∈Z م�ان�ن�د R−ه�م�ری�خ�ت�یه�ا و {Pn}n∈Z
بلند دنبالهی نیز و Pn = ۰ ،n < ۰ هر برای بهطوریکه ε : P۰ →M

· · · −→ Pn+۱
dn+۱−→ Pn

dn−→ Pn−۱ −→ · · ·−→P۰
ε−→M −→ ۰

میدهیم. نشان P•
ε−→M نماد با اختصار به را تحلیل این باشد. دقیق

م�ان�ن�د ان�ژک�ت�ی�و R−م�دوله�ای از خ�ان�وادهای از اس�ت م�ت�ش�ک�ل M از ان�ژک�ت�ی�و ت�ح�ل�ی�ل ی�ک ب)

R−ه��م��ری��خ��ت��ی ه��م��راه ب��ه {dn : In → In+۱}n∈Z م��ان��ن��د R−ه��م��ری��خ��ت��یه��ا و {In}n∈Z
بلند دنبالهی نیز و In = ۰ ،n < ۰ هر برای بهطوریکه ε : M → I۰

۰ −→M
ε−→ I۰ · · · −→ In−۱

dn−۱

−→ In
dn−→ In+۱ −→ · · ·

میدهیم. Mنشان ε−→ I• نماد با اختصار به را تحلیل این باشد. دقیق

صورت: این در باشد. MیکR−مدول کنیم فرض ۳۵.۱.۱ لم

میباشد. تصویری تحلیل Mدارای .۱

میباشد. انژکتیو تحلیل Mدارای .۲

2 .[۶۷] مرجع از ۴.۲.۵ و ۲.۱.۵ قضایای به شود رجوع اثبات:

pdR(M) ≤ n با و میباشد n حداکثر تصویری بعد Mدارای R−مدول گوییم ۳۶.۱.۱ تعریف

مانند تصویری تحلیل Mدارای هرگاه میدهیم نشان

۰ −→ Pn
dn−→ Pn−۱ −→ · · ·−→P۰

ε−→M −→ ۰

.pdR(M) = n میدهیم قرار آنگاه باشد، فوق خاصیت با عدد کوچکترین n اگر باشد.

ت�ع�ری�ف م�ش�اب�ه ط�ور ب�ه ن�ی�ز م�یش�ود، داده ن�ش�ان injdim(M) ن�م�اد ب�ا ک�ه M ان�ژک�ت�ی�و ب�ع�د

میشود.

و ExtnR(−,M) ب�ا را HomR(−,M) راس�ت ش�دهی م�ش�ت�ق ت�اب�ع�گ�ون n−اُم�ی�ن ۳۷.۱.۱ تعریف

میدهیم. نشان TorRn (M,−) با Mرا ⊗R چپ− شدهی مشتق تابعگون n−اُمین
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ای�ن در ب�اش�د. R−م�دوله�ا از خ�ان�وادهای {Bi}i∈Λ و R−م�دول ی�ک A ک�ن�ی�م ف�رض ۳۸.۱.۱ لم

، n ≥ ۰ هر برای صورت،

. ExtnR(A,
∏
i∈Λ

Bi) ∼=
∏
i∈Λ

ExtnR(A,Bi) .۱

.ExtnR(
⊕
i∈Λ

Bi, A) ∼=
∏
i∈Λ

ExtnR(Bi, A) .۲

.TorRn (
⊕
i∈Λ

Bi, A) ∼= TorRn (A,
⊕
i∈Λ

Bi) ∼=
⊕
i∈Λ

TorRn (Bi, A) .۳

میآید. بهدست [۶۷] مرجع از ۸.۳.۶ و ۵.۳.۷ و ۴.۳.۷ قضایای به توجه با حکم اثبات:

2

ی�ک S ک�ن�ی�م ف�رض ه�مچ�ن�ی�ن، ب�اش�ن�د. ج�اب�هج�ای�ی ح�ل�ق�هی دو S و R ک�ن�ی�م ف�رض ۳۹.۱.۱ قضیه

ب�اش�د، م�ت�ن�اه�ی ت�ول�ی�د ب�ا M و ن�وت�ری R اگ�ر ب�اش�ن�د. R−م�دول دو N و M و ی�ک�دس�ت R−ج�ب�ر

داریم ،i ≥ ۰ هر برای آنگاه

ExtiR(M,N)⊗R S ∼= ExtiS(M ⊗R S,N ⊗R S).

2 .[۳۵] مرجع از ۵.۲.۳ قضیهی به شود رجوع اثبات:

ی�ک N و م�ت�ن�اه�ی ت�ول�ی�د ب�ا R−م�دول ی�ک M ن�وت�ری، ح�ل�ق�هی ی�ک R ک�ن�ی�م ف�رض ۴۰.۱.۱ لم

برقرار زیر احکام ،i ≥ ۰ هر و p ∈ Spec(R) هر برای صورت، این در باشند. دلخواه R−مدول

است:

.ExtiR(M,N)p ∼= ExtiRp
(Mp, Np) .۱

.SuppR(ExtiR(M,N)) ⊆ SuppR(M) ∩ SuppR(N) .۲

2 .[۳۵] مرجع از ۶.۲.۳ نتیجهی به شود رجوع اثبات:

این در باشند. دلخواه R−مدول دو L و N و تصویری MیکR−مدول کنیم فرض ۴۱.۱.۱ لم

داریم n ∈ N هر برای صورت،

ExtnR(M ⊗R N,L) ∼= ExtnR(N,HomR(M,L)).
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2 .[۶۱] مرجع از ۲۱.۹ تمرین به شود رجوع اثبات:

صورت، این در باشند. R−مدول دو N Mو کنیم فرض ۴۲.۱.۱ لم

SuppR(M ⊗R N) ⊆ SuppR(M) ∩ SuppR(N)

بود. خواهد برقرار تساوی آنگاه باشند، متناهی تولید با R−مدول دو N Mو اگر بهویژه،

2 .[۲۱] مرجع از ۱۸.۴.۲ گزاره به شود رجوع اثبات:

با ϕ̄ : Spec(S)→ Spec(R) و بوده حلقهای همریختی یک ϕ : R→ S کنیم فرض ۴۳.۱.۱ لم

Mداریم: R−مدول هر برای صورت، این در باشد. مفروض ϕ̄(p) = ϕ−۱(p) ضابطهی

SuppS(M ⊗R S) ⊆ ϕ̄−۱(SuppR(M))

بود. خواهد برقرار تساوی آنگاه باشد، متناهی تولید Mبا اگر بهویژه،

2 .[۲۱] مرجع از ۱۹.۴.۲ گزاره به شود رجوع اثبات:

معادلند: زیر احکام صورت، این در باشد. MیکR−مدول کنیم فرض ۴۴.۱.۱ قضیه

است. متناهی تولید با ،i هر ازای به ExtiR(R/I,M) .۱

است. متناهی تولید با ،i هر ازای به TorRi (R/I,M) .۲

2 . [۶۰] مرجع از ۱.۲ قضیهی به شود رجوع اثبات:

ه�رگ�اه گ�وی�ی�م M−م�ن�ظ�م را a ∈ R ع�ض�و ب�اش�د. R−م�دول ی�ک M ک�ن�ی�م ف�رض ۴۵.۱.۱ تعریف

. ax 6= ۰ باشیم داشته ۰ 6= x ∈M هر برای

ب�رق�رار زی�ر ش�رای�ط ه�رگ�اه ن�ام�ی�م م�ن�ظ�م M−دن�ب�ال�هی را R از a۱, . . . , an دن�ب�ال�هی ۴۶.۱.۱ تعریف

باشند:

باشند. −منظم M∑n−۱

i=۱
aiM

، an و · · · و −منظم M
a۱M

، a۲ و M−منظم ، a۱ .۱

. M∑n

i=۱
aiM
6= ۰ .۲


