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����������� 	
�� ����������� ������ �

��������������� ���� ���������������������������� �!��"#$ %&���������������' ��(�"�
(���) *�%(��+,����	����(�) ���(�) � �-

. � /��01-�2����'������ ����. , 3��������������4 ���"�,� 5-�� ��"���(� /��01-�"���!�	-�6 ���	
���������

��������������%��	-�7��!�. ����4 ��8��) ���-� (��9,��*$��:  ;�������. ����2�����������< ���(�. �����4 ���� ���	�����=!

> ?Y Xβ β= +������������"��. ���>β�����������*;-�8��6 �@�����?β������*�%- $�	-�4 ��A �!�����2�������"�(�. BC�D�'������

���������E� F���01-�� ��' �(�"
(����� ��. , 3�"5, 
-Y�������01-�� ����G �F��' �(�X������8����F�	�-��2����) �+,��'���

8��. ���< � ;@��� ��	
����������

��

H?2?I� �, ,...,> ? ���������� ? Ji i iY X i nβ β ε= + + =��
�

�������"�ε���K���	 �� ���. ���) ��01-�"��. � 
��"�BL�� ���*/ M-��( D�2�'BN���( ) >E ε =���

H. ( OI( ) JVar ε σ=��(���P@����!�	-�6 ������ε*$!�	-�6 ���"1C;B/ $� /�2��

���E� F���01-Y����������"��	, 3����. ���"1��F�	 �� �����01-�� ��X�����;$�	 �� �����������������������4 ��������

����������!�	-�) �����8�*$��	N BK���( D�)  
�� (�����1%��2��������'�=B-���*�Q-��/����'���( %(X����) ���(�Y���� ���

������L��� B13��R�8��2��&X. !$�����	-��9,��. C�$�	 �� �����
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( ) > ?E Y Xβ β= +��

��������������S��	-��Y����(�X��. ���	
���2��)  /�1-�� F>β�����?β��T�B5-������������	�
�����	�-�

*%- $��*$!������(�*� (�"��*%1C/�	� /�1-�� F�RD�����2��

�������U-����� ����;5��A �K��A ���N�'���*$����) *�2?β���������' �+$ ��-����G ��V�����V�-�RD������Y����. �����	- �+%/

���������01-����G ��V���*3���� ��"�G �F��' �(�( )X��*/��	-�W��2������������- �!� �/������"�%-���"��	��X���>X =�

�����< �X�������*! (>β�����E� F���01-�' �+$ �-�Y��) �8��"(�>X =���������< ��X�'������K����. ���>β���"�$+#�/�

���*$�	�B@���;5��2��

��������"��	,���' �,��"�YC-���������'�����!�	-�Z�
-��� ��	
�����������. ������������ ���'1�!��� �(�"�$+&�"�

��"$B$, ,...,? J nY Y Y�������������01-��[ �%1-���� �Q-� (����B/�X����	�%5��, ,...,? J nX X X����A ����N��>β�����?β����������(����

\��%���

. �������'���"(������E� F�) ��(�	Q
%-����� ��� ���� ���<  5(�-�'��1B��� ���8���� U1���2��

������'������� 8��(�. ����4 ��'��1](�� ����*!������������7B^-�"��. ���	
���������� �/ 
��_���)  �/H���_�������

��4 ��"5
D��̀������������=!�G %���F����B$�����*!�����) �B@�)  /?�?I����*�%���B��%�-����2��������	��X���*���

������������������� 8��(�4 ��*! (��1B��4 ��'���8���*!��*/ M-���� Q-�<  ����$��"&��/�"��. ���'��� ̂ %�����*!�������"(

���V$� /��. ��������2������ ���'������'���( %(>̂β�����?̂β��������������7B^-�"����%��	-�' ��5��) �̀ ���������_���)  �/

���	�%5�� / 
�...J J J J
? J

?

n

i n
i

e e e e
=

= + + +�����!��B��%�-���������"����ie�����	�5D�����*�Q-�' ��(�< � �U��iY����

ˆ ˆ
î iY Xβ β= +> ?. ����2��

�

�
�� �������������������������'��1B��� ���8���� U1��� (��������4 ��� 8��(�_���)  / �

�

��
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�������. �*(�) ��(>̂β���?̂β�8��. ���	 � ���
n

i
i

e
=
� J

?

�"(�. ;C$�>̂β���?̂β����D��UX�) � C-���"1����a1M-�

��/��2�������/���. ���"(�< �X�'��������

H?2JI� �ˆ ˆ ˆ ?
> ? ?

J J

?

���������

n

i i
i

n

i
i

X Y nXY
Y X

X nX
β β β =

=

−
= − =

−

�

�
��

��

������������������ ����� �����	
�������� �

� �

������������������������"�
(���8��	�;��Q�� �]%�����������< T� �5-��&�"��. ���'���. !���"L�����"(�*� (�"��	B]-�"1=$

	5D��X���Y�������) ��"�3 $����4 Q��b -B@�< T� 5-�'����9,��*%1C/��)  /��01-���� Q-�"G �F�' �(���*/ M�-�

���������������������� U1���< T� 5-�'���8���"�3 $�'���8��c� ���������	B$����*%1C/��;15-�*$���*!�2������ �d-����%@�"(

������)  /������"��*�%��6 ��( )yx,��������8 �(����? Jx x x≤ ≤�������*%�! (��*�!�) ����R�BL��2�������"�,� 5-��8 �(�'������

�
������������������ �-�	5D���"
(���8��e ��A ��Q��� ��	X�����Y�. ����2��������8����/��f(�"���*�%��6 ���� 3

�����������*�Q-�	%�(�G �F�) ��(��*!������(��������4 ��",� 5-�'��Y���8 �(����J gx x x≤ ≤�������%���� U1����

�����'���"��. ���hN��������������������� �Q-�8��"��3 $�'�������	 (����=�B@��*!������(��������4 ��",� 5-x����"�(����

���*$�+,��A � %- $�i �fM��)  
����,��H�2��=!?��J2I��

��
�� �����������	�	��� �������������������� �

� �

� �
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������ ���� 
�� ������ !"���# ������$���� �

���������'��1B��4 ��"=%���j �-�"(��)  /�������������� 8���(�4 �� ���"����%��	 ( �8�����/���	-�*!�' ��5��_���

�����' �Bf����� 5D����*!Y����������������������V��-�"�&�"(�� B��'���*%��	-�� B������������ ��*%��	-�� B�� -�"(�

. ���2���%��6 ��������k%-�'���) ��(���

��

�' �+$ �-�8��l ���$�����������������������������X��������� /�XXx ii −=��

�' �+$ �-�8��l ���$�����������������������������Y������������ /�YYy ii −=��

�' �+$ �-�8��l ���$�����������������������������Ŷ������������ /�YYy ii −= ˆˆ��

. !$�����	-���

����������������������������������( )JJ

? ?

n n

i i x
i i

x X X SS
= =

= − =� ���

���	�*%���F�����������������������������������( )
n n

i i y T
i i

y Y Y SS SS
= =

= − = =� �
JJ

? ?

��

�;��	�*%���F��*!�'����������������������������( ) ˆ
ˆˆ

J
J

? ?

n n

i i y R
i i

y Y Y SS SS
= =

= − = =� ���

�	�*%���F'��;��*M$����������������������������������������������Re
J

?

n

i e s
i

e SS SS
=

= =���

"�mD���� /� B$�'��� (?n?�"����/��	-�� M$���

H?2gI� �ReT R sSS SS SS= +��
�

�	�*%���F�R( %-�8��	=�ySS�"����%��	-�"k3P-�ySS ˆ���01-� ��X�	�*%���F�'����- @�"��. ���

G �F�' �(�X� �&� �� . ���Ŷ� 8�� 	
�� R( �� � ��X�. ���� �9,�ySS ˆ�8�� 	1BCD� ���� 	-� ���

	�*%���FY� "����� "(� "��X� ��,�� ' �B/� "(� *�- $� . ��� "�L�� �( D�ySS ˆ�� �(� 	�*%���F� ���

�*!H�*!�' ��;�I?��*!�� �(�<  $ �$� ��H�*!�' ��;��I�	-�"1C(�����01-*%- $�2�"(�"L�� (�	 ��̀ �8�

�"
(��H?�ng�I� �	�*%���FY��8�*$��"(�eSS�	�*%���F�8��G �(�Ŷ�'���( %(� �. ��� �eSS�8��	B]��

�	�*%���FY�< ����0��4 ���"��. ����X�) �+���)  /��01-��O����5-���*! (�	B$�"�L���( D��

�(�"��. ��Y*$���*M$�o  �,�+,�������*$�O-�� 2���,��'���"(eSS�� �(�<  $ �$� ��	�*%���F� ���

��*M$H�*M$�' ��;�IJ��- $�	-�2�*!�' ��;��<  5(�-�7B^-�g(�-�7B^-��� 
��<  5p�_ $�A �����"(�

��+���)  /ySS ˆ���eSS*%! (�	-��2��

                                                 
1
�Explained variations 

2
�Unexplained variations 

3
�Explained sum of squares 

4
�Error sum of squares 
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��"
(��H?ng�I�����. ���_�-�q $ �����"�V̂ ��"
(���"(�2����"��. ���hN��ˆ> ?Y

Y

SS

SS
≤ ≤��������� ��5-�*�$���	�-���

����������	�
��"�
(���. �D����V�-�) ��(�	 (�Y����� �(��X������������������� �(������������	�-�. ����. �;d-���&���*�! (�
J
XYR�'���( %(�*%- $�	-�' ��5��A ��N�������"������� M$ 
��

������������������������������������������������������������ˆJ Y R

y T

SS SS
R

SS SS
= =��

�����

����������������������������
��"��������"���(���*���!�� ����(�	�*���%���F�

�������	�*���%���F�

X=��

��

����������' ��5��A ��N���*Q-�"&��/�"����%��	-�"L�JR����������������1](�� 8���(�)  �%5-�"(�*! (����� ��V$�� ��"(��

���*Q-�"&��/�����(��������4 �JR. ���� 8��(���;$�e ���(�����*! (�� ��V$��UX�"(�2��

���' ��5��A ��N���*Q-�. U������	-JR*X���8��)��"1C�(�����01-�< ����0��Y�����"������"�(�"���. ����

���01-G �F�' �(X�;����!�	-�"�L����'2��

���������) ��", C-���/
J > rR =�����'���"(���!�	%5-�����"���. ���r>�����������"1C�(������01-�< �����0��8��*�X���Y�

�����01-�4 ��G �F��' �(X�. ���"�L���( D��2������"���. ����	�-�@���5-�RD�������*$ B�D (�*X�����

���*$���*M$�o  �,��������2��������01-�� d-�'������'���( %(G �F��' �(���;��"(��� D���������01-�< �����0��_ B��' �

��"1C(��Y��*! (�	B$��2��%��6 ����*YH�*�,��I���XH�"� -���I���������' ��(�V�$��� ��	
��"
(���� ����. ��

��������������"(�: (�-�< �*/ M-�s  ����(�*�%��6 �����. ������D�(���01-����'��Y�����X�����' ���5��A ��N���*Q-�

���(��(/
J > rtR =��. ����*!��2�����"� -���. U������	-rt�������;�����*�,��< ����0��8��*X�����������*�%��	-�'

*$���*M$�o  �,��������",� 5-����"��. ���) �+���)  /��01-���5-��*$ B�D (�*X���u%F2��

��

��

�%& '���(����) $������%�*+,�%	���-� �

����. ��/��01��� ��2"��/Y�������/�342�����%��� ��,�� �������������%�*+,���5$�6 4,�� ��2"��/�����7�6 4,�� ��2"��

� 28����"9� �

��������������������������������������������������������eYY SSSSSS += ˆ��

��:��� �

���������������������������������������������������������( ) ( )ˆ
ˆ ˆˆ ( )

JJ

> ?
? ?

n n

iY
i i

SS Y Y X Yβ β
= =

= − = + −� ����

�����������������������������������������������������������������������ˆ ˆ( )J? ?
?

n

i

Y X X Yβ β
=

= − + −�������������������
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������������������������������������������( )ˆ ˆ ˆ
J

J J J J
? ? ?

? ?

n n

i i X
i i

X X x SSβ β β
= =

= − = =� ���

. !$�����	-�	 ��̀ �8����

����������������������������������������������������( ) ( )ˆ ˆˆ JJ
J

> ?
? ? ?

n n n

i i i i
i i i

e Y Y Y Xβ β
= = =

= − = − −� � ���

���������������������������������������������������������������( )ˆ ˆ J

? ?
?

n

i i
i

Y Y X Xβ β
=

= − + −���

������������������������������������������������������������( ) ( )( )ˆ J

?
?

n

i i
i

Y Y X Xβ
=

= − − −���

������������������������������������( )ˆ ˆ ˆJ
J J J

? ? ?
? ? ? ?

J
n n n n

i i i i i i
i i i i

y x y x y xβ β β
= = = =

= − = − +� � � ���

�������������������������������������������������������ˆ ˆ ˆ
n n n

i i i
i i i

y x xβ β β
= = =

� �= − +� �
� �

� � �J J J J
? ? ?

? ? ?

J��

��������������������������������������������������������������������ˆJ J J
?

? ?

n n

i i
i i

y xβ
= =

= −� ���������������������

�������������������������������������������������������������������������"̂ �1$���ˆJ J J

? ? ?

n n n

i i i
i i i

e y y
= = =

= −� � ���

������������������ ������

��������������������������������������������������������������������������������������ˆJ J J

? ? ?

n n n

i i i
i i i

y y e
= = =

= +� � ���������������

�=3��. ����*!�. ( O�2��

��

���8��=!������� Q-iY��îY��i iy Y Y= −��ˆˆi iy Y Y= −���ˆ
i i ie Y Y= −*$���*!������� M$��2��

��

��
�� �����������������

��
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���%$���2;�� 	
�� ����������� �

���������<=��� ��������%$���2;�� ������ �

� �

. ���4 ;��-��*F�*D����� -�*D�"(��CF�*D�*�%��6 ���2�� �(����"
(���'���"��) ��"$ �*%&��������) +,�

. �����8�< ��(���*%��	-���

H?2pI� �> ? ? J JY X Xβ β β ε= + + +��

��

�������"�Y����CF�*D�?X����*F�*D�JX. ����� -�*D��2���� (�"$ �*%&�	
���������) +,��� ��'��

���01-G �F�' �(�?X���JX*! (�	-��2�v��",� 5-�"��. ���'�������S��	-�	
�����+,��'���"=$��. �@

��]̂ -�)  /�1-�� F�8��	
��R( ��� �>β��?β��Jβ*! (�	-�2��- !� /������"��	��X���? J >X X= =�

�*! (��>β�' �+$ �-�RD������Y"��	1D���? J >X X= =*! (�	-��. ����2�< ��%�����K���>β w�/ �"$�

���*$�) ��;5�2����� k1$����-����0��Y0��*3���� ��x�8��"(�����������?X���(�. ( O�< �X���JX�� M$�

��1-�� F��
%�B/���*/��	-βJ����� k1$����-����0��Y�������0��*3���� ��x�8��"(� ���JX�< �X����

���(�. ( O?X*/��	-�� M$�2��

�E� F���01-�	���. , 3���Y� (�. ���'=B-�k���01-�G �F�' �(�< �X�'������"��*! (�"1!���"
(���

��������

��

H?2tI� �...> ? ? J J k kY X X Xβ β β β ε= + + + + +��

,�����'����� (�"$ �*%&�	
���������) +k���01-�G �F�' �(*%- $�	-��2�)  /�1-�� Fjβ�,...,>j k=�����

*%- $�	-��������A ���N�2��1-�� Fjβ��,...,?j k=�E� F���01-����� k1$����-���0��Y(������ ��x�8��"
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