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 سپاسگزاری

 

اش، تَفیق یافتن تا از هیاى اًثوَُ  ضکر ٍ سپاس خدای تسرگ را کِ در پرتَ عٌایات خاصِ     

گیری از فرٍغ اًساًْای هطتاق تِ تحصیل، ایي فرصت را ترای هي ًیس فراّن ساخت تا تا تْرُ

 ِ ّوای  حکوت تسرگاى ٍ پیطکسَتاى هیداى داًص، طریق خَد را رٍضي کٌن ٍ در پرتَ اًدیطو

 آى فرزاًگاى، قدهی ّرچٌد کَچک پیص ًْن. ٍالای

دیي تٌدُ تِ اساتید تسرگ ٍ هْرتاًی چَى آقایاى دکتر تاتلیاى ٍ دکتر جَادی تس توسرگ       

اهید آًکِ تا پایاى عور در صحت ٍ سلاهت تِ سر ترًد ٍ تِ هطتاقاى علن ایي هسر ٍ تَم است. 

 ّوچٌاى درس علن ٍ ادب دٌّد.

اب آقای دکتر ضاّرضایی کِ قثَل زحوت کردًد ٍ داٍری پایاى ًاهِ ضایستِ است از جٌ     

ایٌجاًة را تر عْدُ گرفتٌد، تطکر ٍ قدرداًی کوٌن. ّوچٌویي از کلیوِ عسیساًوی کوِ در دٍرُ      

 .ام، کوال تطکر را دارمتحصیلن از هساعدت ٍ ّویاریطاى تْرُ تردُ

 ٍ در پایاى      

        ّایطواى ًثوَد،  ایٌچٌیي گراًقودر ٍ تلاضوْا ٍ تطوَیق   اگر علن ٍ داًص در ًسد پدر ٍ هادرم    

خَرد. پس اگور هوَفقیتی اسوت، ّووِ هرّوَى      داًن هسیر زًدگین تِ چِ صَرت قلن هیًوی

 داًن.زحوات ایطاى تَدُ است ٍ تا اتد خَد را هدیَى آًاى هی

 داضتِ تاضن.داًن از خَاّراًن ٍ ّوسرم کوال تطکر ٍ سپاسگساری را تر خَد لازم هی      



 

 تقدیم            

 پدرم که هر لحظه در کعبه عشق می پرستمشبه 

دل اوگیس قصه های شیرینش، صفحات کىدکی ام را  و به روان پاک مادرم که طنیه  

م اوگیسش، تلختریه و پرغصه تریه قصه را سرود و مانده غ    روگیه نمىد و با غروب

 برگهای دفتر حیاتم را به سیاهی کشاند.

 تا هستم اشکهایم نثارش باد.                                                                                                                                                                                                       

کاهد. به همسرم، همدم ناله  هایم، که صمیمانه می کىشد از بار اندوهم ب
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دیفراًسیل  –ٍ هعادلات اًتگرال  اًتگرالپایاى ًاهِ، ّدف ارائِ رٍشی برای حل برخی از هعادلات  در ایي    

بر پایِ رٍش ّای بسط لژاًدر ٍ چبیشف هی باشد، کِ در فصل اٍل، بِ هعرفی هعادلات دیفراًسیل ٍ چٌد 

 –جولِ ای ّای هتعاهد هی پردازین. در فصل دٍم هعادلات اًتگرال پریشٌدُ هٌفرد، هعادلات اًتگرال 

لترا را با استفادُ از بسط لژاًدر هتٌاّی دیفراًسیل تأخیری ٍ –دیفراًسیل ٍلترا ًَع اٍل ٍ هعادلات اًتگرال 

 را بصَرت زیر در ًظر هی گیرین ٍ:      حل هی کٌین. در ایي رٍش تقریبی از 

             ∑  
     

 

   

  (
 

  

        )  

 هی پردازین. ٍ هرتبِ خطا هی باشد ٍ سپس بِ بررسی رٍش   چٌد جولِ ای لژاًدر هرتبِ        کِ در آى

           در فصل سَم، با استفادُ از یک رٍش عددی، بِ حل هعادلات اًتگرال ٍلترا با ّستِ لگاریتوی    

 در ًظر هی گیرین،بصَرت زیر       هی پردازین، کِ در ایي رٍش ًیس تقریبی از

             ∑   
       (

 

  

        )

       

   

 

           ٍ هرتبِ خطا هی باشد ٍ سپس بِ بررسی رٍش   جولِ ای چبیشف هرتبِچٌد       کِ در آى

 در فصل چْارم، ًتایج بدست آهدُ را با ارائِ چٌد هثال بیاى هی کٌین. هی پردازین.
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 1فصل 

 

 

 ّای هتعاهدایال ٍ چٌدجولِای تز هعادلات اًتگزهقدهِ -1 .1

 

 

[ 25ایْبی هتؼبهذ]خولِچٌذ[ ٍ 12ٍ1] ّبّؼتِوبلی ثش اًَاع هؼبدلات اًتگشال ٍ دس ایي فلل ًگبّی اخ

 خَاّین داؿت.

[ سا 49[ هی پشداصین ٍ دس اًتْب ػشیْبی فَسیِ ]25ٍ19ّبی لظاًذس، چجیـف ]ایدس اداهِ ثِ هؼشفی چٌذ خولِ

 تؼشیف خَاّین وشد.

      ًٍذ حل ثؼیبسی اص هؼبئل سیبضی فیضیه، ثیَلَطی، ؿیوی ٍ هٌْذػی ثب هؼبدلات اًتگشال هَاخِ دس س

هی ؿَین. هؼبدلات اًتگشال اص تجذیل ػبیش هؼبئل سیبضی اص خولِ هؼبدلات دیفشاًؼیل هؼوَلی ٍ هؼبدلات 

ّبی حل هؼبدلات اًتگشال آیٌذ. ثٌبثشایي ًظشیِ، وبسثشد ٍ سٍؽدیفشاًؼیل ثب هـتمبت خضئی ًیض پذیذ هی

 ثؼٌَاى یه هَضَع هْن دس سیبضیبت وبسثشدی هغشح اػت.
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 هقدهِ ای تز هعادلات اًتگزال ٍ چٌدجولِ ای ّای هتعاهد: 1فصل 
 

 هعادلات اًتگزال  1-1

 صیش ػلاهت اًتگشال لشاس داسد:     ای اػت وِ دس آى تبثغ هدَْل یه هؼبدلِ اًتگشال، هؼبدلِ

          ∫                                                                                       1 1 
    

    

 

هؼبدلِ اًتگشال ًبهیذُ هی ؿَد. ثبیذ تَخِ داؿت وِ دس ایٌدب تبثغ هدَْل یؼٌی  1ّؼتِ        دس آى وِ

اص لجل       ثغٍ تب        ؼٌیتٌْب دس صیش ػلاهت اًتگشال ظبّش ؿذُ اػت ٍ ّؼتِ هؼبدلِ ی     

 اػت وِ دس هؼبدلِ ثبلا كذق وٌذ.      َلٌذ ٍ ّذف تؼییي تبثغ هدْهؼلَم ّؼت

 

 2تٌدی هعادلات اًتگزال خطیدستِ 1-2

تَاى ثِ دٍ گشٍُ هؼبدلات اًتگشال فشدّلن ٍ هؼبدلات اًتگشال ٍلتشا تشیي هؼبدلات اًتگشال خغی سا هیهتذاٍل

 ثٌذی وشد.دػتِ

 هعادلات اًتگزال خطی فزدّلن 1-2-1

گیشی ثِ تشتیت اػذاد دلات اًتگشال خغی فشدّلن، وِ دس آًْب حذ ثبلا ٍ پبییي اًتگشالؿىل اػتبًذاسد هؼب

 ّؼتٌذ، ثِ كَست صیش هی ثبؿذ:     ثتثب

𝜙              ∫                                                               2 1 
 

 

 

 ثبؿذ.ّن یه پبساهتش هؼلَم هی λ ٍهـخق ّؼتٌذ       ثغٍ تب        شالوِ دس آى ّؼتِ هؼبدلِ اًتگ

 .صیش ػلاهت اًتگشال ثغَس خغی ظبّش ؿذُ اػت      َْلگَیٌذ، صیشا وِ تبثغ هد( سا خغی هی2.1) لِهؼبد

 (، یه اػت.      َاىیؼٌی ت) .اػت

دػتِ  ت اًتگشال فشدّلن خغی ثِ دٍیه اص همبدیش صیش سا اًتخبة وٌذ، هؼبدلاوذام    𝜙ثش حؼت ایٌىِ 

 ػوذُ تمؼین هی ؿًَذ:

 

                                                           
1 kernel 
2  Linear 
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 هقدهِ ای تز هعادلات اًتگزال ٍ چٌدجولِ ای ّای هتعاهد: 1فصل 
 

 ؿَد:( ثِ هؼبدلِ صیش تجذیل هی1-2، هؼبدلِ ) 𝜙    0وِ ٌّگبهی (1

      ∫              0                                                                                 3 1 
 

 

 

 بدلِ اًتگشال فشدّلن ًَع اٍل هی ًبهٌذ.ایي هؼبدلِ سا هؼ

 ( ثِ كَست صیش خَاّذ ثَد:2، هؼبدلِ ) 𝜙    1وِ ٌّگبهی (2

           ∫                                                                                    4 1 
 

 

 

 ذ.گَیٌثِ ایي هؼبدلِ اًتگشال فشدّلن ًَع دٍم هی

 هعادلات اًتگزال خطی ٍلتزا 1-2-2

گیشی ثدبی ؿىل اػتبًذاسد هؼبدلات اًتگشال خغی ٍلتشا، یؼٌی هؼبدلاتی وِ دس آًْب حذ ثبلا ٍ پبییي اًتگشال

 صیش هی ثبؿذ: ؿىلظبّش هی ؿَد، ثِ  كَست تبثؼی اص ِ ایٌىِ ػذد ثبثتی ثبؿذ، ث

𝜙              ∫                                                                                5 1 
 

 

 

 ثبؿذ.كَست خغی هیِ، صیش ػلاهت اًتگشال ث     وِ دس آى تبثغ هدَْل یؼٌی 

ثذیي تَاى ثؼٌَاى یه حبلت خبف هؼبدلات اًتگشال فشدّلن دس ًظش گشفت ( سا هی5.1ثبیذ تَخِ وشد وِ )

 ، كفش فشم ؿَد.         ٍ     ثشای        ّؼتِ  كَست وِ

 ثٌذی وشد:ثِ دٍ گشٍُ دػتِ    𝜙تَاى ثب تَخِ ثِ همذاس هؼبدلات اًتگشال ٍلتشا سا هی

 كَست صیش تجذیل خَاّذ ؿذ:ِ( ث5.1، هؼبدلِ )𝜙    0وِ ٌّگبهی -1

      ∫              0                                                                              6 1 
 

 

 

 گَیٌذ.ثِ ایي هؼبدلِ اًتگشال ٍلتشا ًَع اٍل هی

 ؿىل صیش خَاّذ ثَد:( ث5.1ِ، آًگبُ هؼبدلِ ) 𝜙    1وِ صهبًی -2

           ∫                                                                                    7 1 
 

 

 

 ًبهٌذ.ایي سا هؼبدلِ اًتگشال ٍلتشا ًَع دٍم هی
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 هقدهِ ای تز هعادلات اًتگزال ٍ چٌدجولِ ای ّای هتعاهد: 1فصل 
 

 هعادلات اًتگزال ٍلتزای پزیشٌدُ هٌفزد 1-3

ای خبف اص هؼبدلات اًتگشال ٍلتشا ّؼتٌذ وِ اص دیذگبُ ػذدی دػتِ، هؼبدلات اًتگشال ٍلتشای پشیـٌذُ هٌفشد

 :اًذووتش هَسد تَخِ لشاس گشفتِ

      ∫         (        )               0    1                        8 1 
 

0
 

 ػبصد.پشیـٌذُ هٌفشد هیلِ أؼپبساهتشی وَچه اػت وِ یه ه 0  

 

 3دیفزاًسیل –هعادلات اًتگزال  1-4

دیفشاًؼیل  –دس حبل هغبلؼِ هَضَع سؿذ خوؼیت ثَد وِ ثب هؼبدلات اًتگشال  1900ٍلتشا دس اٍایل ػبل 

 َاخِ ؿذ.ه

ؿَد. دس یه عشف صیش ػلاهت اًتگشال ٍ دس دس دٍ عشف ظبّش هی     دس ایي گًَِ هؼبدلات، تبثغ هدَْل 

 ؿَد. ػٌَاى یه هـتك هؼوَلی ًوبیبى هیِعشف دیگش ث

  :كَست ِخغی اص هشتجِ اٍل ثدیفشاًؼیل ٍلتشای غیش –ولی هؼبدلات اًتگشال  ؿىل

{
       (      )   ∫  (        )  

 

 

 

                                                                     

                                                    9 1      

 ستثِ كَ اص هشتجِ دٍم دیفشاًؼیل فشدّلن خغی هؼوَلی ًَع دٍم  -ولی هؼبدلات اًتگشال  ؿىلٍ ّوچٌیي 

 اػت: ریل

{
                              ∫                                                       

 

 

                                                                                                             10 1              

 

 

 

  دس آى وِ

                                                           
3 Integro – differential equations 
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 هقدهِ ای تز هعادلات اًتگزال ٍ چٌدجولِ ای ّای هتعاهد: 1فصل 
 

{

    1                                        

         1                                        

           1                                     

 

 اػت. 1  یه هبتشیغ   ٍ     ّبی هبتشیغ  ٍ   ام،   جِ ثشای یه هؼئلِ هشت ٍ

 تبثؼی هدَْل هی ثبؿٌذ.  تَاثغ هؼلَم، ٍلی   ،   ٍ   ٍ   ٍ   (، 10.1( ٍ )9.1دس هؼبدلات )

λٍ  0  ( ثب لشاس دادى 9.1تَخِ وٌیذ وِ دس هؼبدلِ )  خَاّین داؿت: 0   ٍ  1 

{
       (      )  ∫  (        )   

 

0
  0   0                                                         

                                                          11 1  

 اگش لشاس دّین:

     ∫  (        )   
 

0
 

 آى گبُ 

       (           )                 0   0                                                      12 1  

 دس آى داسین: وِ

 (           )   (      )        

كَست ِهشتجِ اٍل ّؼتین وِ ث 4خغیدیفشاًؼیل غیش –دس حمیمت ثِ دًجبل حل ػذدی هؼبدلات اًتگشال 

 ( ًَؿتِ هی ؿَد.12.1)

 ؿًَذ.دیفشاًؼیل ظبّش هی –ّب دس فیضیه ٍ ثیَلَطی دس لبلت ایي ًَع هؼبدلات اًتگشال تؼذادی اص پذیذُ

 دیفشاًؼیل آٍسدُ ؿذُ اػت: –دس صیش چٌذ هثبل اص هؼبدلات اًتگشال 

         ∫                         0  0      0  1                     13 1 
 

0
 

            1  ∫                        0  1                                       14 1 
1

0
 

                                                           
4  Non - Linear 
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 هقدهِ ای تز هعادلات اًتگزال ٍ چٌدجولِ ای ّای هتعاهد: 1فصل 
 

( هؼبدلِ اًتگشال دیفشاًؼیل فشدّلن 14.1دیفشاًؼیل ٍلتشا ٍ هؼبدلِ ) –( هؼبدلِ اًتگشال 13.1وِ هؼبدلِ )

 .اػت

 دیفزاًسیل تأخیزی ٍلتزا –هعادلات اًتگزال  1-5

ػبصی سیبضی پذیذُ ٍساثت ثبؿذ وِ دس هذلكَست صیش هیِدیفشاًؼیل تأخیشی ٍلتشا ث –ًتگشال هؼبدلِ ا

 ثبؿذ.ًیض ٍاثؼتِ هی      ثلىِ ثِ      ًِ تٌْب ثِ   وبسثشد داسد، ٍ ّؼتِ

                ∫                 
 

  

                                               15 1  

 5هعادلات اًتگزال هٌفزد 1-6

∫           هؼبدلِ اًتگشال اص ًَع اٍل                                        16 1 
    

    
 

∫                            یب اص ًَع دٍم                        17 1 
    

    
 

گیشی ًبهتٌبّی ثبؿٌذ، هؼبدلِ اًتگشال هٌفشد          آًْب حذ پبییي، حذ ثبلا یب ّش دٍ حذٍد اًتگشالسا وِ دس 

( دس یه ًمغِ یب دس ًمبط ثیـتشی اص داهٌِ 17.1( ٍ )16.1ًبهٌذ. ثؼلاٍُ اگش ّؼتِ هؼبدلات اًتگشال )هی

 ًبهٌذ.تگشال هٌفشد هیگیشی ًبهتٌبّی ثبؿذ، ثبص ّن ایٌگًَِ هؼبدلات سا هؼبدلات اًاًتگشال

 دس صیش چٌذ هثبل اص هؼبدلات اًتگشال هٌفشد آٍسدُ ؿذُ اػت:

     2  6 ∫                                                                              18 1 
 

0
 

     1   2  ∫                                                                            19 1 
 

  

 

 2  ∫
1

√   
                                                                                             20 1 

 

0
 

  ∫
1

      
           0    1                                                    21 1 

 

0
 

                                                           
5  Singular 
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 هقدهِ ای تز هعادلات اًتگزال ٍ چٌدجولِ ای ّای هتعاهد: 1فصل 
 

تشتیت هؼبدلِ اًتگشال آثل ٍ هؼبدلِ ( سا ث21.1ِ( ٍ )20.1ثِ ایي ًىتِ ثبیذ تَخِ وشد وِ هؼبدلات اًتگشال )

 ثٌبم آثل داى ًشٍطیایي هؼبدلات اًتگشال هٌفشد اثتذا تَػظ یه سیبضیًبهٌذ وِ اًتگشال آثل تؼوین یبفتِ هی

 هؼشفی ؿذًذ. 1823دس ػبل 

 

 ستِ ّااًَاع ّ 1-7

 كَست صیش ػٌَاى وشد:ِتَاى ثّبی هؼبدلِ اًتگشال سا هیّؼتِاًَاع 

 6پذیز یا تثْگيّای جداییّستِ 1-7-1

هدوَع تؼذاد هتٌبّی  ثِ كَستسا خذایی پزیش یب تجْگي گَیین دس كَستی وِ ثتَاًین        ّؼتِ 

 ذ:ثبؿ  دس تبثؼی اص   خولات ثٌَیؼین وِ ّش خولِ حبكل ضشة تبثؼی اص 

       ∑                                                                                                     22 1  

 

  1
 

 ، هؼتمل خغی ّؼتٌذ.(      یب       ) تَاثغ 

 7ّستِ ّای هتقارى 1-7-2

ًوبیبًگش هضدٍج         وِ                 هتمبسى یب ّشهیتی اػت ّشگبُ       ّؼتِ 

 اػت.        الحبلی 

               یبدآٍس هی ؿَین وِ ثشای ّؼتِ ّبی حمیمی همذاس 

 ّستِ ّای ًزهال 1-7-3

         سا ًشهبل گَیین ّشگبُ        ّؼتِ 

   ّستِ ّای  1-7-4

 هی ًبهین اگش دس ؿشایظ صیش كذق وٌذ: 2 ِ سا یه ّؼت       ّؼتِ 

∫ ∫ |      |2       
 

 

 

 

  

                                                           
6  degenerate 
7  Symmetric kernels 
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 هقدهِ ای تز هعادلات اًتگزال ٍ چٌدجولِ ای ّای هتعاهد: 1فصل 
 

∫ |      |2                   
 

 

 

∫ |      |2                   
 

 

 

 8اًتگزال پیچشی 1-8

خَد        ؿًَذ وِ هی       ؼتِ ثؼیبسی اص هؼبئل هىبًیه ٍ فیضیه هٌدش ثِ هؼبدلِ اًتگشال ثب ّ

 اػت.    تبثؼی ثش حؼت 

               

 تبثؼی ته همذاسی اػت.  وِ 

)اص ًَع فشدّلن یب ٍلتشا(، هؼبدلِ اًتگشال اص                 ∫           هؼبدلِ اًتگشال 

 ؿَد ًَع پیچـی ًبهیذُ هی

 اًتگشال ّبی

∫              ∫                                                                         23 1 
 

0

 

0
 

 اًذ.ّبی پیچـی هؼشٍفثِ اًتگشال

 

 تزای حل هعادلات اًتگزال فزدّلن 9ّای تصَیزیرٍش 1-9

 ثشای حل تمشیجی هؼبدلِ اًتگشال 

      ∫                              0                           24 1 
 

 

 

ثشای خَاة  یهٌبػج خغی ایي تَاثغ، تمشیت تشویت    ̃ وٌین وِ تَاثغ سا عَسی اًتخبة هییه خبًَادُ اص 

 . ( كذق وٌذ24.1كَست تمشیجی دس )ایي اػت وِ ثِ    ̃ ثبؿذ. اًتظبس هب اص خَاة تمشیجی      دلیك 

                                                           
8  Convolution integral 
9
 Projection methods  
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 هقدهِ ای تز هعادلات اًتگزال ٍ چٌدجولِ ای ّای هتعاهد: 1فصل 
 

ّب، تشیي ایي سٍؽكذق وٌذ ٍ هؼشٍف (24.1عَس تمشیجی دس )ِث    ̃ ّبی هتفبٍتی ٍخَد داسد وِ سٍؽ

پشداصین. ًظشیِ ایي هىبًی هیّؼتٌذ وِ دس اداهِ فمظ ثِ هؼشفی سٍؽ ّن 10هىبًی ٍ سٍؽ گلشویيسٍؽ ّن

ّبی ثِ سٍؽ ،گشددػتفبدُ هیّب ثش پبیِ آًبلیض تبثؼی اػتَاس اػت ٍ چَى اص ػولگشّبی تلَیشی اسٍؽ

 اًذ.تلَیشی هؼشٍف

 ّای تصَیزیتحلیل رٍش 1-11

 ( ثِ كَست صیش اػت:24.1ؿىل ػولگشی هؼبدلِ )

         

یب          ثِ كَست   ّبی هؼوَل اػت ٍ اًتخبة  ثتَی   اص فضبی ثبًبخ   ػولگش  وِ دس آى

سا    ، ثب ثؼذ  1       صیش فضبّبی هتٌبّی الجؼذ ّؼتٌذ. دس ػول، یه دًجبلِ اص         2 

      2  1 }وٌین. فشم وٌیذ اًتخبة هی
تـىیل دّذ وِ ثشای ػبدگی    یه پبیِ ثشای فضبی  {

 كَست صیش ثٌَیؼین:سا ثِ   تَاًین هی      . دس ایي كَست ثشای ّش تبثغ     دّین لشاس هی

      ∑                    

 

  1
                                                                          25 1  

 آًگبُ: ،( ثبؿذ23.1یه خَاة تمشیجی هؼبدلِ )      اوٌَى فشم وٌیذ 

       ∫       
 

 

                               0                           26 1  

 وٌین:كَست صیش تؼشیف هیِسا ث   آٍسین ٍ دػت هیِسا ث {  }(، ضشایت 26.1( دس )25.1ثب خبیگزاسی )

             ∫       
 

 

             

         ∑  ,       ∫              
 

 

-                                         27 1 

 

  1
 

 داسین:  هؼشٍف اػت ٍ ثب اػتفبدُ اص ػولگش    ثِ خولِ هبًذُ ٍصًی تمشیت   

              

                                                           
10  Galerkin method 


