




 هاي دانشجويان دانشگاه تربيت مدرس) رساله(نامه آيين نامه چاپ پايان

و انتشار پايان نامه ، مبين هاي تحصيلي دانشجويان دانشگاه تربيت مدرس) رساله(نظر به اينكه چاپ
و رعايت حقوق-بخشي از فعاليتهاي علمي پژوهشي دانشگاه است بنابراين به منظور آگاهي

آ دانشگاه مي،دانش :شوند موختگان اين دانشگاه نسبت به رعايت موارد ذيل متعهد
به) رساله(در صورت اقدام به چاپ پايان نامه:1ماده دفتر«ي خود، مراتب را قبلاً به طور كتبي

.دانشگاه اطلاع دهد» نشر آثارعلمي
:عبارت ذيل را چاپ كند) پس از برگ شناسنامه(در صفحه سوم كتاب:2ماده

در/اب حاضر، حاصل پايان نامه كارشناسي ارشدكت«  است رشته رساله دكتري نگارنده
، آقاي دكتر جناب/ دانشگاه تربيت مدرس به راهنمايي سركار خانم در دانشكده سالدر كه

زا جناب آقاي دكتر/ سركار خانمو مشاوره آقاي دكتر جناب/ سركار خانممشاوره
». آن دفاع شده است

، تعداد يك درصد شمارگان كتاب هاي انتشارات دانشگاه به منظور جبران بخشي از هزينه:3ماده
به) چاپ در هر نوبت( مي. دانشگاه اهدا كند» دفتر نشر آثارعلمي«را را دانشگاه تواند مازاد نياز خود

.به نفع مركز نشر درمعرض فروش قرار دهد
را%3،50در صورت عدم رعايت ماده:4ماده به بهاي شمارگان چاپ شده به عنوان خسارت

.، تأديه كند مدرس دانشگاه تربيت
و قبول مي كند در صورت خودداري از پرداخت بهاي خسارت:5ماده ، دانشگاه دانشجو تعهد
و وصول كند؛ تواند مي به علاوه به دانشگاه حق خسارت مذكور را از طريق مراجع قضايي مطالبه
را از محل4، معادل وجه مذكور در ماده استيفاي حقوق خود، از طريق دادگاه دهد به منظور مي

.، تامين نمايد نگارنده براي فروش توقيف كتابهاي عرضه شده
 كارشناسي ارشد مقطع رياضي محض دانشجوي رشته الهي الهه فيض اينجانب:6ماده

و .، به آن ملتزم مي شوم ضمانت اجرايي آن را قبول كردهتعهد فوق

و نام خانوادگي  الهي الهه فيض: نام

و امضا :تاريخ
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چکیده

به می�شود. بررسی مختلط هذلولوي فضاي در کانونی�شان مجموعه�هاي و همگن ابررویه�هاي نامه، پایان این در
ابررویه�هاي اصلی خمیدگی و شده ارائه اساسی فرم دومین پایه بر کانونی مجموعه�هاي از رده�بندي یک ویژه
پیش�نیازهایی اول بخش در می�باشد. بخش چهار پایان�نامه این می�شود. محاسبه چندگانگی�شان با همگن
بخش در می�پردازد. W 2n−k

φ شناساندن به دوم بخش می�شود. بیان آن طولپایی�هاي گروه و CHn در�باره
مجموعه�هاي که می�شود بیان W 2n−k

φ زیرخمینه بودن صلب نام با پایان�نامه این اصلی قضیه نخستین سوم
می�کند. رده�بندي دوم�شان اساسی فرم پایه بر را CHn همگن ابررویه�هاي کانونی

می�شود. شمارش آنها چند�گانگی و CHn همگن ابررویه�هاي اصلی خمیدگی�هاي چهار بخش در
می�پردازیم. [2] مرجع بازکردن به پایان�نامه این در

کلیدي واژه�هاي
کمین خط�کشی�شده�ي ابررویه ثابت، اصلی خمیدگی حقیقی، ابررویه مختلط، هذلولوي فضاي
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1 بند

پیش�گفتار

توزیع با شده القا بعدي یک برگ�بندي اگر است Hopf ، M̄ هرمیتی کمابیش خمینه Mدر حقیقی ابررویه
را CHn در Hopf ابررویه�هاي [6] در Berndt 1989 سال در باشد. ژئودزیک تماما M بر J(νM)

تیوب یک k ∈ {0, ..., n− 1} براي یا می�باشد CHn در فراکره یک یا Hopf ابررویه هر کرد. رده�بندي
تا است Hopf ابررویه یک CHn در همگن ابررویه هر که بودند باور این بر مدتها است. CHk یا RHk دور
CHn Wدر 2n−1 کشی�شده خط حقیقی ابررویه ساخت: نقض مثال یک 1998 سال در Lohnherr اینکه
ابررویه�هاي [9] در Tamaru و Berndt . [22] نیست Hopf می�شود تعیین RH2 در فرادایره یک با که

کرده�اند. رده�بندي را CHn همگن
و اگر است همگن M آنگاه باشد. CHn همبند و حقیقی ابررویه M ، n ≥ 2 براي کنید فرض : قضیه

باشد همنهشت تمام�ریخت پایین خمینه�هاي از یکی Mبا اگر تنها

است، ژئودزیک تماما CHn در که CHk حول تیوبی ، k ∈ {0, ..., n− 1} یک براي .1

است، ژئودزیک تماما CHn در که RHn حول تیوبی .2

، CHn در فراکره یک .3

،W 2n−1 با فاصله هم ابررویه�هاي از یکی Wیا 2n−1 شده�ي خط�کشی و کمین حقیقی، ابررویه .4

φ ∈ (0, π/2] و k ∈ {2, ..., n− 1} Wکه 2n−k
φ شده�ي خط�کشی و کمین زیرخمینه حول تیوبی .5

. φ ̸= π/2 هرگاه است زوج k و

دارد. φ ثابت کیلري زاویه و k رتبه νM می�شود. بررسی پایان�نامه این Wدر 2n−k زیرخمینه ساختار
در Berndt است. شده شناخته آنها هندسه و هستند Hopf ابررویه�هاي (3) و (2) ، (1) نوع ابررویه�هاي
مجموعه�هاي و (5) نوع ابررویه�هاي بررسی پایان�نامه این هدف است. کرده بررسی را (4) نوع ابررویه�هاي [5]

1



2 پیش�گفتار .1 بند

می�باشد. پایین پرسش بررسی این انگیزه می�باشد. (W 2n−k
φ ) آنها کانونی

است؟ همگن ابررویه یک از بازي بخش CHn در ثابت اصلی خمیدگی با حقیقی ابررویه هر آیا
پرسش این پاسخ داد نشان [6] در Berndt . [11] است داده پاسخ RHn در پرسش این نظیر به Cartan
این به مثبت پاسخ CH2 در دلخواه حقیقی ابررویه�هاي براي [8] در است. مثبت Hopf ابررویه�هاي براي
شده داده پاسخ پرسش این به [7] در g = 3 براي و [24] در g ≤ 2 و n > 3 براي و است شده داده پرسش

می�باشد. اصلی خمیدگی�هاي تعداد g که است



2 بند

پیش�نیازها

مختلط خمینه�هاي 1.2
خمینه یک M گویند بگیرید. دوم نوع شماراي و هاسدورف توپولوژیک فضاي یک را M .1.1.2 تعریف
از بازي مجموعه زیر با که باشد داشته U همسایگی یک x مانند آن نقطه هر هرگاه است ������بعدي -n مختلط
گویند. M نقشه�ي یک را (U, ϕ) آنگاه باشد، همانسانی ϕ : U → ϕ(U) ⊆ Cn اگر باشد. همانسان Cn

هرگاه است سازگار نقشه دو این گویند Mباشد. مختلط خمینه�ي از نقشه دو (V, ψ) و (U, ϕ) کنید فرض
بر مختلط ساختار یک از منظور باشند. تمام�ریخت ψ ◦ ϕ−1 و ϕ ◦ ψ−1 ، U ∩ V ̸= ∅ اگر یا U ∩ V = ∅

که است {(Uα, ϕα)} Mمانند نقشه�هاي از Mخانواده�هایی

M =
∪

α Uα .1

باشند Mسازگار نقشه�ي دو هر .2

باشد بیشین {(Uα, ϕα)} .3

کرد. تبدیل بعدي -2n حقیقی خمینه یک به را آن می�توان باشد بعدي -n مختلط خمینه یک M اگر
مولفه�هاي با حقیقی نقشه�ي یک (z1, ..., zn) مختلط مولفه�هاي با M از (U, ϕ) نقشه�ي هر واقع در
هر بنابراین . zj = xj + iyj ، 1 ≤ j ≤ n هر براي آن در که می�باشد (x1, ..., xn, y1, ..., yn)

است. بعدي زوج مختلط خمینه

(1, 1) نوع تانسوري میدان Mیک هموار خمینه�ي بر مختلط کمابیش ساختار یک از منظور .2.1.2 تعریف
خمینه�ي یک را مختلط کمابیش ساختار یک با همراه M خمینه . J2 = −Id که است J مانند M بر

نامند. مختلط کمابیش

3



4 پیش�نیازها .2 بند

، x ∈M هر براي باشد. مختلط کمابیش خمینه یک (M,J) کنید فرض .3.1.2 نکته
Jx : TxM → TxM

ضربی با TxM حقیقی برداري فضاي x ∈ M هر براي همچنین . J2
x = −Id که است خطی نگاشت یک

a+ ib ∈ C و v ∈ TxM کنید فرض می�شود. تبدیل مختلط برداري فضاي یک به می�آید پایین در که

(a+ ib)v := av + bJx(v).

می�پذیرد. مختلط کمابیش ساختار یک طبیعی طور به مختلط خمینه هر .4.1.2 گزاره

Mباشد. مختلط خمینه از دلخواه نقشه�ي یک (U, (z1, ..., zn)) کنید فرض اثبات.
zj = xj + iyj و است حقیقی خمینه یک عنوان به M از نقشه�اي (U, (x1, ..., xn, y1, ..., yn)) آنگاه

کنید: تعریف چنین موضعی را J تانسور

J

(
∂

∂xi

)
=

∂

∂yi

و

J

(
∂

∂yi

)
= − ∂

∂xi

نقشه�ي (V, (w1, ..., wn)) فرضکنید است. (U, (x, y))نقشه�ي انتخاب از مستقل J تعریف می�دهیم نشان
باشد. آن با متناظر حقیقی نقشه�ي (V, (u1, ..., un, v1, ..., vn)) و U ∩ V ̸= ∅ که باشد M از دیگري

کنید: تعریف چنین را J ′

J ′
(
∂

∂ui

)
=

∂

∂vi

J ′
(
∂

∂vi

)
= − ∂

∂ui

داریم ، 1 ≤ i , j ≤ n ، i , j هر براي هستند تمام�ریخت ها wi چون
∂uj

∂yi
= −∂v

j

∂xi
,

∂uj

∂xi
=
∂vj

∂yi
(1.2)

همچنین
∂

∂xi
=

n∑
j=1

(
∂uj

∂xi
∂

∂uj
+
∂vj

∂xi
∂

∂vj

)
و

∂

∂yi
=

n∑
j=1

(
∂uj

∂yi
∂

∂uj
+
∂vj

∂yi
∂

∂vj

)
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داریم (1.2) رابطه از بنابراین

J ′
(
∂

∂xi

)
= J ′

(
n∑

j=1

(
∂uj

∂xi
∂

∂uj
+
∂vj

∂xi
∂

∂vj

)

=
n∑

j=1

(
∂uj

∂xi
∂

∂vj
− ∂vj

∂xi
∂

∂uj

)

=
n∑

j=1

(
∂uj

∂yi
∂

∂uj
+
∂vj

∂yi
∂

∂vj

)
=

∂

∂yi

= J

(
∂

∂xi

)
مشابه طور به

J ′
(
∂

∂yi

)
= J

(
∂

∂yi

)
Mاست. بر مختلط کمابیش ساختار یک J پس ، J2 = −Id آشکارا

بگیرید Cn بر را پایین برداري میدان�هاي و Cn بر را (z1, ..., zn) مختصات .5.1.2 نمونه
∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
− i

∂

∂yj

)
,

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
کنید تعریف Cn بر را پایین مختلط 1-فرم�هاي همچنین

dzj = dxj + idyj , dz̄j = dxj − idyj

که می�باشد d = ∂ + ∂̄ تعریف با d : Ωk → Ωk+1 بیرونی مشتق Cn بر مختلط فرم��هاي براي

∂ =
n∑

j=1

∂

∂zj
dzj , ∂̄ =

n∑
j=1

∂

∂z̄j
dz̄j

می�دهد نتیجه d2 = 0 شرط

∂2 = 0 , ∂̄2 = 0 , ∂∂̄ + ∂̄∂ = 0

است: چنین Cn بر مختلط ساختار 1 ≤ j ≤ n هر براي

J
∂

∂zj
= i

∂

∂zj
, J

∂

∂z̄j
= −i ∂

∂z̄j
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Uj بر مختصات یک (z1j , ..., znj ) و باشد M باز پوشش یک {Uj} و مختلط خمینه یک M کنید فرض
است. چنین z ∈M در ( تحلیلی ) مماس بردار یک باشد.

v =
n∑

α=1

ζαj
(
∂/∂zαj

)
مماس کلاف TM = ∪z∈MTzM مجموعه . TzM ∼= Cn یعنی است مختلط برداري فضاي یک TzM

می�شود. Mنامیده مزدوج مماس کلاف ¯TM می�شود. Mنامیده

متریک یک گیرید. نظر در را M مختلط خمینه بر (zνj ) موضعی نقشه [83 صفحه�ي ،25] .6.1.2 تعریف
می�شود تعریف Mچنین بر هرمیتی

ds2 =
n∑

α,β=1

gjαβ̄(z)dz
α
j dz̄

β
j

. است T ∗⊗ T̄ ∗ هموار برش یک gjαβ̄(z) که

هرمیتی) (تقارن gjαβ̄(z) = gjβᾱ(z) .1
∑n

α,β=1 gjβᾱ(z)ζ
αζ̄β ≥ 0 .2

. ( بودن معین (مثبت ζ = 0 اگر تنها و اگر است درست برابري و

می�پذیرد. هرمیتی متریک یک مختلط خمینه هر [25] .7.1.2 قضیه

(z1j , ..., z
1
j ) و Mباشند نقشه ها Uj و Mباشد. باپایان موضعی پوشش یک U = {Uj} کنید فرض اثبات.

اقلیدسی متریک Uj هر بر باشد. Uj بر موضعی مختصات یک
n∑

λ=1

dzλj dz̄
λ
j =

n∑
α,β=1

δαβdz
αdz̄β

پس باشد U بر یکا پارش {ρj} کنید فرض گیرید. نظر در را

{z | ρj(z) > 0} ⊂ Uj

کنید تعریف

ds2 =
∑
j

ρj(z)

(
n∑

λ=1

dzλj dz̄
λ
j

)
داریم: Uk بر Mاست. بر هرمیتی متریک یک شده تعریف متریک می�دهیم نشان

ds2 =
∑
j,λ

ρj(z)

(
∂zλj
∂zαk

dzαk
∂zλj

∂zβk
dz̄βk

)
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دهیم قرار است کافی

gkαβ̄(z) =
∑
j,λ

ρj(z)

(
∂zλj
∂zαk

)(
∂zλj

∂zβk

)

داریم ، ζ ̸= 0 هرگاه کنید توجه

∑
α,β,λ

(
∂zλj
∂zαk

)(
∂zλj

∂zβk

)
ζαζ β̄ = |

∑
α,λ=1

∂zλj
∂zαk

ζα|2 > 0

است. معین مثبت ds2 بنابراین

کنید: تعریف چنین را ds2 به وابسته فرم -(1،1) .8.1.2 تعریف

ω = i
n∑

α,β=1

gjαβ̄(z)dz
α
j ∧ dz̄βj

فرم را ω ، کیلري متریک را ds2 =∑n
α,β=1 gjαβ̄(z)dz

α
j dz̄

β
j متریک ، dω = 0 هرگاه . i = √

−1 که
می�شود. نامیده کیلري Mخمینه مختلط خمینه�ي و کیلري

زیرا است حقیقی فرم یک ω .9.1.2 نکته

ω̄ = −i
n∑

α,β=1

gjαβ̄dz̄
α
j ∧ dzβj = i

∑
α,β=1

gjβᾱdz
β
j ∧ dzᾱj = ω

است معروف برگمن متریک به پایین کیلري متریک

g =
n∑
α,β

gα,β(z)dzα ⊗ dz̄β

که

gα,β = ∂∂̄ log(1−
n∑

α=1

| z |2)

∂̄ log(1−
n∑

α=1

| z |2) =
∑
zαdz̄α

1−
∑

| zα |2

و

∂∂̄ log(1−
n∑

α=1

| z |2) =
∑
dzαdz̄α

1−
∑

| z |2
−
∑
z̄βdzβ ∧

∑
zαdz̄α

(1−
∑

| z |2)2

با کیلري خمینه�اي است هذلولوي مختلط فضاي از مدلی که مختلط واحد گوي که می�دهد نشان بعد قضیه
است. −1 تمام�ریخت برشی خمیدگی
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c < 0 هر براي [169 صفحه�ي ،20] .10.1.2 قضیه

Dn =
{
(z1, ..., zn) ∈ Cn |

∑
zαz̄α < 1

}
(z1, ..., zn) موضعی مختصات به نسبت می�پذیرد. c تمام�ریخت برشی خمیدگی با کامل کیلري متریک یک

می�شود تعریف چنین متریک این

ds2 =
4

c

(1−
∑
zαz̄α) (

∑
dzαdz̄α)− (

∑
z̄αdzα) (

∑
zαdz̄α)

(1−
∑
zαz̄α)2

فروبینیوس قضیه و توزیع 2.2
Mنامیده بر توزیع یک H آنگاه باشد TM هموار برداري زیرکلاف H و ریمانی خمینه Mیک کنید فرض
چنان Lp ⊂M همبند زیرخمینه p ∈M هر براي هرگاه است Mانتگرال�پذیر بر H توزیع گوییم می�شود.
توزیع می�شود. نامیده H انتگرال خمینه Lp حالت این در . TqLp = Hq ، q ∈ Lp هر براي که شود یافت

. [X,Y ] ∈ H ، X, Y ∈ H هر براي هرگاه می�شود نامیده برگشتی H

است. برگشتی پذیر انتگرال توزیع هر [21] .1.2.2 گزاره

است. انتگرال�پذیر برگشتی توزیع هر ([21]فربینیوس). 2.2.2 قضیه

p ∈M هر براي باشد Hانتگرال�پذیر هرگاه باشد. برگشتی اگروتنهااگر است Hانتگرال�پذیر توزیع بنابراین
می�شود. نامیده p شامل H برگ که می�شود یافت H بیشین انتگرال زیرخمینه یک

M بر H توزیع باشد. آن بر لوي�چویتا هموستار ∇̄ و ریمانی خمینه Mیک کنید فرض [3] .3.2.2 تعریف
باشد. Hمماس بر ∇̄XY برداري ,Xمیدان Y ∈ H هر براي یعنی ∇̄HH ⊂ H هرگاه گویند خودموازي را

هموستار ∇ اگر است. انتگرال�پذیر خودموازي توزیع هر که می�دهد نتیجه فربینیوس قضیه .4.2.2 نکته
خودموازي انتگرال�پذیر توزیع یک ∇̄XY = ∇XY + II(X,Y ) فرمول به توجه با باشد انتگرال خمینه

Mباشند. ژئودزیک تماما زیرخمینه�هاي آن برگهاي اگر�و�تنهااگر است

از است عبارت M بر بعدي -k برگ�بندي یک باشد. بعدي -n خمینه یک M کنید فرض .5.2.2 تعریف
M و می�شوند نامیده برگ�بندي برگ Mکه مجزاي و همبند ، نشانده�شده بعدي -k زیرخمینه�هاي مجموعه
هر با U اشتراك یا که شود یافت چنان (U, (xi)) نقشه�ي p ∈ M هر همسایگی یک در و می�پوشانند را
چنین باشد. xk+1 = ck+1, ..., xn = cn شکل به بعدي -k برشهاي از شمارایی اجتماع یا باشد تهی برگ

می�شود. نامیده برگ�بندي براي تخت نقشه�ي یک نقشه�اي
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F برگ�هاي مماس فضاي گردایه باشد. M هموار خمینه بر برگ�بندي یک F کنید فرض [21] .6.2.2 لم
می�دهند. Mتشکیل بر برگشتی توزیع یک

گردایه�ي آنگاه باشد M هموار خمینه بر برگشتی و بعدي -k توزیعی D کنید فرض [21] .7.2.2 قضیه
می�دهند. Mتشکیل بر برگ�بندي یک D بیشین و همبند انتگرال خمینه�هاي

حقیقی هذلولوي فضاي 3.2
می�دهیم: نشان Rn,1 با را پایین متقارن و خطی دو فرم همراه به Rn+1

u = (u1, ..., un+1) و v = (v1, ..., vn+1)

⟨u, v⟩ =
n∑

i=1

uivi − un+1vn+1

است. ناتبهگون ⟨., .⟩ به وابسته درجه�دو فرم
کنید: تعریف v ∈ Rn,1 براي

v⊥ =
{
u ∈ Rn+1 | ⟨u, v⟩ = 0

}
می�باشد. Rn,1 بعدي -n برداري فضاي زیر v⊥

. می�باشد معین و مثبت v⊥ به درجه�دو فرم تحدید آن�گاه ⟨v, v⟩ < 0 اگر .1.3.2 لم

می�شود: تعریف چنین می�دهیم نشان RHn با که بعدي -n حقیقی هذلولوي فضاي .2.3.2 تعریف
RHn =

{
u = (u1, ..., un+1) ∈ Rn+1 | ⟨u, u⟩ = −1 , un+1 > 0

}
.ui = 0 ، i = 1, ..., n هر براي هرگاه un+1 = 1 و un+1 ≥ 1 آن�گاه u ∈ RHn اگر که کنید توجه

.u = v اگر تنها و اگر ⟨u, v⟩ = −1 و ⟨u, v⟩ ≤ −1 داریم u, v ∈ RHn هر براي .3.3.2 نکته

⟨u, v⟩ =
n∑

i=1

uivi − un+1vn+1 ≤

(
n∑

i=1

u2i

) 1
2
(

n∑
i=1

v2i

) 1
2

− un+1vn+1

=
(
u2n+1 − 1

) 1
2
(
v2n+1 − 1

) 1
2 − un+1vn+1 ≤ −1

.⟨u− v, u− v⟩ ≥ 0 همچنین

کنید تعریف .4.3.2 گزاره

d : RHn × RHn → R

cosh d (A,B) = −⟨A,B⟩ ∀ A,B ∈ RHn

می�کند. تعریف RHn بر متریک یک d آن�گاه
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قانون از مثلثی نابرابري است. متقارن d آشکارا است. خوش�تعریف d می�دهد نشان (3.3.2) نکته�ي اثبات.
می�شود. گفته ادامه در که می�آید دست به هذلولوي کسینوس

Rn,1 خمینه زیر عنوان به RHn 4.2
f : Rn+1 → R هموار نگاشت

f =
n∑

i=1

x2i − x2n+1

بنا و است یک برابر Rn+1 −{0} بر f رتبه پس Df = [2x1, ..., 2xn,−2xn+1] داریم گیرید. نظر در را
است. یک) نقص�بعد (با Rn,1 خمینه زیر ، f−1 (−1) از مولفه یک برابر RHn رتبه قضیه به

نقطه هر در RHnمماس فضاي 5.2

Txf
−1 (−1) =KerTxf =

{
v ∈ Rn+1 | Txf (v) = 0

}
=

{
v ∈ Rn+1 |

n∑
i=1

xivi − xn+1vn+1 = 0

}
=
{
v ∈ Rn+1 | ⟨x, v⟩ = 0

}
است. یکسان x⊥ با x ∈ RHn نقطه در RHn مماس فضاي بنابراین

چنانچه RHn در γ ژئودزیک .⟨y, y⟩ = 1 و y ∈ TxRHn x ∈ RHn کنید فرض .1.5.2 گزاره
زیر با RHn تقاطع از که t 7→ x cosh (t) + y sinh (t) خم از است عبارت γ′(0) = y و γ (0) = x

آید. می دست به x, y توسط شده تولید Rn+1 خطی فضاي

نخست سرعت بردار و x از شروع با بیشین ژئودزیک γ و x, y با شده تولید صفحه W کنید فرض اثبات.
چون ϕ |⊥W= −id و ϕ |W= id و دارد نگه را RHn که بگیرید چنان را ϕ ∈ O (n, 1) باشد. y
t 7→ سویی از . γ ⊂ W ∩ RHn بنابرین می�دارد. نگه را γ ، ϕ ، dxϕ (y) = y و ϕ (x) = x

ax+bz ∈ W∩RHn اگر زیرا می�باشد. یکه سرعت W∩RHnبا پرمایش باز یک x cosh (t)+y sinh (t)
b = cosh tبازپرمایش با و ⟨ax+ bz, ax+ bz⟩ = b2−a2 طرفی از ⟨ax+ bz, ax+ bz⟩ = پس1− ،

است. برقرار حکم a = sinh t و

داریم: هاف-رینو قضیه از شود. می تعریف R بر RHn ژئودزیک هر دهد می نشان (1.5.2) گزاره
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باشد. می کامل ریمانی خمینه یک RHn .2.5.2 لم
داریم: (1.5.2) گزاره از دیگري نتیجه عنوان به

یکتاست. کند می وصل y به را x که ژئودزیکی قطعه صورت این در x, y ∈ RHn کنید فرض .3.5.2 لم

بر ژئودزیک یک γ و ⟨u, u⟩ = 1 و u ∈ A⊥ و A ∈ RHn و a > 0 کنید فرض .4.5.2 تعریف
کنید فرض دهیم. می نشان [A, γ (a)] با و نامند هذلولوي قطعه را γ ([0, a] ) . γ (0) = A که RHn

و α′
(0) = u و α (0) = β (0) = A چنانکه باشند RHn در ژئودزیک دو α, β و A,B,C ∈ RHn

[A,C] و [A,B] هذلولوي قطعه دو بین هذلولوي زاویه می�گذرد. C بر β و B بر α همچنین β ′
(0) = v

سه شامل RHn در ∆ هذلولوي مثلث . cosφ = ⟨u, v⟩ چنانکه φ ∈ [0, π) یکتاي عدد از است عبارت
است. نقطه سه بر گذرنده هذلولوي قطعه سه و راس) عنوان (به A,B,C ∈ RHn مجزاي نقطه

باشد. C و B و A راسهاي با هذلولوي مثلث یک ∆ کنید فرض هذلولوي) کسینوس (قانون .5.5.2 گزاره
4.3.2 گزاره در شده تعریف متریک d که c = d (A,B)و a = d (B,C) و b = d (C,A) دهید قرار

آنگاه ، باشد [C, b]و [C,A] قطعه�هاي بین زاویه θ کنید فرض می�باشد.

cosh c = cosh a cosh b− sinh b sinh b cos θ.

: داریم A,B,C ∈ RHn هر براي مثلثی: نامساوي .6.5.2 پی�آمد

d (A,B) ≤ d (A,C) + d (C,B) .

باشد. داشته قرار [A,B] هذلولوي قطعه بر C اگر وتنها اگر است برقرار تساوي و
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CH1 مختلط هذلولوي فضاي 6.2
گیرید نظر در را C2 بر را پایین هرمیتی فرم

⟨z,w⟩ = z1w̄1 − z2w̄2

بگیرید نظر در را پایین مجموعه�هاي است حقیقی ⟨z, z⟩ چون . w = (w1, w2) و z = (z1, z2) که

V− =
{
z ∈ C2 | ⟨z, z⟩ < 0

}
V0 =

{
z ∈ C2 − {0} | ⟨z, z⟩ = 0

}
V+ =

{
z ∈ C2 | ⟨z, z⟩ > 0

}
، λ ∈ C هر براي نامند. فضاگون و نورگون زمان�گون، ترتیب به را مجموعه�ها این از هریک بردارهاي

باشد. چنین z اگر وتنها اگر است فضاگون و نورگون زمان�گون، λz پس ⟨λz, λz⟩ =| λ |2 ⟨z, z⟩

CP1 =
{
[z] | z ∈ C2 , z ∼ w ⇔ z = λw , λ ∈ C− {0}

}
گیرید نظر در را پایین تصویري نگاشت

P : C2 − {0} → CP1 = C ∪∞

(z1, z2) 7→

 z1/z2 z2 ̸= 0

∞ z2 = 0

می�شود تعریف چنین CH1 تصویري مدل

CH1 =
{
[z] ∈ CP1 | ⟨z, z⟩ < 0

}
مجموعه را آن مرز و

{
[z] ∈ CP1 | ⟨z, z⟩ = 0

}
می�گیریم. نظر در

می�شود. تعریف می�شود نامیده گوي مدل که فضا، این از دیگري مدل اکنون

D = {z ∈ C | zz̄ < 1}

داریم z, w ∈ C که w = (w, 1) و z = (z, 1) دهیم قرار اگر

⟨z, z⟩ = zz̄ − 1 < 0


