
فناوری و تحقیقات وزارتعلوم،

دامغان دانشگاه
کامپیوتر علوم و ریاضی دانشکده

ارشد کارشناسͬ پایان�نامه
محض ریاضͬ

كه باناخ انقباضی اصل از تعميمی

مشخصسازی را كامل متری فضاهای

كند می
توسط:

مجدی فاطمه

راهنما: استاد
ایوری ابطحی مرتضی دکتر آقای

مشاور: استادان
میرزاوزیری مجید آقایدکتر

تبادکان عباسپور غلامرضا آقایدکتر

١٣٩١ شهریور





خدا نام به

فضاهای كه باناخ انقباضی اصل از تعميمی

كند مشخصسازیمی را كامل متری

توسط:
مجدی فاطمه

پایان�نامه

لازم تحصیلͬ فعالیت�های از بخشͬ عنوان به دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات به شده ارائه

ارشد کارشناسͬ درجه اخذ برای

رشته در
محض ریاضͬ

دامغان دانشͽاه از

خوب بسیار درجه: با پایان�نامه کمیته توسط شده تأیید و ارزیابی

کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده تابعͬ آنالیز محضگرایش ریاضͬ استادیار ایوری ابطحͬ مرتضͬ دکتر

راهنما) (استاد دامغان دانشͽاه

فردوسͬ دانشͽاه ریاضͬ دانشͺده تابعͬ آنالیز گرایش محض ریاضͬ دانشیار میرزاوزیری مجید دکتر

مشاور) (استاد مشهد

علوم و ریاضͬ دانشͺده تابعͬ آنالیز گرایش محض ریاضͬ استادیار تبادکان عباسپور غلامرضا دکتر

مشاور) (استاد دامغان دانشͽاه کامپیوتر

کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده ͷهارمونی آنالیز محضگرایش ریاضͬ استادیار رمضانپور محمد دکتر

اول) (داور دامغان دانشͽاه

کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده آنالیز-هندسه گرایش محض ریاضͬ استادیار تقوی علͬ سید دکتر

دوم) (داور دامغان دانشͽاه



(نماینده دامغان دانشͽاه کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده کامپیوتر علوم استادیار طبسͬ هاشم سید دکتر

تکمیلͬ) تحصیلات

١٣٩١ شهریور

۴



ଘمقدৎ �����������������������������������������
৮درସ୍وماෙय़భباৣم،

راهور३مز৯دজ࣓مآड़و౻ංند،آฬن�ධ්ෙੱॡر،ا৷مان،࠙قواਬࣞقاक़ت
ංඌندوآभتابෙय़شانభآণتاଡقൎ࣍مঙࢠنانپاୀجا॥توହච໋ଽوبواগد

ඟ໊د.



ণپاسࢂචاری
وردگارم!چࢉوণଡپا॥تদوم،ඟ໖ࣺشزبانণଘپاس،ऒودষیازঃندণپاਉیدیࢂඟا॥ت.
ଖوরشانෙय़ تانণدୀ ماतభداکارمণپاسࢂචارمو و ෙय़بای৮درБЗرদوار ࠙قو اঀه دو از

ਗی�زৣم.
ازঙاندୌوزواජ໑وزمऒواଽوୀاభانସ୍موओودشانඟ໋ماমࡑشॺࡗهॺࡗه�یز৯دਛی�ام

রودهพ়ࢁඟوदدردایਗی�࣒م.
صادଌୃ�ଡ༚نণپاس�راଘاণتادБЗرদوارمপنابآ༚یدනراবیৎقدمਗی�࣒مشاඟ໋دی

భمࢁࢵباীشانماঃଢباتૼنا॥ت.
ازاسایدඟ໋اقدرপنابآ༚یدනرඵෂرزاوزୌیوপنابآ༚یدනرࣅباਬࣧورਲ਼ࣤولزॐ࢟ت

ඟ໊د৯دوభاज़ජ໑شاوره�یپایان�ଓฬیاری�امඟ໊د৯دേ઼࣓ماণଡپاسఴذارم.
ازاسایدඟ໋اਗیপنابآ༚یدනرৎࡷویوপنابآ༚یدනررॡضاಪࣧورزॐ࢟تॡطاૐॹه

وداوریاଌنپایان�ଓฬراଘ࠱ھدهඟ໋لพ়ࢁඟوदدردایرادارم.



భپایاناز৳مامدوণتاৣمઍआଘوصخاৣمਣඇඌࣹی�ऒواهേ઼࣓ماণଡپاسఴذارم.
ૡં༙هख़دی
ෙ७ور۹۱

٧



چͺیده

فضاهای كه باناخ انقباضی اصل از تعميمی

كند مشخصسازیمی را كامل متری

وسیله�ی: به
مجدی فاطمه

باشد انقباض ͷی T : X → X و کامل متری فضای ͷی (X, d) اگر که مͬ�کند بیان باناخ ثابت نقطه قضیه

T آن�گاه ،x, y ∈ X هر برای d(Tx, Ty) ≤ rd(x, y) به�طوری�که r ∈ [٠,١) دارد وجود که معنͬ این به

T : X → X انقباض هر به�طوری�که باشد متری فضای ͷی (X, d) اگر حال مͬ�باشد. یͺتا ثابت نقطه دارای

اختصاص پرسش این به دادن پاسخ به پایان�نامه این از بخشͬ است؟ کامل X آیا باشد، ثابت نقطه ͷی دارای

نمͬ�تواند قضیه این بنابراین نیست. برقرار باناخ ثابت نقطه عکسقضیه مͬ�دهد نشان که مͬ�شود ارائه مثالͬ دارد.

خاصیت که مͬ�شود اثبات باناخ ثابت نقطه قضیه از تعمیمͬ سپس کند. مشخصسازی را کامل متری فضاهای

ثابت نقطه قضیه از تعمیم�هایی بیان به پایان�نامه ادامه در مͬ�کند. سازی مشخص را متری فضاهای بودن کامل

مͬ�پردازیم. کانان

د
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پیشگفتار

پایان�نامه در ١٩٢٢ سال در بار اولین که است موثر و ساده بسیار قضیه ͷی باناخ ثابت نقطه قضیه

تعمیم و مͬ�باشد غیرخطͬ آنالیز در ͷکلاسی ابزار ͷی قضیه این شد. ظاهر باناخ استفان نام به شخصͬ

،٢٩ ،٢٢ ،٢١ ،١٨ ،١٧ ،١١ ،١٠ ،٧ ،۶ ،۵] در را قضیه این تعمیم�های مͬ�توان که دارد بسیاری های

متری فضای ͷی از مثالͬ ١٩۵٩ سال در کانل نام به شخصͬ دیͽر طرف از کرد. مشاهده [٣١ ،٣٠

نقطه Xدارای روی پیوسته نگاشت هر ولͬ نیست کامل متری فضای ͷیX به�طوری�که کرد Xبیان

مشخص را کامل متری فضاهای نمͬ�تواند باناخ ثابت نقطه قضیه که مͬ�دهد نشان این .[٨] است ثابت

مͬ�باشد. قوی شرط ͷی قضیه این در انقباض شرط گفت مͬ�توان بنابراین کند سازی

ͷی X اگر که کرد ثابت و پرداخت کانان نگاشت معرفͬ به کانان نام به ١٩۶٩شخصͬ سال در

که است آن توجه قابل نکته است. ثابت نقطه دارای کانان نگاشت هر آن�گاه باشد کامل متری فضای

ریاضیدانان از بسیاری نظر از و نمͬ�باشد باناخ ثابت نقطه قضیه از توسیعͬ کانان ثابت نقطه قضیه

نام به شخصͬ ١٩٧۵ سال در زیرا است باناخ ثابت نقطه قضیه از مهم�تر بسیار کانان ثابت نقطه قضیه

به مͬ�کند سازی مشخص را کامل متری فضاهای کانان ثابت نقطه قضیه که کرد ثابت سابراهمانیام

ثابت نقطه دارای X روی کانان نگاشت هر اگر فقط و اگر است کامل X متری فضای که معنͬ این

در کایرک مثال برای داده�اند قرار مطالعه مورد را کامل متری فضاهای بسیاری ریاضیدانان باشد[٢٨].

مͬ�کند مشخصسازی را کامل متری فضاهای ،[۶ ،۵] کاریستͬ ثابت نقطه قضیه که کرد اثبات [١۶]

تعمیمͬ پایان�نامه این در کرد. مراجعه [٣٣ ،٢۴ ،٢٣ ،١٣ ،٩] به مͬ�توان مشابه نتایج دیدن برای و

سال در سوزوکͬ نام به شخصͬ توسط که مͬ�کنیم بیان را باناخ ثابت نقطه قضیه از ساده خیلͬ و جدید

مͬ�کند. سازی مشخص را کامل متری فضای که شد بیان ٢٠٠٨

ثابت نقطه قضیه بیان و کامل متری فضاهای متری، فضاهای مفاهیم آوری یاد به اول فصل در

مͬ�پردازیم. قضیه این تعمیم�های و باناخ

١



فضاهای نمͬ�تواند باناخ ثابت نقطه قضیه مͬ�دهد نشان که مͬ�پردازیم مثالͬ بیان به دوم فصل در

با که مͬ�کنیم بیان را باناخ ثابت نقطه قضیه از سوزوکͬ تعمیم سپس و کند سازی مشخص را متری

فصل این پایان در مͬ�شود. کامل متری فضای سازی مشخص به منجر انقباض شرط کردن ضعیف

مͬ�کنیم. بیان را میر-کیلر ثابت نقطه قضیه از سوزوکͬ تعمیم

مͬ�دهد نشان که مͬ�کنیم بیان را مثال�هایی و معرفͬ را کانان ثابت نقطه قضیه سوم فصل در

در نیز را معمولͬ انقباض�های که باناخ ثابت نقطه قضیه از سوزوکͬ تعمیم در شده معرفͬ انقباض�های

ثابت نقطه قضیه تعمیم�های بیان به فصل پایان در و هستند متفاوت کانان نگاشت�های با بر�مͬ�گیرد

مͬ�پردازیم. سوزوکͬ نوع از کانان

است. شده استفاده [٣٢] و [١۵] و [١٢] مراجع از بیشتر پایان�نامه این در

٢



١ فصل

قضایایمقدماتی تعاریفو

T : X → X نگاشت ͷی برای ثابت نقطه یͺتایی و وجود مسئله با آشنایی فصل این در ما هدف

و متری فضاهای مفهوم آوری یاد� به منظور این برای است، متری فضای ͷی X آن در که مͬ�باشد

بیان را باناخ ثابت نقطه قضیه و انقباض نگاشت مفهوم ادامه در و مͬ�پردازیم کامل متری فضاهای

این مطالب مͬ�کنیم. معرفͬ را باناخ ثابت نقطه قضیه توسیع�های از نمونه چند پایان در سپس مͬ�کنیم

مراجعه [٢۶]،[٢۵]،[١] منابع به بیشتر جزئیات برای مͬ�تواند خواننده و مͬ�شود بیان اثبات بدون فصل

کند.

حقیقͬ اعداد همه مجموعه� R از منظور و مثبت اعداد همه مجموعه� N از منظور پایان�نامه این طول در

مͬ�دهیم. نشان ”∨” و ”∧” نمادهای با ترتیب به را منطقͬ ”یا” و منطقͬ ”و” به�علاوه مͬ�باشد.

متری فضاهای ١-١

مͬ�کنیم. آوری یاد را متری فضاهای مفهوم ابتدا

یا ١ͷمتری ͷی را d : X × X → R تابع باشد. ناتهͬ و دلخواه مجموعه ͷی X کنیم فرض

باشد. برقرار زیر شرایط هرگاه مͬ�نامیم X روی متر ͷی

.d(x, x) = ٠ باشیم داشته x ∈ X هر ازای به (١)

.x = y اگر فقط و اگر d(x, y) = ٠ باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به (٢)

.d(x, y) = d(y, x) باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به (٣)

١Metric

٣



( مثلث٢ (نامساوی .d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) باشیم داشته x, y, z ∈ X هر ازای به (۴)

X فضای مͬ�گوییم و مͬ�نامیم ٣ͷمتری فضای ͷی را (X, d) باشد X روی متر ͷی d صورتͬ�که در

است. شده مجهز d متر به

معرفͬ متر اصلͬ خواص از ͬͺی عنوان به را متر بودن نامنفͬ شرط نویسندگان اغلب .١.١.١ ملاحظه

برای که این�صوررت به گرفت. نتیجه (۴) و (١) شرایط از به�راحتͬ را شرط این مͬ�توان که مͬ�کنند

.d(x, y) ≥ ٠ لذا و ٢d(x, y) ≥ ٠ بنابراین d(x, y) + d(y, x) ≥ d(x, x) داریم x, y ∈ X هر

مͬ�پردازیم. متری فضاهای از مثال چند بیان به حال

،xi ∈ R که x = (x١, ..., xn)تایی�های n همه مجموعه� Xیعنͬ = Rn مͬ�دهیم قرار .٢.١.١ مثال

مͬ�کنیم تعریف x = (x١, . . . , xn) و y = (y١, . . . , yn) ∈ Rn هر برای

d(x, y) =

( n∑
i=١

(xi − yi)
٢
)١/٢

.

فضای اقلیدسͬ، متر با Rnهمراه به و است معروف اقلیدسͬ متر به که Rnاست روی متر ͷی d آن�گاه

گوییم. اقلیدسͬ

ناتهͬ مجموعه ͷی X کنیم فرض اگر کرد، تعریف گوناگون مترهای مͬ�توان مجموعه ͷی روی

مانند مثبتͬ اعداد هرگاه گوییم، معادل۴ را d٢ و d١ باشند. آن روی متر دو d٢ و d١ و باشد دلخواه و

باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به که قسمͬ به باشند موجود β و α

αd١(x, y) ≤ d٢(x, y) ≤ βd١(x, y).

معادل�اند. باهم Rn روی زیر مترهای مثال به�طور .٣.١.١ مثال

• d(x, y) = max
{
|xi − yi| : ١ ≤ i ≤ n

}
,

• d(x, y) =
(∑n

i=١ |xi − yi|p
)١/p

, (١ ≤ p <∞),

هر برای را d : X × X → R نگاشت باشد ناتهͬ مجموعه ͷی X کنیم فرض .۴.١.١ مثال

به�صورت x, y ∈ X

d(x, y) =

١, x ̸= y,

٠, x = y.

٢Triangle Inequality
٣Metric Space
۴Equivalent

۴



گویند. گسسته۵ متر آن به که است X روی متر ͷی d آن�گاه مͬ�کنیم. تعریف

ͷی ،n 7→ xn xکه : N → X تابع هر باشد. دلخواه و ناتهͬ مجموعه ͷی X کنیم فرض

تابعͬ h : N → N اگر هم�چنین مͬ�دهیم. نمایش {xn} یا (xn) نماد با آن�را که دارد Xنام در دنباله۶

گوییم. x از زیردنباله�ای را y(n) = xh(n) ضابطه� با y : N → X تابع باشد، صعودی اکیدا

f : X → R کران�دار توابع همه مجموعه B(X) و ناتهͬ مجموعه ͷیX فرضکنیم .۵.١.١ مثال

مͬ�کنیم تعریف f, g ∈ B(X) هر برای باشد.

d(f, g) = sup
{∣∣f(x)− g(x)

∣∣ : x ∈ X
}
. (١.١)

(١.١) در d شده تعریف تابع دید مͬ�توان آسانͬ به .d(f, g) < پس∞ هستند کران�دار g و f چون

را B(X)در�این�صورت ،X = N که است زمانͬ مثال این خاص حالت است. B(X) روی متر ͷی

به�طوری�که حقیقͬ اعداد از (xn) دنباله�های همه مجموعه از است عبارت و مͬ�دهیم نشان l∞ با

sup
{
|xn| : n ∈ N

}
<∞.

قرار حقیقͬ اعداد از (xn) دنباله�های همه مجموعه را lp .١ ≤ p < ∞ کنیم فرض .۶.١.١ مثال

به�طوری�که مͬ�دهیم
∞∑
n=١

|xn|p <∞.

مͬ�کنیم تعریف lp از y = (yn) و x = (xn) عضو دو برای

d(x, y) =

( ∞∑
n=١

|xn − yn|p
)١/p

.

است. lp روی متر ͷی d آن�گاه

ͷی X اگر که مͬ�کنیم یاد��آوری ابتدا هستند. متری فضاهای از خاصͬ حالت نرم�دار فضاهای

باشد. داشته را زیر شرایط اگر است نرم٧ ͷی ∥ ·∥ : X → R تابع Rباشد، میدان روی برداری فضای

.x = ٠ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ٠ و ∥x∥ ≥ ٠ ،x ∈ X هر برای (١)

.∥αx∥ = |α|∥x∥ باشیم داشته α ∈ R هر و x ∈ X هر برای (٢)

۵Discrete Metric
۶Sequence
٧Norm

۵



.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ باشیم داشته x, y ∈ X هر برای (٣)

X آن�گاه d(x, y) = ∥x− y∥ کنیم تعریف اگر حال گوییم. نرم�دار٨ فضای ͷی (X, ∥ · ∥) به آن�گاه

است. متری فضای ͷی d با همراه

است. نرم�دار فضای ͷی زیر نرم با ۵.١.١ مثال در شده معرفͬ l∞ فضای .٧.١.١ مثال

∥x∥∞ = sup
n∈N

|xn|.

است. نرم�دار فضای ͷی زیر نرم با ۶.١.١ مثال در شده معرفͬ lp فضای .٨.١.١ مثال

∥x∥p =

(
∞∑
n=١

|xn|p
)١/p

.

کامل متری فضاهای ١-٢

(xn) دنباله حد٩ x ∈ X نقطه باشد. X در دنباله ͷی (xn) و متری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض

داشته n > N هر برای به�طوری�که باشد موجود N مثبت عدد ε > ٠ هر برای اگر مͬ�شود نامیده

و xn → x مͬ�نویسیم و است x به همͽرا١٠ (xn) دنباله گوییم حالت این در .d(xn, x) < ε باشیم

است. یͺتا همواره دنباله حد که کرد مشاهده مͬ�توان هم�چنین

کنیم فرض مͬ�کنیم. مجهز شد بیان ۴.١.١ مثال در که گسسته متر به را X مجموعه .١.٢.١ مثال

در�این�صورت .ε = ١/٢ مͬ�دهیم قرار همͽراست. x ∈ X نقطه به که باشد X در دنباله ͷی (xn)

متری فضای در اما .d(xn, x) < ١/٢ داریم n > N هر برای به�طوری�که است موجود N عدد

هر برای بنابراین .xn = x اگر فقط و اگر d(xn, x) = ٠ اگر فقط و اگر d(xn, x) < ١/٢ گسسته

مͬ�شود. برابر ثابت مقدار ͷی با دنباله بعد به جایی ͷی از یعنͬ ،xn = x باید n ≥ N

کوش١١ͬ دنباله ͷی X در (xn) دنباله باشد، متری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

n,m > N هر برای به�طوری�که باشد داشته وجود N مثبت عدد ε > ٠ هر برای اگر مͬ�شود نامیده

.d(xn, xm) < ε باشیم داشته

٨Normed Space
٩Limit
١٠Converges
١١Cauchy

۶



.[٢۶] است کوشͬ دنباله ͷی متری، فضاهای در همͽرا دنباله هر که داد نشان مͬ�توان به�راحتͬ

نیست. همͽرا ولͬ است کوشͬ که یافت دنباله�ای مͬ�توان یعنͬ نمͬ�باشد مطلبصحیح این عکس ولͬ

.d(x, y) = |x−y| مͬ�کنیم تعریف x, y ∈ X هر برای Xو = (٠,١) مͬ�دهیم قرار .٣.٢.١ مثال

دنباله ͷی (١/n) بنابراین ١/n→ ٠ ،R فضای در چون مͬ�گیریم Xدرنظر در را (١/n) دنباله حال

.٠ /∈ X زیرا نیست همͽرا X در اما است کوشͬ

به همͽرا X در کوشͬ دنباله هر اگر مͬ�شود نامیده کامل١٢ ،(X, d) متری فضای .۴.٢.١ تعریف

باشد. X در نقطه�ای

شده تعریف متر به نسبت هرگاه گوییم باناخ١٣ فضای را (X, ∥ · ∥) نرم�دار فضای .۵.٢.١ ملاحظه

باشد. کامل متری فضای ͷی d(x, y) = ∥x− y∥

هستند. باناخ فضای ،l∞ lpو فضاهای .۶.٢.١ مثال

شود. مراجعه ۶١ صفحه [١٩] مرجع به مثال این حل برای

آن از وتعمیم�هایی باناخ ثابت نقطه قضیه ١-٣

آنالیز در قضایا مهم�ترین از ͬͺی و مͬ�شود شناخته انقباضباناخ اصل با معمولا باناخ، ثابت نقطه قضیه

ظاهر ١٩٢٢ سال در باناخ١۴ استفان به مربوط پایان�نامه در روشنͬ فرم به قضیه این است. ریاضͬ

قضیه این بود. گرفته قرار استفاده مورد انتگرال معادله ͷی برای جواب، وجود اثبات برای که شد

دارد. آنالیز در به�ویژه و ریاضیات در فراوانͬ کاربرد�های

مͬ�کنیم. معرفͬ را ثابت نقطه مفهوم ابتدا در

نقطه� باشد. نگاشت ͷی T : X → X و ناتهͬ مجموعه� ͷی X کنیم فرض .١.٣.١ تعریف

.T (x٠) = x٠ اگر نامیم، T ثابت١۵ نقطه ͷی را x٠ ∈ X

شده تعریف T (x) = x + sin πx به�صورت T : X → X و X = R کنیم فرض .٢.٣.١ مثال

مͬ�باشد. ثابت نقطه بی�نهایت دارای T در�این�صورت باشد

١٢Complete
١٣Banach Space
١۴Stefan Banach
١۵ Fixed Point

٧



به�صورت را T : X → X باشد. X روی اقلیدسͬ متر d و X = R کنیم فرض .٣.٣.١ مثال

دارد. ثابت نقطه ͷی T آن�گاه مͬ�کنیم تعریف T (x) = cos(x)

تعریف T (x) = x+ (١+ ex)−١ به�صورت T : X → X و X = R کنیم فرض .۴.٣.١ مثال

ندارد. ثابت نقطه X روی T دراین�صورت باشد. شده

را T : X → X نگاشت باشد. d متر با ͷمتری فضای ͷی X کنیم فرض .۵.٣.١ تعریف

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای به�طوری�که باشد داشته وجود k ≥ ٠ هرگاه نامیم، لیپ�شیتس١۶

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y).

k(T ) با آن�را و مͬ�نامیم T نگاشت لیپ�شیتس ثابت را کند صدق فوق رابطه در که ای k کوچͺترین

مͬ�آید به�دست زیر رابطه از و مͬ�دهیم نشان

k(T ) = sup
{d(Tx, Ty)

d(x, y)
: x, y ∈ X, x ̸= y

}
<∞.

آن�گاه باشند T و S نگاشت�های لیپ�شیتس ثابت�های به�ترتیب k(T ) و k(S) اگر

k(T ◦ S) ≤ k(T )k(S),

به�ویژه و T ◦ S(x) = T (Sx) آن در که

k(T n) ≤ kn(T ), n = ١,٢, . . . .

به ،k(T ) < ١ و باشد لیپ�شیتس نگاشت ͷی T : X → X چنانچه .T nx = T (T n−١x) که

ͷی را T نگاشت در�این�صورت ،k(T ) = ١ اگر و گوییم انقباض ͷی یا انقباض١٧ͬ نگاشت ͷی T

نامیم. غیرانبساط١٨ͬ نگاشت

T : X → X و کامل متری Xیͷفضای فرضکنیم .([٢] باناخ١٩ ثابت نقطه (قضیه ۶.٣.١ قضیه

دارد. یͺتا ثابت نقطه ͷی T آن�گاه باشد، X روی انقباض ͷی

مͬ�کنیم. بیان آن�را اثبات است پایان�نامه این موضوع مهم�ترین باناخ ثابت نقطه قضیه آن�جایی�که از

١۶Lipschitz
١٧Contraction Mapping
١٨Non-Expansive Mapping
١٩Banach Fixed Point Theorem

٨



مͬ�کنیم تعریف xn = T nx٠ به�صورت را (xn) ∈ X دنباله و مͬ�گیریم ثابت را x٠ ∈ X اثبات.

داریم n ∈ N هر برای .n = ٠,١, . . . که

d(xn, xn+١) ≤ kd(xn−١, xn) ≤ k٢d(xn−٢, xn−١) ≤ · · · ≤ knd(x٠, x١),

mداریم > n که n,m ∈ N هر برای بنابراین

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+١) + d(xn+١, xn+٢) + · · ·+ d(xm−١, xm)

≤
[
kn + kn+١ + · · ·+ kn−١

]
d(x٠, x١)

≤ kn

١− k
d(x٠, x١).

دنباله ͷی (xn) که مͬ�دهد نشان این و
kn

١− k
→ ٠ آن�گاه n → ∞ وقتͬ k < ١ آن�جایی�که از

که limn→∞ xn = x به�طوری�که دارد وجود x ∈ X است، کامل X آن�جایی�که از است. کوشͬ

مͬ�شود نتیجه

T (x) = T ( lim
n→∞

xn) = lim
n→∞

T (xn) = lim
n→∞

xn+١ = x,

خلففرضمͬ�کنیم برهان به است. یͺتا ثابت نقطه که مͬ�کنیم اثبات حال .T (x) = x داریم بنابراین

داریم آن�گاه x ̸= y به�طوری�که باشند T نگاشت از ثابت نقطه دو x, y ∈ X

d(x, y) = d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y).

یͺتا ثابت نقطه بنابراین است. تناقض در فرض با که x = y داریم و d(x, y) = ٠ مͬ�شود نتیجه که

است.

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت را f نگاشت .٧.٣.١ مثال

f : R٣ → R٣

(x, y, z) 7−→
(cos y

۴
,
cos z

٣
+ ١, cosx

۵
+ ٢
)

دارد. یͺتا ثابت نقطه ͷی f مͬ�دهیم نشان و

k < ١ دارد وجود ،R٣ از (x٢, y٢, z٢) و (x١, y١, z١) عضو دو هر برای دهیم نشان باید

از این�جا در .d
(
f(x١, y١, z١), f(x٢, y٢, z٢)

)
≤ kd

(
(x١, y١, z١), (x٢, y٢, z٢)

)
به�طوری�که

مͬ�کنیم. استفاده | cosx− cos y| ≤ |x− y| داریم x, y ∈ R هر برای که حقیقت این

٩



d
(
f(x١, y١, z١), f(x٢, y٢, z٢)

)
= d

((cos y١
۴

,
cos z١
٣

+ ١, cos x١
۵

+ ٢
)
,
(cos y٢

۴
,
cos z٢
٣

+ ١, cos x٢
۵

+ ٢
))

=

√(cos y١
۴

− cos y٢
۴

)٢
+
(cos z١

٣
− cos z٢

٣

)٢
+
(cos x١

۵
− cosx٢

۵

)٢
≤
√(cos y١ − cos y٢

٣

)٢
+
(cos z١ − cos z٢

٣

)٢
+
(cos x١ − cos x٢

٣

)٢
≤ ١
٣
√
(y١ − y٢(٢ + (z١ − z٢(٢ + (x١ − x٢(٢

=
١
٣
d
(
(x١, y١, z١), (x٢, y٢, z٢)

)
.

ͷی f نگاشت باناخ ثابت نقطه قضیه طبق بنابراین است، R٣ انقباضروی ͷی f نگاشت دادیم نشان

دارد. یͺتا ثابت نقطه

متری فضای ͷی روی انقباض ͷی T نگاشت اگر که کردیم ملاحظه باناخ، ثابت نقطه قضیه در

در یͺتا ثابت نقطه ͷی که نگاشتͬ هر اما دارد. X در یͺتا ثابت نقطه ͷی T آن�گاه باشد، X کامل

نیست. انقباض ͷی لزوما باشد، داشته X کامل متری فضای ͷی

به�صورت Xرا روی T نگاشت Xباشد. روی اقلیدسͬ متر d Xو = [٠,١] فرضکنیم .٨.٣.١ مثال

مͬ�کنیم تعریف زیر

Tx = ١− x, (x ∈ X).

نیست. انقباض ͷی T اما دارد x = ١
٢ یͺتای ثابت نقطه ͷی T این�صورت، در

نیست. برقرار قضیه آن�گاه k = ١ اگر باناخ ثابت نقطه قضیه در مͬ�دهد نشان زیر مثال

را T : X → X نگاشت باشد. X روی اقلیدسͬ متر d و X = R کنیم فرض .٩.٣.١ مثال

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت

Tx = x+ ١, (x ∈ R).

.k = ١ اما ندارد ثابت نقطه T بنابراین نمͬ�کند صدق x+ ١ = x در ای x هیچ چون

که دارند وجود نگاشت�ها از دیͽری دسته غیر�انبساطͬ، نگاشت�های و انقباضͬ نگاشت�های بین

مͬ�نامیم. انقباضͬ�اکید نگاشت�های را آن�ها

١٠


