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 مقذمٍ

میاوگیه پذیزی بٍ عىًان یک مفًُم مُم درآوالیش َارمًویک ي وظزیٍ ویمگزيٌ َای ویم  0831سال  در    

تىُا  میاوگیه پذیزاست اگزي  جاوسًن وشان داد کٍ گزيٌ مًضعا فشزدٌ  0861شذ. در سال  عزفیتًپًلًصیک م

  مطزح شذ. جبزَای باواخ یزیمیاوگیه پذیز باشذ، بذیه تزتیب وظزیٍ میاوگیه پذ      اگز 

 معزفی شذ. جابجاییجبزَای باواخ  مفًُم میاوگیه پذیزی ضعیف تًسط باد ي َمکاراوش بزای  0876در سال 

 بٍ تًی Aَز مشتق پیًستٍ اس  است اگزي تىُا اگز میاوگیه پذیز ضعیف    جابجایی جبز باواخآوُا وشان دادوذ کٍ 

A- ي متقارن مذيل باواخ Xدلخًاٌ تعمیم داد. باواخ َایجبزباشذ.  سپس جاوسًن آوزا بزای  ، دريوی 

 مطالب ارائٍ شذٌ در ایه پایان وامٍ بٍ صًرت سیز تذيیه شذٌ است. 

 تِديم در فصل  کىیم.َای لاسم کٍ در فصل َای بعذی بٍ آوُا ویاسمىذیم را بیان می فصل ايل تعاریف ي قضیٍدر 

ي بٍ خصًص شزایط لاسم ي کافی بزای ایه مفًُم می  جبزَای باواخیزی میاوگیه پذبزرسی ي مطالعٍ مفًُم 

 میاوگیه پذیزی ضعیف را تحقیق می کىیم.  پزداسیم ي در فصل سًم مفًُم 
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 0فصل 

 تعاریف ي مقذمات لاسم

اکخش  فت.ّای تؼذی هَسد اػتفادُ لشاس خَاٌّذ گشکٌین کِ دس فصلّای لاصم سا تیاى هیفصل تؼاسیف ٍ لضیِ دس ایي

اخز ؿذُ اػت کِ دس صَست لضٍم دس پایاى ّش ًتیجِ, هشاجغ   [13]ٍ  [4]، [3]، [2]، [1] هغالة ایي فصل اص هشاجغ

 دیگش رکش هی ؿَد.

ًاهِ ّوِ فضاّای تشداسی ٍ جثشّا سٍی هیذاى هختلظ دسًظش گشفتِ ؿذُ، هگش خلاف آى تصشیح دس ػشتاػش ایي پایاى

 ؿَد.

 َای باواخمذيل  0.0

 ًاهین ّشگاُ ًگاؿتسا یک جثش هی   فضای تشداسی  0.0.0 تعزیف 

𝜋                    𝜋          

𝛼ٍ تشای ّش          تشای ّش   ق کٌذ.ذدس ؿشایظ صیش ص   

1.             

2.                             

3.  𝛼    𝛼       𝛼   
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سا کاهل هی ًاهین ّشگاُ  Aداس چٌیي جثش ًشمداس هی ًاهین. ّنّوشاُ تا یک ًشم سا یک جثش ًشم A جثش 1.0.0تعزیف

 ّش دًثالِ کـی دس آى ّوگشا تاؿذ.

 ،      سا یک جثش تاًاخ هی ًاهین ّشگاُ تشای ّش  Aداس کاهل جثش ًشم2.0.0تعزیف 

‖  ‖  ‖ ‖ ‖ ‖                   

 ال چپ )ساػت( هی ًاهین، اگشسا یک ایذُ Aاص جثش  Iصیشفضای   3.0.0تعزیف 

                                

ًـاى    هی ًاهین ٍ تا  Xدٍگاى  سا فضای X  تاًاخ یّای خغی پیَػتِ سٍی فضاوِ تاتؼکفضای ّ 4.0.0تعزیف 

 هی دّین. تِ ػثاست دیگش

یَػتِپ ٍ خغی اػت       }      }    

‖ ‖ ‖    ‖} یکٌَاختًشم تا       }             ‖ ‖  هی ؿَد. تثذیل تِ یک فضای تاًاخ    

 ّای تالاتش تِ عَس هـاتِ لاتل تؼشیف هی تاؿٌذ. ٍ دٍگاى    ، یؼٌی Xفضای دٍگاى دٍم 

 ًـاى هی دّین.       سا تا ًواد   xسٍی  fدس تواهی فصل ّا احش تاتغ   9 قزارداد

 Xهی ًاهین ٍ تصَیش ّش ػٌصش اص  Xسا ًگاؿت عثیؼی سٍی         ، ًگاؿت Xتشای فضای تاًاخ   5.0.0تعزیف 

 ًـاى هی دّین. دس ٍالغ  ̂ تا     سا دس    هاًٌذ 

〈      〉  〈 ̂  〉  〈   〉                                 

 ، پَؿا تاؿذ.k سا اًؼکاػی هی ًاهین ّشگاُ ًگاؿت عثیؼی Xتاًاخ  فضای

 سا یک هذٍل چپ هی ًاهین ّشگاُ ًگاؿت  Aسٍی جثش  Xفضای تشداسی  6.0.0تعزیف 
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𝛼ٍ ّش       ،       تشای ّش  دس ؿشایظ صیش صذق کٌذ. ¢ 

1)                       

2)    𝛼     𝛼            

3)               

A-.هذٍل ساػت تِ عَس هـاتِ تؼشیف هی ؿَد 

 هذٍل چپ ٍ ساػت تاؿذ ٍ  -A، یک Xًاهین ّشگاُ هذٍل هی -Aسا یک  Xفضای تشداسی 

                                     

 -X ،Aًاهین اگش هذٍل چپ تاًاخ هی -Aسا یک  Xدس ایي صَست  جثش تاًاخ تاؿذ. یک Aفشض کٌیذ   7.0.0 تعزیف

 هذٍل چپ تاؿذ ٍ

‖  ‖  ‖ ‖ ‖ ‖                             

A- ٍ هذٍل ساػت تاًاخA- تاؿٌذ.تاًاخ تِ عَس هـاتِ لاتل تؼشیف هی هذٍل 

یک ًگاؿت خغی ٍ  𝐵 𝜃     اؿٌذ ٍ فشض کٌیذهذٍل چپ تاًاخ ت -A دٍ  Xٍ  فشض کٌیذ 8.0.0 تعزیف

 نداؿتِ تاؿی    ٍ ّش      ّش اگش تشای چپ تاًاخ هی ًاهینهذٍلی  -A یک هَسفیؼنسا   θپیَػتِ تاؿذ. آًگاُ

                                      .                                             𝜃             𝜃      

 تِ عَس هـاتِ تؼشیف هی ؿًَذ.ی هذٍل -A ساػت ٍ هَسفیؼن یهذٍل -A  هَسفیؼن

     𝜃     ٍ 𝛽اؿٌذ ٍ فشض کٌیذ اخ تتاً چپهذٍل  -A   ٍ   ٍ  ،کٌیذ فشض 01.0.0تعزیف

 هذٍلی چپ تاؿٌذ. دس ایي صَست دًثالِ -A ّای هَسفیؼن

                             (0.0)         Σ                

 یك اػت اگش ٍ تٌْا اگشدل
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1)𝜃   یک تِ یک تاؿذ. 

2  )   𝜃      𝛽. 

3  )   𝜃   . 

𝛼 هی ًا هین ّشگاُ هَسفیؼن سا ؿکافٌذُ (0.0)دًثالِ دلیك کَتاُ    کِ اؿتِ تاؿذ تِ عَسیدٍجَد       

𝛽 𝛼    .     

 تحت اػوال    هذٍل تاًاخ تاؿذ. آًگاُ  -Aیک  Xفشض کٌیذ  00.0.0تعزیف

                           

ٍ 

                           

 هذٍل تاًاخ اػت کِ دس آى -Aیک 

〈     〉  〈     〉      〈     〉  〈     〉  

سا تِ تشتیة هذٍل ٍ هذٍل     ٍ     هذٍل تاًاخ هی تاؿٌذ. دس حالت خاف -A... ًیض  ٍ     ،    تِ عَس هـاتِ 

 هی ًاهین. Aدٍگاى دٍم سٍی جثش تاًاخ 

 دس ایي صَست هجوَػِ صیشفضای آى تاؿذ. Yیک فضای تاًاخ ٍ  Xفشض کٌیذ   0.0تعزیف

   {                 〈   〉            }  

 .        ، [13اص ]4.9ؿذ آًگاُ تٌا تِ لضیِ تا Xصیشفضای تؼتِ اص  Yًاهین. اگش هی Yسا پَچؼاص 

ؿَد اگش تشای ّش ًاهیذُ هی Aیک ّواًی تمشیثی چپ )ساػت( تشای  Aدس جثش تاًاخ         تَس   تعزیف

   ، 
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‖     ‖            ‖     ‖      

 ساػتّواًی تمشیثی چپ ٍ         ًاهین، ّشگاُ هی (دٍعشفِ)شیثی سا یک ّواًی تم Aدس جثش تاًاخ         تَس 

 . تاؿذ

 تاؿذ.  Aیک هجوَػِ کشاًذاس دس  {        }ًاهین ّشگاُ هجوَػِ سا کشاًذاس هی        تَس 

 ،    اگش تشای ّش  ینًاههی Aسا یک ّواًی تمشیثی چپ ضؼیف تشای جثش تاًاخ         تَس    تعزیف

                                 

 ؿًَذ.ّواًی تمشیثی ساػت ضؼیف ٍ ّواًی تمشیثی ضؼیف تِ عَس هـاتِ تؼشیف هی

داسای ّواًی  Aیک جثش تاًاخ تا یک ّواًی تمشیثی چپ ضؼیف کشاًذاس تاؿذ. آًگاُ  A فشض کٌیذ گشارٌ 

 اػت. تمشیثی چپ کشاًذاس

 [.1] سجَع ؿَد تِ  اثبات 

هَجَد     اص هذٍل دٍگاى Eًاهین ّشگاُ صیشهذٍل تؼتِ سا یک جثش تاًاخ دٍگاى هی Aجثش تاًاخ تعزیف 

 ًاهین.هی Aسا پیؾ دٍگاى  E. دس ایي صَست     تاؿذ تِ عَسی کِ 

        تاؿذ. دس ایي صَست گَیین تَس  Xیک تَس دس         یک فضای تاًاخ ٍ  Xفشض کٌیذ   تعزیف 

 ،    ّوگشاػت ّشگاُ تشای ّش  xدس تَپَلَطی ضؼیف تِ 

〈    〉  〈   〉  

        تاؿذ. دس ایي صَست گَیین تَس    یک تَس دس         یک فضای تاًاخ ٍ  Xفشض کٌیذ   تعزیف 

 ،   ّوگشاػت ّشگاُ تشای ّش  fػتاسُ تِ  -لَطی ضؼیفدس تَپَ

〈    〉  〈   〉  
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ػتاسُ تاؿذ. دس ایي  -هجْض تِ تَپَلَطی ضؼیف Xدٍگاى     یک فضای تاًاخ ٍ Xفشض کٌیذ    تعزیف

 fتِ         ، اص ّوگشایی   دس         ًاهین ّشگاُ تشای ّش تَس سا پیَػتِ هی        صَست ًگاؿت 

〈    〉 ػتاسُ، ًتیجِ ؿَد کِ -دس تَپَلَطی ضؼیف  دس ّواى تَپَلَطی. ، 〈   〉 

 ػتاسُ چگال اػت. -ًؼثت تِ تَپَلَطی ضؼیف    دس  Xفضای تاًاخ   )گلذؿتایي(11.0.0قضیٍ 

 [.2] سجَع ؿَد تِ  اثبات 

 ، هجوَػXِداس تشای ّش فضای ًشم  آلاغلَ( -)تاًاخ 10.0.0قضیٍ 

  {     ‖ ‖   }  

 ػتاسُ فـشدُ اػت. -، ًؼثت تِ تَپَلَطی ضؼیف  دس 

 [.3]سجَع ؿَد تِ   اثبات 

 fاگش  تاؿذ. Xیک ًین ًشم سٍی  X   ٍpاص فضای تشداسی  یک صیشفضا Mفشض کٌیذ   تاًاخ( -)ّاى11.0.0قضیٍ 

 تاؿذ کِ Mیک تاتغ خغی سٍی 

|    |                 

 لاتل گؼتشؽ اػت تِ عَسی کِ Xسٍی  Fتِ یک تاتؼک خغی هاًٌذ  fآًگاُ 

|    |              

 [.4] سجَع ؿَد تِ  اثبات 

 Xتاؿذ. دس ایي صَست کَچکتشیي هجوَػِ هحذب دس     یک فضای تشداسی ٍ  Xفشض کٌیذ  12.0.0تعزیف 

 ًـاى هی دّین.      ٍ یا                 هی ًاهین ٍ تا    ف هحذب سا غلا   هجوَػِؿاهل 
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 ضزبُای آروش 1.0

، کِ تِ تشتیة تا    ، یؼٌی Aیک جثش تاًاخ تاؿذ. آًگاُ ضشتْای اٍل ٍ دٍم آسًض سٍی دٍگاى دٍم  A فشض کٌیذ

 ؿًَذ:تِ صَست صیش تؼشیف هی       Φٍ      ٍ       دّین، تشای ّشًـاى هی ◊ٍ  □ ًوادّای 

〈      〉  〈     〉                                 〈      〉  〈     〉  

〈      〉  〈      〉                                         〈     〉  〈     〉  

〈     〉  〈    〉                                               〈     〉  〈    〉   

 چٌیي ضشتْای فَق تِ صَست ّن

Φ         
 

     
 

                      
 

    
 

     

   (  ) ٍ         کِ دس آى ؿًَذتؼشیف هیًیض  
ػتاسُ تِ  -تِ تشتیة دس تَپَلَطی ضؼیفّؼتٌذ کِ  Aدٍ تَس دس  

Φ  ٍΨ تاؿٌذ.ّوگشا هی 

       Φًاهین ّشگاُ تشای ّش سا هٌظن هی Aجثش تاًاخ  0.1.0تعزیف 

Φ         

 ّای، هجوَػAِتاًاخ تشای جثش   1.1.0تعزیف 

  
       {      Φ              }    

  
       {         Φ             }    

 ًاهین.هی    هشکضّای تَپَلَطیکی اٍل ٍ دٍم  سا تِ تشتیة
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  هٌظن اػت اگش ٍ تٌْا اگش  Aدس ایي صَست جثش تاًاخ 
  یا تِ عَس هؼادل            

          . 

 (.[14] )تثیٌیذ هتٌاّی تاؿذ Gهٌظن اػت اگش ٍ تٌْا اگش       ، Gتِ ػٌَاى هخال، تشای ّش گشٍُ هَضؼاً فـشدُ 

ًاهین ّشگاُ سا )تِ عَس ضؼیف( فـشدُ هی Yتِ فضای تاًاخ  Xاص فضای تاًاخ  Tػولگش خغی کشاًذاس   2.1.0تعزیف 

 )تِ عَس ضؼیف( فـشدُ ًؼثی تاؿذ. Yدس  T، تَػظ Xتصَیش گَی ٍاحذ تؼتِ دس 

 ًاهین ّشگاُ هجوَػِتمشیثاً هتٌاٍب هی سا تِ عَس ضؼیف Aسٍی جثش تاًاخ  f تاتؼک خغی 3.1.0تعزیف 

{                ‖ ‖   }  

سا تا  Aجثش تاًاخ ّای خغی تِ عَس ضؼیف تمشیثاً هتٌاٍب سٍی ّوِ تاتؼک تِ عَس ضؼیف فـشدُ ًؼثی تاؿذ. فضای

 دّین.ًـاى هی       

 ؿشایظ صیش هؼادلٌذ. Aتشای جثش تاًاخ    4.1.0قضیٍ 

1)  A .هٌظن اػت 

2)           

Ψتشای ّش  (3 Φ، ػولگش       Ψ   ػتاسُ پیَػتِ اػت -ًؼثت تِ تَپَلَطی ضؼیف 

 تِ عَس ضؼیف فـشدُ اػت   تِ تَی  Aاص       ، ًگاؿت     تشای ّش  (4

 [.2]بٍ سجَع ؿَد   اثبات  

یک ػولگش خغی کشاًذاس تاؿذ. آًگاُ ؿشایظ صیش       ای تاًاخ ٍ دٍ فض X  ٍY فشض کٌیذ   5.1.0قضیٍ 

 هؼادلٌذ:

1) T .تِ عَس ضؼیف فـشدُ اػت 

 تِ عَس ضؼیف فـشدُ اػت.     (2

3)            
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 .[2] سجَع ؿَد تِ  اثبات 

اص چپ تجضیِ  Xهذٍل تاًاخ تاؿذ. دس ایي صَست گَیین  -Aیک  Xیک جثش تاًاخ ٍ  A فشض کٌیذ   6.1.0تعزیف 

 کِ دس آى      ؿَد ّشگاُ هی

    {                 } 

 ؿًَذ.پزیشی تِ عَس هـاتِ تؼشیف هیپزیشی ساػت ٍ تجضیِتجضیِ

 Xتاؿذ. اگش         یک جثش تاًاخ تا یک ّواًی تمشیثی کشاًذاس هاًٌذ  Aفشض کٌیذ   (تجضیِ کَّي) 7.1.0قضیٍ 

 ،    تاًاخ تاؿذ تِ عَسی کِ تشای ّش  هذٍل -Aیک 

                               

 ؿَد.تجضیِ هی Xآًگاُ 

 .[4] سجَع ؿَد تِ  اثبات 

 یک جثش تاًاخ تا یک ّواًی تمشیثی کشاًذاس تاؿذ. آًگاُ Aفشض کٌیذ    8.1.0قضیٍ 

 .        یکذاس اػت اگش ٍ تٌْا اگش          (1

 .        یکذاس اػت اگش ٍ تٌْا اگش          (2

 .[11]سجَع ؿَد تِ   اثبات 

 ّواًی تمشیثی کشاًذاس تاؿذ آًگاُّوشاُ تا یک  یک جثش تاًاخ Aفشض کٌیذ  01.1.0قضیٍ 

                      

 .[14] سجَع ؿَد تِ  اثبات 

 ؿَد.تجضیِ هی   ،  Aاخ هٌظن تاً تشای جثش 00.1.0وتیجٍ 
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 1فصل 

 پذیزی جبزَای باواخمیاوگیه

ّای پیَػتِ سا تشسػی هی کٌین. ّوچٌیي ّوشیختی Aپزیشی جثش تاًاخ تشخی اص ؿشایظ لاصم تشای هیاًگیي س ایي فصلد

پزیشی سا ًذ هیاًگیيتیي دٍ جثش تاًاخ دلخَاُ سا هَسد هغالؼِ لشاس دادُ ٍ ؿشایغی سا کِ عی آى یک ّوشیختی تتَا

 اًتمال دّذ، تشسػی خَاّین کشد.

ًاهین هی هـتكسا یک       آًگاُ ًگاؿت خغی پیَػتِ  هذٍل تاًاخ تاؿذ. -Aیک  Xفشض کٌیذ   0.1 تعزیف

 ّشگاُ

                     

 کٌین:تاؿذ. تؼشیف هی Xػٌصش دلخَاّی اص   فشض کٌیذ 

                                   

 ًاهٌذ.دسًٍی هی هـتكی سا یک هـتماػت. چٌیي  هـتكیک    آًگاُ 

ّای هـتك، ٍ صیشفضای ّوِ         سا تا  X تاًاخ هذٍل -Aتِ تَی  Aّای پیَػتِ اص جثش تاًاخ هـتكفضای ّوِ 

 دّین.ًـاى هی        سا تا         دسًٍی اص 

ضای خاسد لؼوتی چٌیي فّن
       

       
 دّینًـاى هی        سا تا  

تِ تَی  Aپیَػتِ اص  هـتك، ّش X تاًاخ هذٍل -A ًاهین ّشگاُ تشای ّشپزیش هیگیيسا هیاً Aجثش تاًاخ   1.1تعزیف 

 .{ }         دسًٍی تاؿذ یؼٌی    



12  
 

هَجَد تاؿذ تِ عَسی  Xدس         ًاهین اگش تَس دسًٍی )ضؼیف( هی سا تمشیثاً       هـتك  2.1تعزیف 

         ،     کِ تشای ّش 
𝛼

  𝛼
 )دس تَپَلَطی ضؼیف(. دس ًشم تَپَلَطی    

 تاؿذ.ضؼیف تمشیثاً دسًٍی اػت اگش ٍ تٌْا اگش تمشیثاً دسًٍی        هـتك  3.1 گشارٌ

دسًٍی  تمشیثاً دسًٍی ضؼیف اص تمشیثاً لزا ،تش اص تَپَلَطی ضؼیف اػت طی ًشم لَیایٌکِ تَپَلَ ِ تِتا تَج   اثبات

دسًٍی اػت.تذیي تشتیة  تمشیثاًآًگاُ  ،دسًٍی ضؼیف تاؿذ تمشیثاً   ًتیجِ هی ؿَد.پغ کافی اػت حاتت کٌین کِ اگش

 دس تَپَلَطی ضؼیف   ،  َسی کِ تشای ّشتاؿذ تِ ع   یک تَس کشاًذاس دس          فشض کٌیذ

                                 .                      

 ̃ سا تا    هتؼلك تِ              صشػٌ تشای ػادگی ّش            ٍ     فشض کٌیذ 

 تا ًشم    ًـاى هی دّین. دس ایي صَست  

  ̃       {                   } 

              ̃  تاؿٌذ ٍ   ػٌاصشی دلخَاُ دس              فشض کٌیذ  تثذیل هی ؿَد. تِ یک فضای تاًاخ

  سا تِ صَست صیش تؼشیف هی کٌین  هجوَػِ 

  { ̃                                            𝛼          }  

̃ داسد. یؼٌی  تؼلك  تِ تؼتاسضؼیف  ̃ دس ایي صَست        حمیمت چَىدس دس تَپَلَطی ضؼیف. ̃    

 تشایي . تٌا           ,     ی ّش دس ًتیجِ تشا      ،ّش  تشای              

              ̃     ̃            

 ػثاست اػت اص ،   غلاف هحذب هجوَػِ 

     {  ̄                                          {  }          }  
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, یک هجوَػِ هحذب اػت دس ًتیجِ تٌا  تؼلك داسد ٍچَى غلاف   تِ تؼتاس ضؼیف غلاف هحذب  ̃ تِ عَس هـاتِ 

اس ًشم غلاف تتِ تؼ ̃ تا تؼتاس ًشم آى یکؼاى اػت. دس ًتیجِ   تؼتاس ضؼیف غلاف هحذب  [  ]،اص  3.12تِ لضیِ

εتؼلك داسد. تِ ػثاست دیگش تشای ّش    دس غلاف  ًٌذ , ػٌصشی ها هتؼلك تِ            ٍ تشای ّش    

 ٍجَد داسد کِ  {  }هحذب 

‖              ‖                     {          } 

لزا تشای ّش  ،تشلشاس اػت  هتؼلك تِ هجوَػِ            ٍ ّش     تا تَجِ تِ ایٌکِ فشایٌذ فَق تشای ّش 

εش ٍ ّ  اص   صیش هجوَػِ هتٌاّی  ٍجَد داسد  {  }دس غلاف هحذب  (    )هاًٌذ  εٍ   ػٌصشی ٍاتؼتِ تِ  ،  

 کِ 

(2.1)                   ‖     (             )‖                  

 :تؼشیف هی کٌین  اص   هتٌاّی  یة جضیی صیش سا سٍی صیشهجوَػِاکٌَى ساتغِ تشت

                         

. ّن چٌیي تٌا کشاًذاس اػت (    )تِ دػت هی آیذ لزا  {  }اص غلاف هحذب  (    )کشًذاس اػت ٍ {   }چَى 

 یک تَس هی تاؿذ. (    ) ،تِ ساتغِ فَق

 :داسین      ِیک تَس کشاًذاس اػت ٍ تٌا تِ ساتغ (    )تٌاتشایي تا تَجِ تِ ایي کِ 

(             )         

 تمشیثا دسًٍی اػت.   هـتكیؼٌی دسًشم تَپَلَطی. 

 کٌذ.سا تیاى هی  ،  یک ؿشط لاصم ٍ کافی تشای هیاًگیي پزیشی جثش تاًاخ [9]  1لضیِ صیش اص جَسدیائَ

 

                                                           
1 Gourdeau 
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، تمشیثاً X تاًاخ  هذٍل -A تِ تَی ّش Aػتِ اص پیَ هـتكًگیي پزیش اػت اگش ٍ تٌْا اگش ّشهیا Aجثش تاًاخ   4.1 قضیٍ

 دسًٍی تاؿذ.

تَاى تاتَجِ تِ ًگاؿت عثیؼی هی پیَػتِ تاؿذ. هـتكیک       ، Xفشض کٌیذ تشای ّش هذٍل دلخَاُ   اثبات

  لزا تشای هیاًگیي پزیش اػت،  A دسًظش گشفت. چَى تٌا تِ فشض    تِ تَی  Aسا اص  D هـتك

ًیض دسًٍی اػت.         دسًٍی اػت. دس ًتیجِ        پیَػتِ  هـتك،  Yدلخَاُ ًاخ تا هذٍل -Aّش

 :، داسین    هَجَد اػت تِ عَسی کِ تشای ّش        لزا 

                 

 -دس تَپَلَطی ضؼیف     ̂ کِ ٍجَد داسد تِ عَسی  Xدس         تَس کشاًذاس  لضیِ گلذاؿتایي، تشعثك

 داسین:      ػتاسُ. لزا تشای ّش  -دس تَپَلَطی ضؼیف           ̂ ،      ػتاسُ. یؼٌی تشای ّش 

〈       〉  〈            〉     
 

 〈      ̂   ̂   〉 

                                                           
 

 〈       ̂      ̂〉 

                                                            
 

 〈          ̂   〉 

                                                           
 

 〈           
 〉  

          تٌاتشایي
 

ضؼیف اػت  تمشیثاً دسًٍی هـتكیک  Dٍ ایي یؼٌی دس تَپَلَطی ضؼیف.              

 ٍ دس ًتیجِ تٌا تِ لن لثل، تمشیثاً دسًٍی اػت.

یثاً دسًٍی تاؿذ. لزا تَس کشاًذاس ، تمشX هذٍل تاًاخ -A تِ تَی ّش Aپیَػتِ اص  هـتكّش  فشض کٌیذ :بزعکس

        ٍجَد داسد تِ عَسی کِ  Xدس         
𝛼

     𝛼   𝛼     ّا        دس ًشم تَپَلَطی. چَى

        خَد  سا،        ّوگشای  آلاغلَ یک صیشتَس ّوگشا داسًذ. صیشتَس -شعثك لضیِ تاًاخکشاًذاسًذ، لزا ت

 تاؿذ. آًگاُ چَى         ػتاسُ -ذگی ضؼیفییک ًمغِ چؼث   دسًظش هی گیشین. فشض کٌیذ 

        
𝛼

    𝛼   𝛼    
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         ًتیجِ تَپَلَطی، دسدس ًشم 
𝛼

    𝛼   𝛼    يتٌاتشای ػتاسُ ٍ-ضؼیف دس تَپَلَطی 

 پزیش اػت.هیاًگیي Aدسًٍی اػت ٍ لزا  D. یؼٌی                

چگال  Bدس  θتاؿذ. اگش تشد  Bتِ تَی جثش تاًاخ  Aیک ّوشیختی پیَػتِ اص جثش تاًاخ  θ فشض کٌیذ 5.1 گشارٌ

 دّذ.سا ًتیجِ هی Bپزیشی ، هیاًگیي Aپزیشی تاؿذ، آًگاُ هیاًگیي

تا ػاختاسّای  Xتاؿذ.  تاًاخ هذٍل -B یک Xپزیش تاؿذ. فشض کٌیذ جثش تاًاخ هیاًگیي یک Aفشض کٌیذ کِ   اثبات

 هذٍلی تؼشیف ؿذُ تَػظ 

                              𝜃      

ٍ 

                                  𝜃    

X ،  𝐵 تاًاخ هذٍل -B فشض کٌیذ تشای ّشهذٍل تاًاخ اػت. اکٌَى  -Aیک  پیَػتِ تاؿذ. ًـاى  هـتكیک    

 -A تِ تَی Aپیَػتِ اص جثش تاًاخ  هـتكیک  𝜃  تَاى دیذ کِ تمشیثاً دسًٍی اػت. تِ ػادگی هی ،هـتكدّین ایي هی

 داسین:      اػت. صیشا تشای ّش  X تاًاخ هذٍل

  𝜃      (𝜃    )   (𝜃   𝜃   ) 

     𝜃      𝜃     𝜃        𝜃     

   𝜃    𝜃    𝜃      𝜃     

 𝜃  پغ   . هیاًگیي پزیش اػت   Aتٌا تِ فشض چَى ًتیجِ هی ؿَد. اها  D  ٍθًیض اص پیَػتِ تَدى  𝜃  پیَػتگی 

 𝜃    𝐵تشای ّش  عَسی کِ ٍجَد داسد تِ Xدس            اً دسًٍی اػت لزا یک تَس کشاًذاستمشیث هـتكیک 

                                                                                                                          :داسین

                          (𝜃   )     
 

(𝜃          𝜃   ) 
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ٍجَد داسد تِ عَسی  Aدس         ، تَس کشاًذاس  𝐵  چگال اػت لزا تشای ّش  Bدس  𝜃   𝐵چَى تشد  حال

(    𝜃) پیَػتِ اػت لزا  D هـتك. اص عشفی چَى       𝜃کِ   (  ). لزا تاتَجِ تِ ساتغِ      

 :داسین

        
 

            

 پزیش اػت.هیاًگیي Bتمشیثاً دسًٍی اػت ٍ دس ًتیجِ  D هـتكیؼٌی  ٍ ایي

پزیش هیاًگیي    ال تؼتِ اص آى تاؿذ. آًگاُ یک ایذُ Iپزیش ٍ یک جثش تاًاخ هیاًگیي Aفشض کٌیذ  6.1وتیجٍ   

 اػت.

 یذ.لزا حکن اص گضاسُ لثل تذػت هی آ هی تاؿذ پیَػتِ ٍ تشٍ            چَى ًگاؿت هتؼاسف   اثبات

پزیش هیاًگیي Aآًگاُ  ،پزیش تاؿٌذهیاًگیي I  ٍA/Iتاؿذ. اگش  Aال تؼتِ اص جثش تاًاخ یک ایذُ Iفشض کٌیذ   7.1قضیٍ 

 اػت.

ًیض یک        | پیَػتِ تاؿذ. آًگاُ  هـتكیک        ٍ  تاًاخ هذٍل -A یک E فشض کٌیذ  اثبات

     |  ٍجَد داسد تِ عَسی کِ      یش اػت، لزا پزهیاًگیي Iپیَػتِ اػت. چَى  هـتك
. 

       فشض کٌیذ کِ 
 صیشا .     ̃       آًگاُ ٍاضح اػت کِ تشای ّش ، ̃  

 ̃            
     . 

𝛼 )لِسا تَػی   تِ   / I اص ̃ لزا اگشًگاؿت       ̃ ( 𝛼      ̃ لشاس  خَؽ تؼشیف اػت. ̃ آًگاُ  ،تؼشیف کٌین

 :دّینهی

   {                                 }  

       {                               }  
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        آًگاُ 
 Aال یک ایذُ Iَى . چ   ٍ     اػت. اکٌَى فشض کٌیذ  تاًاخ هذٍل -   یک دٍگاى   

چٌیي . ّن     صیشا     ̃       ̃         ̃      ̃ . لزا        اػت پغ 

        .      ̃ لزا  .        ̃ ٍ تِ عَس هـاتِ        ̃   . دس ًتیجِ        ̃ 

ٍجَد      دسًٍی اػت لزا     ٍ  هـتكیک           ̃ چَى  .       ̃ دس ایي صَست 

̃ داسد تِ عَسی کِ      
 . تٌاتشایي

   ̃     
    

    
 

                                       

                                        

       
 .                                                           

 دسًٍی اػت. هـتكیک  Dٍ ایي یؼٌی 

 ٍ { }          تاؿذ. اگش Xصیشهذٍل تؼتِ اص  Yهذٍل تاًاخ ٍ  -Aیک  Xفشض کٌیذ   8.1گشارٌ 

 .{ }         ، آًگاُ { }              

الحالی        𝜋تاؿذ، ٍ فشض کٌیذ  هـتكیک         ،X تاًاخ هذٍل -A فشض کٌیذ تشای ّش  اثبات

اػت صیشا  هـتكیک         𝜋هذٍل اػت ٍ  -Aن ؼیک ّوَهَسفی 𝜋تاؿذ. آًگاُ       ًگاؿت ؿوَل 

 :، داسین     تشای ّش 

𝜋       𝜋(     )  𝜋(             ) 

 𝜋          𝜋                                                                  

    هاًٌذ   دسًٍی اػت. دس ًتیجِ ػٌصشی اص  هـتكیک    𝜋، لزا { }         اص عشفی چَى تٌا تِ فشض 

 .                     𝜋،     هَجَد اػت تِ عَسی کِ تشای ّش
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 تشاتش اػت.   تا  Yسٍی    ٍجَد داسد تِ عَسی کِ       تاًاخ  -تٌا تِ لضیِ گؼتشؽ ّاى

شض، . لزا چَى تٌا تِ ف         اػت، اها  هـتكیک                 دس ایي صَست  

  دسًٍی اػت. لزا  هـتكیک  d، تٌاتشایي { }             
ٍجَد داسد تِ عَسی کِ         

      
    

       
 . تٌاتشایي  

     
          

    
               

        
         

                                           

        
                                                                          

 دسًٍی اػت. هـتكیک  Dٍ ایي یؼٌی 

ٍ دًثالِ  { }         اگش  تاؿذ. Xیک صیشهذٍل تؼتِ اص  Yهذٍل تاًاخ ٍ  -Aیک  Xفشض کٌیذ   01.1گشارٌ 

    دلیك

(3.2)                                  { }    
 
   

 
  

  

   { }   

 { }          هذٍلْای تاًاخ ؿکافتِ ؿَد، آًگاُ  -A اص

یک  πک دًثالِ دلیك تجضیِ اػت، لزا ی       دًثالِتاؿذ. چَى  هـتكیک        فشض کٌیذ اثبات9 

  هؼکَع ساػت هاًٌذ 
  

  
 هذٍل اػت.  -Aن ؼیک ّوَهَسفی   داسد تِ عَسی کِ      

)   داًین اها هی
  

 داسین:      اػت صیشا تشای ّش  هـتكیک         Φ. لزا (  

         (     )   (             ) 
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            ٍجَد داسد تِ عَسی کِ      ، لزا { }         اص عشفی چَى تٌا تِ فشض 

ٍ ایي        ٍ تٌاتشایي              دّذ کِ ٍ ایي ًـاى هی .   𝜋    𝜋تٌاتشایي  .        

 دسًٍی اػت. هـتكیک   یؼٌی

هذٍل تاًاخ تاؿذ تِ عَسی کِ  -Aیک  Xیک جثش تاًاخ تا یک ّواًی تمشیثی کشاًذاس ٍ  Aفشض کٌیذ  00.1گشارٌ 

 .{ }         . آًگاُ { }    

دس ایي صَست تشای ّش  پیَػتِ تاؿذ. هـتكیک        ذ . فشض کٌی{ }     ٍاضح اػت کِ  اثبات9

 داسین،      

.                           

Φتاؿذ، فشض کٌیذ  Aیک ّواًی تمشیثی کشاًذاس ساػت تشای         تَس فشض کٌیذ  یک ًمغِ چؼثیذگی     

Φ تَاى فشض کشد کِاص دػت دادى کلیت، هیتاؿذ. تذٍى   (     )ػتاسُ  -ضؼیف     
 

دس        

 ػتاسُ. تٌاتشایي -تَپَلَطی ضؼیف

Φ     
 

           
 

                                     

 دسًٍی اػت. هـتكیک  D. ٍ ایي یؼٌی     تٌاتشایي 

 -A تشای ّش { }         جثش تاًاخ تا یک ّواًی تمشیثی کشاًذاس تاؿذ، آًگاُ  یک A فشض کٌیذ  01.1قضیٍ 

 .{ }         پزیش,هذٍل تاًاخ تجضیِ -Aتشای ّش ، اگش ٍ تٌْا اگش X تاًاخ هذٍل

  :اثبات

  تَضَح تشلشاس اػت ) 

    شض کٌیذ ( فE یک A- تاؿذ.فشض کٌیذ  هـتكک ی       دلخَاُ ٍ  تاًاخ هذٍل 

    {                           } 



20  
 

      𝜋اػت. فشض کٌیذ  Eیک صیشهذٍل تؼتِ اص    تجضیِ کَّي،  تٌا تِ لضیِ
       ًگاؿت  الحاق  

       𝜋اػت ٍ ّوچٌیي  یهذٍل -Aن ؼیک ّوَهَسفی πتاؿذ، آًگاُ 
پیَػتِ اػت صیشا تشای ّش  هـتكیک   

 داسین:       

𝜋       𝜋(     )  𝜋(             ) 

 𝜋          𝜋     .                              

     دسًٍی اػت. دس ًتیجِ  هـتكیک    𝜋، لزا { }         چَى تٌاتِ فشض 
َسی هَجَد اػت تِ ع  

 ،   کِ تشای ّش 

𝜋                    
 

Φتاًاخ  -گؼتشؽ ّاىتٌا تِ لضیِ   اػت.    تشاتش    تِ  Φٍجَد داسد تِ عَسی کِ تحذیذ     

̃ تٌاتشایي        
          

  اص عشفی داسین  اػت. هـتكیک   
        

تِ  تاتَجِ . 

           . لزا تٌا تِ گضاسُ لثل { }         ،   تؼشیف 
   { }. 

     ̃  هـتكتٌاتشایي 
    دس ًتیجِ  دسًٍی اػت. هـتكیک   

کِ تشای ّش  تِ عَسیهَجَد اػت    

 . تٌاتشایي              ̃ ،     

                            

                                                            

                                                                                      

 دسًٍی اػت. هـتكیک  Dلزا 

 داسای ّواًی تمشیثی کشاًذاس اػت. Aیش تاؿذ آًگاُ پزهیاًگیي یک جثش تاًاخ Aفشض کٌیذ   02.1 قضیٍ

 ٍ هجْض تا ػاختاسّای هذٍلی صیش تاؿذ. Aتا فضای خغی یکؼاى  تاًاخ هذٍل -A یک Xگیشین   اثبات


