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  بارالها تو را سپاس که فضلت را کران نیست و شکرت را زبان نیست

 

که  محمد افضلی نژاد جناب آقاي دکترو ارجمندم  استاد راهنماي گرامی  م از زحماتدانمی خود لازم  بر
گرامی راهنماي استاد  از و نیز  امداشته و کارشناسی ارشد دوره کارشناسی طیافتخار شاگردي ایشان را 

تشکر و  ، فرمودند  زحمت  نامه حاضر را قبول پایان  راهنمایی  که مجید سلیمانی دامنهجناب آقاي دکتر 
  .خواستارمعال مت از خداي  را  عزیزان  این سلامتی و توفیق روز افزون  و نمایم فراوان   دانیقدر

گودرزوند ... دکتر نبی ا ،ارجمندم و فرهیختهاز جمله استاد  از همه بزرگواران و اساتید گرامیچنین هم
  .را دارم  تشکر و امتنان  کمال، تحصیل از محضرشان کسب فیض نمودم  که در طول دوران چگینی

دریاي بیکران مهر خویش را در نهایت والاترین سپاس خود را به محضر خانواده بزرگوارم که همواره 
ي بیکران محبتشان را پاسخگو اي ازدریا، به امید آنکه قطرهنمایمتقدیم می  دریغ بر من ارزانی داشتندبی

  .باشم
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  گفتارپیش

نامیده  صفحهي برش اکه الگوریتم دنباله ،ي خطیریزسازي براساس برنامهالگوریتم بهینه ، یکنامهدر این پایان

مختلفی براي حل مسائل هاي تاکنون روش .گردیده استشود، براي حل مسائل محدب و غیرمحدب معرفی یم

اي و ي دوم دنبالهریزي درجههاي مبتنی بر برنامههمچون روش ؛کار گرفته شده استسازي غیرخطی بهبهینه

همگرایی سراسري و  ]24،23[عنوان نمونه، هان به .اندي اعتماد و توابع جریمهبراساس ناحیههایی که روش

نتایج عددي نشان  .اي را براي حل مسائل غیرخطی اثبات نمودلهریزي درجه دوم دنباهاي برنامهموضعی روش

نشدنی گشتن مسأله توسط برخی از قیود، عدم  ،ها با اشکالاتی همچوني آن است که در این روشدهنده

روبرو  و کندي سرعت همگرایی مسائل ایجاد تعداد تکرارهاي زیاد در در مسأله،ي بهینه همگرایی به نقطه

ها آن يرآمددلیل کا، بههستند صفحهمبناي برش الگوهایی که بر بالاخصریزي خطی استفاده از برنامه .هستیم

اي هاي عددي، منجر به بررسی روشي ایستا و اطمینان از همگرایی سراسريویژه همگرایی سریع به نقطهبه

ریزي از برنامه هادر آن رائه گردید کههایی ابه عنوان مثال، روش .ندهایی بودکه مبتنی بر چنین روش ،گردید

از  پس .] 8[استفاده شد  مسائل غیرخطی يمتوالی براي یافتن جواب بهینه طورریزي درجه دوم بهخطی و برنامه

 که در ریزي تقریبی، مانند روش برنامهندمطرح گردید ریزي خطی بودندبراساس برنامهتنها که  ییهاروش آن

-براي حل مسائل برنامه] 30[ی لّتوسط ک 1960نخستین بار در سال  صفحهروش برش . استه گردید بیان] 21[

هرچند برخی اشکالات  کلّیروش . کار گرفته شدریزي خطی بهاي از مسائل برنامهخطی توسط دنبالهریزي غیر

روش نیز با برخی شد اما این هاي فوق مطرح میي روشارعنوان اصلاحی بهاي پیشین را نداشت و بهروش

 ، بزرگ شدن و افزایش ابعاد مسائلریزي غیرخطیبرنامهکندي همگرایی براي برخی مسائل  ،کمبودها از جمله

هاي کنندهبسیاري از حل ،از آن به بعد .مواجه بود و به تبع آن کندي حل مسئله در هر تکرار ریزي خطیبرنامه

 .کار گرفتندرا در اشکال گوناگون بهصفحه برش  اي هاي دنبالهریزي غیرخطی، روشبرنامه

  



  

ها، ریزي خطی در مقایسه با سایر روشهاي مبتنی بر برنامهبا علم به کارآمد بودن روشدر این پایان نامه، 

، که اشکالات ایمریزي غیرخطی ارائه نمودهبراي حل مسائل برنامه هاي خطی،براساس برش جدید الگوریتمی

بودند ریزي خطی هاي برش صفحه و برنامهي روشبر پایههاي پیشین که همگی ها و روشریتمموجود در الگو

الگوریتم ارائه که دهد نشان می آزمونهاي مجموعهنتایج عددي بر روي . را تا حد زیادي بهبود بخشیده است

محاسبات توابع قیود و  با فرض سریع بودن ،ریزي خطیهاي برنامهضمن محدود نمودن بعد زیر مسأله ،دهگردی

ریزي هاي مسائل برنامهکنندهحل سایر و کلیّروش برش  برايو اصلاحی معتبر جایگزینی مناسب  هدف،

  .خطی استغیر

تعاریف  ،نامه از جملهپایاناي به پیش نیازهاي مربوط به موضوعات ارائه گردیده در این درفصل اول، اشاره

 ریزي صحیح ، روش شاخهبرنامهشرایط لازم و کافی براي همگرایی مسائل مقید، توابع جریمه، ومفاهیم اولیه، 

  .خواهیم داشت ،صفحهکران و روش برش و

ریزي غیرخطی براي حل مسائل برنامه ،ايدنباله يصفحهدر فصل دوم، به معرفی الگوریتمی بر مبناي برش 

در ادامه همگرایی روش به جواب بهینه را اثبات خواهیم  پرداخت وساوي، خواهیم تدر حالت محدب با قیود 

  .نمود

 ساوي وتخطی با قیود ریزي غیردر فصل قبل را براي مسائل برنامهدر فصل سوم، الگوریتم بیان گردیده 

  .در ادامه همگرایی الگوریتم فوق را نیز اثبات خواهیم کرد .تعمیم خواهیم داددر حالت غیرمحدب نامساوي 

شاره خواهیم اي ادنباله يصفحهبه یکی از کاربردهاي مهم الگوریتم برش  ،نامهدر فصل چهارم این پایان

خطی صحیح آمیخته استفاده گردد ریزي غیرجزء از الگوریتم حل مسائل برنامهعنوان یک تواند بهکه می ،نمود

  .منجر به افزایش سرعت همگرایی الگوریتم مذکور گردد و

  



  

 با دو روش معروف دیگر،مقایسه آن  ي تحلیل نتایج عددي الگوریتم ارائه گردیده ودر بردارنده فصل پنجم

LANCELOT �9�  وDONLP2 �40� ،براي برخی مسائل انتخابی است .  
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  1فصل 

  

  

  مقدمات و مفاهیم

  

  مقدمه 1- 1

چنین در هم. ایمنامه پرداختهشده در این پایانهاي مربوط به موضوعات بیاننیازطور مفصل به پیشبه ،در این فصل

تا در صورت نیاز به اطلاعات  تا لیست کاملی از مراجع را در اختیار خواننده قرار دهیم شده است،ارائه مطالب سعی 

-و در ادامه به تبیین مسائل بهینهنماییم ابتدا تعاریف اولیه و مفاهیم مورد نیاز را بیان می. ها مراجعه نمایدبه آن ،تکمیلی

ریزي را ، انواع مسائل برنامهسعی بر آن است کلی طوربه. پردازیممی ...اي بهینگی و سازي مقید، شرایط لازم و کافی بر

در حل کران و روش برش - روش درخت شاخه همچون، براي حل این مسائل چند روش مهممقدماتی از معرفی و 

  .نماییم تشریحرا  ریزي صحیحمسائل برنامه
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 مقدمات و مفاهیم . 1فصل 

 

 
 

  تعاریف اولیه 2- 1

   1-2-1تعریف 

.‖  نگاشتی به فرم ‖: R� → Rشود اگر و فقط اگر در شرایط زیر صدق نمایدنامیده می 1، نرم:  

�به ازاي هر  .1 ∈  R�  ،‖�‖ � ‖�‖   :وهعلاو به  0 � �اگر و فقط اگر   0 � � .  

αبه ازاي هر  .2 ∈  R  و به ازاي هر� ∈  R�، ‖α�‖ � |α|‖�‖  . 

,�به ازاي هر  .3 � ∈  R� ، ‖� � �‖ � ‖�‖ � ‖�‖   .  

  :عبارتند ازهاي برداري مشهورترین نرم

  

  

  

    :     و داریم شوندنمایش داده می)  نرم - �l (صورت که در حالت کلی به 

)1 -1( 

  2-2-1تعریف 

f: Rتابع  کنید فرض  → R ينقطه محذوف همسایگی یک در x � a تابع حد گوییم. باشد شده تعریف  f درx � a 

�⟶�lim  نویسیممی و (است  L برابر f�x� � L(،  اگر براي هرε � δوجود داشته باشد  0 � که براي  طوريبه 0

0 � |x � a| � �f�x|: نتیجه دهد  � � L| � �.  

x ينقطه در یک همسایگی محذوف g و  f  ،h فرض کنید براي توابع). حدود 2قضیه فشردگی( 1- 1قضیه  � a 

�f �x :داشته باشیم � h�x� � g�x� .اگرlim�⟶� f �x� � lim�⟶� g�x� � L ، گاه آنlim�⟶� h�x� � L 

 .)این قضیه براي حدهاي یک طرفه و بی نهایت هم برقرار است(

                                                        
1
 Norm 

2
 The Squeeze Theorem 

‖�‖� � max |x�|,      1 � i � n,      - نرم      (  l�          )   

‖�‖� � ∑ |x�|
�
��� )       نرم -                             ,  l�       )   

‖�‖� � �∑ |x�|
��

���  � 
�
)         نرم -                 , �  l�      )  

‖�‖� � ��|x�|
�

�

���

 � 
�
�.   
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  □.          مراجعه شود] 47[به مرجع .  برهان

  3-2-1تعریف 

�f: R تابع → R  ی در نقطه �� ∈  R� پیوسته است، اگر برای هر ε � δ وجود داشته باشد  0 � که  طوریبه  0

�برای هر  ∈  R�  ،‖� � ��‖ � ���f| :نتیجه دهد   � � f����| � � .  

  4-2-1تعریف 

�f: R یتابع پیوسته → R  ی هرا در نقط� ∈  R�  پذیر گویند، هرگاه تابع مشتقg: R� → R  طوریموجود باشد به 

�  که برای هر � � ∈  R�  داشته باشیم:  lim�→�
������������

�
� g����. �ی به ازای بردار یکه . � �    ، اگر  ��

lim�→�
�������������

�
�����  گوییم و با نماد  �xنسبت به f یا نسبی را مشتق جزئیگاه آن موجود باشد، آن  

��� 
نشان   

  .دهیممی

  5-2-1تعریف 

�f: Rی تابع پیوسته → Rی ، در نقطه� ∈  R� شود، اگر نامیده می 1پذیرطور پیوسته مشتق، به
�����

��� 
; j � 1, … , n 

  .موجود و پیوسته باشد

  6-2-1تعریف 

�f: R  پذیرور پیوسته مشتقطتابع به → R ی ، در نقطه� ∈  R�  شود اگرنامیده می 2پذیرمشتق پیوسته طوربه بار، دو 

���

��� ���
  ،j, i � 1, … . , n  این مفهوم را با. موجود و پیوسته باشد f ∈ C�  دهندنمایش می.  

  7-2-1تعریف 

�ی در نقطه fگرادیان تابع  ∈  R�  شودورت زیر تعریف میصبه:   

)1 -2(  

  

                                                        
1 

Continuously Differentiable 
2
 Twice Continuously Differentiable 

�f��� � ��
��

���
� ���, �

��

���
� ���, … , �

��

���
� ����. 
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  8-2-1تعریف 

nیک ماتریس متقارن  ، fتابع  1ماتریس هسی � n   شودهای زیر تعریف میبا درایه است که:  

)1 -3(  

  

  9-2-1تعریف 

A  فرض کنید ∈ R���  باشد 2متقارن . A شود اگر به ازای هر نامیده می 3مثبت معین� ∈ R�  که � � داشته  �

�A�� :  باشیم � �و اگر به ازای هر  . 0 ∈ R�  ، ��A� �  .نامیممی 4معین مثبترا نیمه   Aگاه آن 0

  10-2-1تعریف 

� ی مجموعه ⊂ Rn اگر برای هر . نظر بگیریدرا در��, �� ∈ α و برای هر � ∈   :داشته باشیم  �0,1�

)1 -4(  

  .شودیی محدب نامیده میک مجموعه ،�ی گاه مجموعهآن

  11-2-1تعریف 

� فرض کنید ⊂ R�  تابع. تهی باشدغیر محدب و ییک مجموعه  f: � ⊂ R� → R  اگر برای هر. نظر بگیریدرا در 

��, �� ∈ α و برای هر  � ∈   :داشته باشیم   �0,1�

)1 -5(  

��ی اگر نامساوی بالا برای همه. محدب است � یروی مجموعه f گاه گوییم تابعآن � صورت اکید برقرار ها به  ��

  .شودنامیده می  � روی 5محدب اکید fگاه تابع باشد، آن

� فرض کنید. 2-1قضیه  ⊂ R� ی محدب باز ناتهی باشد ویک مجموعه f: � ⊂ R� → R  پذیر یک تابع مشتق

,�به ازای هر  محدب است اگر و فقط اگر fگاه آن. باشد � ∈ �  :  

                                                        
1
Hessian 

2
 Symmetric 

3
 Positive Definite 

4
 Positive Semidefinite 

5
 Strictly Convex 

���f������ �
∂�f

∂x� ∂x�
 .      

α�� � �1 � α��� ∈ �,  

f�α�� � �1 � α���� � αf���� � �1 � α�f����, 
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)1 -6(  

,�به ازای هر  محدب اکید است اگر و فقط اگر �روی  fر مشابه، طوبه � ∈ �   ،� � �:  

)1 -7(  

 □          .مراجعه شود] 45[ به   .برهان 

  12-2-1تعریف 

��مانند  ی اولیهروشی که از یک نقطه ∈ R�  ی تکراریشود و در ادامه دنبالهشروع می  ���� � H���� را تولید

  .شودنامیده می 1باشد، روش تکراریو تکرارهای قبلی می  ��ای بر حسب رابطه Hد، که در آن کنمی

  13-2-1تعریف 

��ی شروع دلخواه است، اگر به ازای هر نقطه 2گوییم یک روش تکراری دارای همگرایی سراسری ∈ R� به یک ،

  .جواب مسأله همگرا باشد

  خطی ریزيبرنامه 1- 1-2

  :به صورت زیر است به فرم متعارفی )LP( 3خطی ریزیسازی برنامهمینیمم مسألهی یک فرم کل

)1 -9(  

  

  

بردار سمت را  ����  بردار ستونی بردار متغیرها، را ���� بردار ستونی را ماتریس ضرایب،  ���A  که در آن ماتریس

�A و است هدف تابع z ی فوق ، تابعدر مسأله .نامندمیرا بردار هزینه  ����  بردار سطری و راست �  هامحدودیت �

� دهد ویا قیود مسأله را تشکیل می �   . نامندرا قیود نامنفی می �

                                                        
1
 Iterative Method 

2
 Global Convergence 

3
 Linear Programming 

f��� � f��� � �f������ � ��. 

f��� � ���� � �f������ � ��. 

min                  z � � �, 

s. t.                     A� � �, 

                           � � �, 
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  14-2-1تعریف 

یک را  سازیبهینهی مسألهگاه آن آنخطی باشند، توابع قیود غیریکی از تابع هدف یا  سازیبهینهی مسألهیک اگر در 

 .نامندمی) NLP( 1خطیریزی غیرهی برناممسأله

  15-2-1تعریف 

�ی مجموعه � ��:    A� � � ,    � �  یدهد و به هر نقطهرا تشکیل می) 9- 1(ی مسأله 2ی شدنی، ناحیه � �

� ∈   .ی شدنی گویندیک نقطه،   �

  16-2-1تعریف 

xنقاط  یهمهی مجموعه به ،�R در 3صفحهیک ابر � �x�, … , x�� درR�  ی که در معادله شودگفته می

a�x� � a�x� � ⋯ � a�x� � b دنکنصدق می. a�, … , a�  و b در آن اعداد ثابت هستند و حداقل یکی از 

a� ; i � 1, … , n   ها مقداری غیر صفر دارد، یعنی �a�, … , a�� � 0 .  

  17-2-1تعریف 

�a��xقید نامساوی  � a��x� � ⋯ � a��x� � b که�a��, … , a��� �   یبه مجموعه. را در نظر بگیرید،   0

� ی نقاطهمه ∈ Rn  ی فضا صفحههر ابر در واقع. گویند 4فضا، نیمکنندکه در این نامعادله صدق میR� دو  را به

  .کندتقسیم می فضانیم

  18-2-1تعریف 

� ∈ � � �� | A� � b , � � �� ⊆ R� هرگاهاست  �ی برای مجموعه 5رأسی ییک نقطه n ی برصفحها

  .دنباش 6فعال  �ی در نقطه  �  یکنندهتعریفمستقل خطی 

  

  

                                                        
1
 Nonlinear Programming 

2
 Feasible Set 

3
 Hyperplane 

4
 Halfspace 

5
 Extreme Point 

6
 Active 
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  19-2-1تعریف 

∗� فرض کنید ∈ X ⊆ R� و � � � ∈ R�   .اگر  δ � tکه به ازای هر طوریموجود باشد به0 ∈ �0, δ �  داشته

∗�باشیم  � t� ∈ X برای  نییک جهت شد   �گاه ، آنX شودنامیده می  ∗� یدر نقطه.  

  20-2-1تعریف 

  :گرددصورت زیر تعریف میبه) 9-1(ی برای مسأله 1آلی دومسأله

)1 -10(  

  

  

دقیقاً یک محدودیت بالعکس و  است )9- 1(ی اولیه هر محدودیت مسأله متناظر با دوآلتوجه کنید که دقیقاً یک متغیر 

  .باشدمیاولیه  یمسأله هر متغیر متناظر با آلدو

ی ریزی خطی یا دوآل نظیرش دارای جواب بهینهاگر یکی از مسائل برنامه.  )2قوي ي دوآلیتیقضیه( 3-1قضیه 

  . هر دو مسأله با هم برابر است ی تابع هدفبهینه و مقدار استی متناهی متناهی باشد، دیگری نیز دارای جواب بهینه

  □           .دمراجعه شو] 3[به   .برهان 

  21-2-1تعریف 

�بردار  ∈ R�  یک جهت کاهشیf  است هرگاه � درδ � λ  طوری که به ازای هروجود داشته باشد به 0 ∈ �0, δ �:  

)1 -11(  

�f: Rفرض کنید .  4-1قضیه  → Rی ، در نقطه� ∈  R�  و پذیر باشدمشتق � ∈ R� .جهت کاهشی در  �گاه آن

  :اگرتنها  است اگر و �

)1 -12(  

                                                        
1
 Dual 

2
 The Strong Duality Theorem 

max                  z � ��, 

s. t.                   �A � �, 

                           � � �. 

�f����. �  � 0 

f�� � λ�� � ���� 
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  □         .مراجعه شود ] 45[براي اثبات به   .برهان 

  1سازي مقیدبهینه 3- 1

 :صورتبه مقید خطیسازي غیربهینه يیک مسألهرم کلی فنامه، در این پایان

)1 -13(  

  

  

����h و توابع قیود ���fهدف  باشد که تابعمی � ����gو  � �    Rاي مقدار حقیقی درهمگی توابعی هموار و دار  �

قیود مساوي و  تعدادبه ترتیب  اند کهمقادیر صحیح نامنفی  m و l .خطی استیرها غحداقل یکی از آن وباشند می

m  اگر. دهندرا نشان مینامساوي  � l � تبدیل  2سازي نامقیدي بهینهسازي مقید به مسألهي بهینهباشد ، مسأله 0

خطی  سازي مقیدبهینهي ي فوق یک مسألهشند، مسألهوابعی خطی بات ����gو  ����f��� ، h چنین اگرشود و هممی

  .] 45[شودنامیده می

  1-3-1تعریف 

�ي نقطه ∈  R� ي مجموعه. صدق نماید لهأاست اگر و فقط اگر در قیود مس )13- 1(ي براي مسأله ي شدنییک نقطه

  :باشدصورت زیر میبه) 13-1(ي مسألهي شدنی بنابراین ناحیه. شودمی ي شدنی نامیدهي نقاط شدنی ، ناحیههمه

)1 -14( 

  2-3-1تعریف 

∗�اگر  ∈  X  به ازاي هر  و� ∈  X :  

)1 -15(  

  .شودنامیده می) 13-1(ي یک مینیمم سراسري مسأله ∗� گاهآن

                                                        
1
 Constrained Optimization 

2
 Unconstrained Optimization 

X � �� ∶   h���� � �  , i � 1, … , l ;   g���� � �  , j � 1, … , m�. 

f��� � f��∗�, 

min�∈��      f���,                                 

s. t.          h���� � �,      i � 1, … , l, 

                  g���� � �,       j � 1, … , m, 

 


