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 تركيب،خوش ضعيف ي حلقه ،تعويضپذيرتركيب ي يكتا خوشحلقه ،تعويضپذيرتركيب ي خوشحلقه :هاي كليديواژه
طور قوي بهي حلقه ،ناپذيرتركيب تعويضي يكتا خوشحلقه ،ناپذيرتركيب تعويضي خوشحلقه تركيب،خوش تقريباً يحلقه
ي حلقه پذير،عملگرهاي خطي شمارش تركيب،پوچ خوش طور قويبه يحلقه تركيب،ي پوچ خوشحلقه يب،ترك خوش

  طور قوي زيباي چپي بهي چپ، حلقهزيبا يحلقه ي زيبا،حلقه تركيب،ي عمومي يكتا خوشحلقه تركيب،عمومي خوش
 .شودتركيب پرداخته هاي خوشنه ي حلقهنيادي در زميدر اين نگارش، سعي بر اين شده است كه به مباحث اساسي و ب :چكيده
اي كه بتوان هر ست از حلقها معرفي شد عبارت  نيكلسون.كيت.توسط دبليو 1977 در سال تركيب كه نخستين بارخوش يحلقه

اي هحلقه دراين پژوهش به بررسي خواص . صورت مجموع يك عضو خودتوان و يك عضو يكال بيان نمودهعضو آن را ب
 )ي نه لزوماً يكدارحلقه(هاي عموميحلقه و ناپذيرتعويضهاي حلقه ،تعويضپذيرهاي ي حلقهتركيب در سه حوزهخوش
تركيب، خوش هاي يكتاتركيب، حلقههاي خوشبا محوريت حلقه تعويضپذيرهاي ي حلقهها را در حوزهبررسي .ايمپرداخته
علاوه بر  پذيرناتعويضهاي درقلمروي حلقه. ايمتركيب پيش بردههاي تقريباً خوشتركيب و حلقهخوش ضعيف هايحلقه

تركيب، خوش قوي طوربه هاي تركيب، حلقههاي يكتا خوشهاي حلقهتركيب، به شناسايي ويژگيهاي خوشبررسي حلقه
 تركيبيت خوشخاصي ذير وپعملگرهاي خطي شمارش كيب و نيزترپوچ خوشقوي  طوربهتركيب و هاي پوچ خوشحلقه
  .ايمتركيب را بررسي كردهتركيب و يكتا خوشهاي خوشهاي عمومي نيز حلقهي حلقهدر زمينه. ايمها پرداختهآن
ها راتحت ي جديدي ازحلقهدسته ،مطرح شدزاده كرماميدعلي شهني توسط پروفسور كه ي اهبخش پاياني با استفاده از ايد در

 عضوصورت مجموع يك هاي كه هر عضو غيرصفرآن بست از حلقها ي زيبا عبارتحلقه. ايمي زيبا معرفي نمودههاعنوان حلقه
ي گاه حلقهزيبا باشد، آن تعويضپذيري يك حلقهRايم كه اگرنشان داده. قابل بيان باشد منظم عضوعليه صفر و يك مقسوم
nهاي ماتريس n رويR هايماتريس يايم كه حلقههمچنين اثبات كرده. ستا نيز زيباn n ي تقسيم، يك روي يك حلقه
از ضرب مستقيم متناهي اگر و فقط اگر با حاصل اي چپ استزيب ،دوطرفه ي آرتينيي زيباي چپ است و نيز يك حلقهحلقه
  .يكريخت باشد هاي تقسيمحلقه



                                                                                                  ଘ م৤قدৎ مభپدر و ما  
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  پيشگفتار

هاي تبادل  ها و حلقه تواناي تحت عنوان ترفيع خود در مقاله 1نيكلسون.كيت.، دبليو1977در سال 

توان و يك تركيب ناميد كه هر عضو آن را بتوان به صورت مجموع يك خوداي را خوش ، حلقه]20[

ي  ركيب يك حلقهتي خوش دهد كه هر حلقه ن مقاله نشان ميآنيكلسون در .تكي.دبليو. يكال نوشت

ي  تركيب است اگر و فقط اگر حلقهي خوشا هاي مركزي حلقه توانتبادل است و يك حلقه با خود

  .تبادل باشد 

اين  ،ها پرداختند به اعتقاد همه كساني كه بعدها به اين زمينه علاقمند شدند و به بررسي اين حلقه

  .ه بوده استزترين مقاله در اين حومقاله اساسي

ها و   لهاي تبادل، يكا اي تحت عنوان حلقه يو در مقاله.پينگ.و هو 2كاميلو.پي.، ويكتور1994ل در سا

تام نيم  يك حلقه: اولين نتيجه اين بود كه. يابند ، به دو نتيجه مهم و اساسي دست مي]7[ها  توانخود

: دومين نتيجه اين بود. توان متعامد نباشدتركيب باشد وشامل ناشمارا خوداست اگر و فقط اگر خوش

  .تركيب استي يكال منظم يك حلقه خوش هر حلقه

يابند كه  به نتيجه بسيار مهمي دست مي] 22[وارادراجان .نيكلسون و كي.كيت.، دبليو1998در سال 

كنند كه آيا عملگرهاي  تركيب هستند و اين سؤال را مطرح ميپذير خوشعملگرهاي خطي شمارش

پاسخ داده ] 25[سيركويد .او.ام 1997ؤال در سال تركيب هستند؟ به اين سعدي خوشب خطي با هر

  .بود
                                                 
1W.Keith Nicholson  
2Victor P.Comillo  



 
 
 

2 پيشگفتار

تركيب قوي خوشطوربههاي  به معرفي حلقه] 21[ يا نيكلسون در مقاله.تكي.، دبليو1999در سال 

ي يها ، حلقهوي منظمقطوربههاي  منظم و حلقه- قوي طوربههاي  دهد كه حلقه پردازد و نشان مي مي

  . تركيب هستندخوش

توان در يك خود eدهند كه اگر  نشان مي] 14[نيكلسون .تكي.، چانچول هان و دبليو2001در سال 

و  Reeباشد و اگر  Rي  حلقه   e R e 1 يك  Rگاه  آن ،تركيب باشندي خوش دو حلقه هر 1

 ،تركيب باشدي خوشا حلقه Rگيرند كه اگر  نتيجه مي حكم، تركيب خواهد بود و از اينحلقه خوش

گاه  آن nM R تركيب استي خوشا حلقه.  

 تعويضپذيرتركيب هاي خوش به بررسي حلقه] 2[كاميلو .پي.اندرسون و وي.دي.، دي2002در سال 

  . كنند تركيب را معرفي ميي يكتا خوش پردازند و حلقه مي

دهد كه  نشان مي] 3[آذرپناه .سال، ف همان در C x دهد  تركيب است و نشان ميچه هنگام خوش

كه  C x تركيب باشدآل اول خوش تركيب است اگر و فقط اگر داراي يك ايدخوش.  

كند و به  تركيب را معرفي ميخوش ي تقريباً حلقه] 13[ 3مك گاورن.دبليو.، وارن2003در سال 

  .پردازد بررسي اين حلقه مي

 ناپذيرضتعويتركيب هاي خوش به بررسي حلقه] 24[ 5ژو.و واي 4نيكلسون.كيت.، دبليو2004در سال 

  .كنند را معرفي مي ناپذيرتعويضتركيب هاي يكتا خوش پردازند و حلقه مي

                                                 
3Warren Wm.McGoven  
4W.Keith.Nicholson  
5Y.Zhou  



 
 
 

3 پيشگفتار

كنند و  تركيب را معرفي ميي عمومي خوش حلقه] 23[ژوا .نيكلسون و واي.كيت.، دبليو2005در سال 

 هايدست آمده در مورد حلقههپردازند و سعي بر اين دارند كه نتايج ب به تحقيق در مورد اين حلقه مي

  .تركيب تعميم دهندي عمومي خوش هاتركيب را براي حلقهخوش

ژو به تعميم نتايجي .نيكلسون و واي.تكي.لم، دبليو.واي.خورانا، تي.كاميلو، دي.پي.وي، 2006در سال 

نشان دادند كه  دست آمده بود پرداختند وهب] 24[د يو سيركو] 22[كه توسط نيكلسون و وارادراجان 

  .تركيب استه خوشهر مدول پيوست

تركيب قوي پوچ خوشطوربهتركيب و هاي پوچ خوش حلقه] 8[ 6سال الكساندر جيمز ديزل ماندر ه

سال  همانو نيز در  پردازد  تركيب ميهاي خوش ها با حلقه كند و به بررسي اين حلقه را معرفي مي

كنند و به ارتباط  يتركيب را معرفي مهاي ضعيف خوش اندرسون حلقه.دي.سوك آهن و دي.ميونگ

  .پردازند ها مي خوش تركيب با اين حلقه هاي تقريباً تركيب و حلقههاي خوش بين حلقه

تركيب به ي خوش در رابطه با حلقه دهه با موضوعات مختلف 3د ديگري در اين به همين ترتيب افرا

، يو آن  7ن به ژو وانگتوا ي اين بخش از رياضيات پرداختند كه از اين جمله افراد مي رشد و توسعه

، سيامك  12وسيط، مسعود  11، توماس جان دورسي 10، وي اكسينگ چن 9انده يانگيس، اك 8لين لي

                                                 
6Alexander James Diesl   
7Zhou Wang  
8Yuanlin Li  
9Xiande Yang  
10Weixing Chen  
11Thomas John Dorsey  
12Massoud Tousi  
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، گاتام  17، فرانكويس كوچات 16، گوآنگشي اكسياُ 15، هونگبو ژانگ 14لونگ چن، جيان 13ياسمي

دست آمده از هج كلي بنامه سعي بر اين شده است كه به بررسي نتايدر اين پايان. نام برد 18بروآه

  .تركيب بپردازيمهاي خوش مل آمده روي حلقهعتحقيقات به 

  .نامه در پنج فصل تنظيم شده استاين پايان

  . پردازيم نياز ميهاي پيش ها و قضيه فيدر فصل اول به تعر

ين را معرفي و نتايج و قضايايي راجع به ا تعويضپذيرتركيب هاي خوش در فصل دوم ابتدا حلقه

  تركيبخوش ضعيف ،تركيبخوش يكتا هاي حلقه هاي كنيم و سپس به بررسي مفهوم ها بيان مي حلقه

  .تركيب خواهيم پرداختخوش و تقريباً

را معرفي و نتايج و قضايايي راجع به اين  ناپذيرتعويضتركيب هاي خوش در فصل سوم ابتدا حلقه

  قوي طوربهتركيب، ي يكتا خوش هاي حلقه ومكنيم و سپس به بررسي مفه ها بيان مي حلقه

خواهيم پرداخت و در آخر به اين تركيب طورقوي خوشو بهتركيب تركيب و پوچ خوشخوش

  .پردازيم تركيب هستند ميپذير خوششمارش ضوع اساسي كه عملگرهاي خطيمو

  

  

                                                 
13Siamak Yassemi  
14Jianlong Chen  
15Hongbo Zhang   
16Guangshi Xiao  
17Francois Couchot  
18Gautam Borooah  



 
 
 

5 پيشگفتار

 عميم قضايا و نتايجتركيب را معرفي و سپس به بررسي تي عمومي خوش در فصل چهارم ابتدا حلقه

  .پردازيم تركيب ميهاي عمومي خوش تركيب در مورد حلقههاي خوش حلقه

آن را  19زادهپروفسور اميد علي شهني كرم 2009ي زيبا كه در سال  در فصل پنجم به معرفي حلقه

  .پردازيم ها مي خواهيم پرداخت و به بررسي ارتباط اين حلقه با ديگر حلقهاست معرفي كرده 

                                                 
19O.A.S.Karamzadeh   



  مفاهيم اوليه 1

  ي كسرها حلقه و حلقه 1. 1

اي  همراه با رابطه Aاي است ناتهي مانند  ي جزئي مرتب، مجموعه يك مجموعه. 1-1- 1تعريف

Aبر Rچون A )به نام ترتيب جزئي ازA (كه :  

aبه ازاي هر :        انعكاسي A   ( , )a a R     

:      پادمتقارن   , , ,a b R b a R a b     

:        متعدي     , , , ,a b R b c R a c R   .  

جايمعمولاً به گاهآن باشد، Aيك ترتيب جزئي از Rهرگاه ,a b R نويسيم ميa b.  

a,عناصر b A را قابل مقايسه گوييم اگرa b  ياb a.  

فرض كنيم ,A  عنصر. ي مرتب باشدي جزئ يك مجموعهa A درA  ماكسيمال است اگر به

cازاي هر Aكه با ،a  ،قابل مقايسه باشدc a؛ به عبارت ديگر، به ازاي هرc A ،

a c a c   .كران بالاي زيرمجموعهB ازA عنصري مانندd A  است به طوري كه به ازاي

bهر B،b d.  
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  كه هر دو عنصرش قابل مقايسه باشند يك ترتيب خطي ناميده Aي موعهيك ترتيب جزئي از مج

  .شودمي

  .نام دارد Aخطي مرتب باشد يك زنجير در كه با  Aاز Bي ناتهي مجموعهزير

 Aطوري كه هر زنجير دري جزئي مرتب ناتهي باشد به يك مجموعه Aهرگاه .)لم زرن( 2-1-1لم

  .تشامل عنصر ماكزيمال اس Aگاهآنداشته باشد،  Aكران بالايي در

  .گيريملم زرن را به عنوان اصل موضوع درنظر مي ،در اين نگارش.تذكر

كه معمولاً به (اييتهمراه با دو عمل دو Rاي است ناتهي مانند يك حلقه مجموعه. 3-1- 1تعريف

  :طوري كهبه) شوندنموده مي) ·( و ضرب(+) صورت جمع 

1.  ,R  يك گروه آبلي است؛ 

,به ازاي هر .2 ,a b c R،   ab c a bc)؛)است ضرب شركتپذير 

3.  a b c ab ac   و a b c ac bc  )؛)پذيري از چپ و از راست قوانين پخش 

  هرگاه علاوه بر اين،

a,به ازاي هر b R،ab ba؛ 

  طوري كهباشد به R1شامل عنصري مانند Rهرگاه. است تعويضپذيري  يك حلقه Rگوييم گاهآن

aبه ازاي هر R ،R Ra a1  .است داري يكه يك حلقه Rگوييم اهگآن ،1
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  .شوند دار فرض ميهها يك حلقه، 4جز فصل هب نگارش،در سراسر اين .تذكر

هاي  ها و ويژگي كنيم و با تعريف هاي مورد نياز را بيان مي ها و قضيه در اين فصل ابتدا تعريف

  .شويم آشنا مي ،حبت خواهد شدها ص هاي بعدي از آن هايي كه در فصل حلقه

را يك  S.باشد Rاي از  مجموعهزير Sو تعويضپذيري  يك حلقه Rفرض كنيم. 4-1- 1تعريف

x,و براي هر S1گوييم اگر Rي ضربي بسته مجموعهزير y S نتيجه شودxy S.  

ه تحت جمع و باشد ك Rاي ناتهي از مجموعهزير Sيك حلقه و Rفرض كنيم. 5-1- 1تعريف

ي  حلقهرا يك زير Sگاهآن، اي تحت اين اعمال باشد خود حلقه Sهرگاه. بسته است Rضرب در

R ي حلقهزير. ناميم ميI ي از حلقهR  كهچپ است مشروط به اين ايدآليك  

,x I r R rx I     

I كهراست است به شرط آن ايدآل  

,x I r R xr I     

I باشد راست ايدآلچپ و هم  ايدآلاست اگر هم  ايدآل.  

هاي راست  ايدآلهاي چپ داده شود فرض است كه مشابه آن براي  ايدآلحكمي در باب هر وقت 

  .برقرار است

Pرا اول گوييم اگر Rي در حلقه Pايدآل .6-1- 1تعريف R  ايدآلو به ازاي هر,A B درR  

    or     AB P B P A P     



 
 
 

9 مفاهيم اوليه: فصل اول

Pاول است اگر  ايدآل Pتوان نتيجه گرفت كه  مي تعويضپذيرهاي  در حلقه.يادداشت R  و به

a,ازاي هر b R  

                                                 or        ab P a P b P     

Mگوييم اگر )چپ(را ماكسيمال Rي در حلقه M)چپ( ايدآل.7-1- 1تعريف R  و به ازاي هر

Mكه N)چپ( ايدآل N R يا ،N M ياN R.  

در . ماكسيمال وجود دارند)چپ(هاي  ايدآلهمواره  R داريكهي ناصفر و  حلقهدر . 8-1-1قضيه

  .ماكسيمال است) چپ( ايدآلمشمول يك ) Rجز خود(Rدر) چپ( ايدآلواقع، هر 

  ■.2-18قضيه ] 15.[ك.ر .برهان

ر.9-1-1مثال اگ i i I
P


ري  هاي اول حلقه ايدآلاي از  خانواده   گاهآنباشد،  Rتعويضپذي

: i I iS R P  از ي ضربي بستهمجموعهيك زيرR است.  

را ي رابطه. باشد Rتعويضپذيري  ي ضربي بسته از حلقه يك مجموعه Sفرض كنيم. 10-1-1لم

Rروي S به ازاي: كنيم به صورت زير تعريف مي   , , ,a s b t R S   

     , , :a s b t u S u ta sb    0  

Rارزي روي ي هم طهيك راب در اين صورت  S است.  

  ■.1- 5لم ] 26. [ك.ر .برهان
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  .يادداشت

به ازاي .1 ,a s R S ارزي شامل ، رده هم ,a s را باa s ارزي  هاي هم ي رده و مجموعه

 را باS R1 در اين صورت. دهيم نمايش ميS R1 هاي تحت عمل 

,                        
a b ab a b ta sb

s t st s t st


    

اين . است تعويضپذيراي  ، حلقهSهاي متعلق به sو tو Rهاي متعلق به bو aبه ازاي

S،ي جديد حلقه R1  ،كسرهاي يحلقهR نسبت بهS شود ناميده مي.  

Sي عضو صفر حلقه .2 R1 ،/0 1/و عضو هماني آن  1  .است 1

rاست اگر نماي چپمنتظم Rي در حلقه aعنصر.11-1- 1تعريف Rطوري كه هي باشد ب

r a ra  0 .عنصرr نماي چپرا يك معكوسa ايدآلگوييم . نامند ميI) راست، چپ، يا  

 همين نحو، گوييمبه. چپ باشدنماي منتظم Iچپ است اگر هر عنصرنماي منتظم Rاز) طرفهدو

a R راست است اگرنماي منتظمr Rطوري كه ي باشد بهr a ra  0 .هاي نما سمعكو

  .شوند نحو مشابه تعريف ميراست بهنماي منتظمهاي  ايدآلراست و 

rجاي گاهي شايسته است به .يادداشت a ra   بنويسيمr a .هرگاهR گاهآن ،باشد داريكهa 

  .باشد) راست(پذير چپ  معكوس a1است اگر و فقط اگر) راست(چپ نماي منتظم
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eاست اگر) يا مدولي(منتظم Rيدر حلقه Iچپ ايدآل. 12-1- 1تعريف R ي موجود باشد  

rه ازاي هرطوري كه ببه R،r re I . ،راست ايدآلبه همين نحوJ منتظم است اگرe R ي

rطوري كه به ازاي هر موجود باشد به R،r er J .    

ي مانندايدآل گاهآنحلقه باشد،  Rهرگاه. 13-1-1قضيه J R ازR طوري كهوجود دارد به  

1.  J R  ظمتهاي چپ ماكسيمال من ايدآلاشتراك تمامR است. 

2.  J R  هاي چپ ماكسيمال ايدآلاشتراك تمامR است. 

3.  J R  چپ  نمايمنتظمچپ  ايدآلچپ است كه شامل هر  نمايمنتظمچپ  ايدآليكR 

 .باشد مي

 .هستند نيز برقرار» راست«با » چپ«در صورت تعويض ) 3(تا ) 1(احكام  .4

  ■.3-2قضيه ] 15. [ك.ر .برهان

ايدآل.14-1- 1تعريف J R ي بسن حلقهوجيك ايدآلR نام دارد. 

       ي  قهماكسيمال دارد حل ايدآلرا كه دقيقاً يك  Rتعويضپذيري  هر حلقه.15-1- 1تعريف

اغلب  Rموضعيي شبه جاي حلقهباشد، به Rماكسيمال ايدآلتنها  Mاگر. ناميم موضعي ميشبه

نويسيم مي ,R M.  
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 ايدآلمتعلق به هيچ  aيكال است اگر و تنها اگر Rتعويضپذيري  لقهاز ح aعضو .16-1-1لم

  .ماكسيمالي نباشد

aاگر .برهان R  ،گاهآنيكال باشد   a  موجود باشد كه  Rاز Mماكسيمال ايدآللذا اگر . 1

a M ،گاهآنM1 و اين تناقض است.  

aبرعكس، اگر R عضو يكالR ايدآل گاهآن ،نباشد a سره آلايدR  8-1-1از قضيه است و 

وجود دارد كه Rاز Mماكسيمالي مانند ايدآلشود كه  نتيجه مي a M كهو اين با اينa  بيرون

 ■.است تناقض داردماكسيمال  ايدآلهر 

موضعي است اگر و شبه Rدر اين صورت. باشد تعويضپذيري  يك حلقه Rفرض كنيم .17-1-1لم

  .باشد Rايدآل، Rيكالغيرتنها اگر مجموعه عضوهاي 

 ■.3-13لم ] 26. [ك.ر .برهان

باشد و تعويضپذيريك حلقه  Rفرض كنيم .18-1-1لم و تعريف P spec R).ي  مجموعه

گوييم و با Rيا به اختصار طيف Rرا طيف اول Rهاي اول ايدآلي  مهه Spec R  نمايش

S:كنيم فرض مي.)دهيم مي R P كنيم كه ؛ توجه ميR P بسته ازي ضربي مجموعهزيرR است .

Sحلقه كسرهاي R1 را باPR ماكسيمال ايدآلموضعي با ي شبه اين حلقه يك حلقه. دهيم نمايش مي  

| , ,P

a
M R a P s S

s
       
 

  

  .ناميم مي Pدر Rسازي ي حاصل از موضعي اين حلقه را حلقه. است
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شامل همه عناصر  M، كافي است نشان دهيم17-1- 1بنا به لم . واضح است Mبودن ايدآل .برهان

PRفرض كنيم. است PRيكالغير M  وa s  كه در آنa R وs S . در اين صورت

a P و لذاa s درPR  يكال و وارون آنs a از طرف ديگر اگر. است درPR  يكال باشد و

b t  كه در آنb R وt S ،عضوهاي گاهآنc R وv S طوري كه در هوجود دارند ب

PR داريم:  

.
b c

t v


1
1  

wبنابراين S طوري كه  وجود دارد به w bc tv 0 و لذاwbc wtv .بنابراينb P  و چون

bمانند اين استدلال به ازاي هر نمايش كسري t  كهb R وt S  درست است، نتيجه

Mگيريم كه مي .  

  ■.دهيم نمايش مي PPRرا با علامت PRموضعيي شبه ماكسيمال در حلقه ايدآل

فرض كنيم .19-1-1مثال ( ) : |Z a b Q b  2 )در اين صورت. 2 )Z ي اعداد  ي مجموعه  حلقهزير 2

)از Mايدآل. است Qگويا )Z صورتكه به 2 : |M a b Q a   ايدآلشود تنها  تعريف مي 2

)هاي  يكالغيرهمگي  Mزيرا عضوهاي. است Aماكسيمال )Z ، 17-1-1 لملذا بنا به . هستند 2

)ي  حلقه )Z   .موضعي استي شبه يك حلقه 2

   .ي عمومي گويند لقهپذير با واحد يا بدون واحد را حي شركت يك حلقه.20-1- 1تعريف


