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١٣٩٢ بهمن



଒ ඼ෙय़باৣم و ୍ସ భما و ৮در و୎ه ଘ ସ୍م خاৗواده ଘ ৎقد৤م
ଢما ग़قد०شان وओود و ৶ࢤود৯د یاری راه اଌن భ ජ໑ا ଡ࡬وزاॼد

ا॥ت. ز৯دਛی భ ૼن دلࢂਗඟی

و یاد ଒ ख़ࡏ૮ن ସ୍م భاୀ ग़࠳ઍوم و پاک روح ଘ ৎقد৤م
భ ൕঙࣂ૙ه و رभࢌ ৅࡜واগد ඵැرون ذঘ࣒م از گاه ஑ خاජໍهاش

دارد. جا قൎ࣍م

آ



یا...١ ೯دا

نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه ای بی ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و

ͬ داری. م

تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که ͬ دانند م همه و ͬ دانͬ م تو

امید برق که توست رهایی امید از ͬ خندم، م دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها

ͬ کنم. م احساس ریه هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و ͬ درخشد م خسته ام چشمان در

پنهان افتاده، و ضعیف جمله های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب ͬ توانم نم

دریاب. دریاب، کرده ام

از من، نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که ͬ دانند م همه و ͬ دانͬ م تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانگیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بی پاداش، کار بی سلاح، جهاد بی همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

گستاخͬ بی نمود، خوبی بی ریا، ایمان بی نان، خدمت بی نام، عظمت بی عوام، مذهب بی دنیا، دین سͺوت، در

بداند، دوست بی آنکه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی هوس، عشق بی غرور، قناعت بی خامͬ،

کن. روزی

঒ࡣت ೯دا باز ॴوم، ඛ঺ھا ඛ঺ھا ଌୃن ඟ໋ا

ಶඍن ॥୓ت... ৯دا ૡঙه جا಻ඎিن او

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ

ب



... ণپاس ච໋اری

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

،ͬͽاسماعیلبی محسن دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی دریغ زحمات از ͬ دانم م خود وظیفه  آغاز در

ͬ رسید. نم انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده  راهنمایی های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

سازی آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره  و مطالعه زحمت که سایوند خسرو دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر ͬ زنم م بوسه پایان، در

که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به ایشان از ͬ کنم م تشͺر و را مقدس شان وجود ͬ کنم م

شامل لطفش همیشه که عزیزم بزرگ مادر از همچنین بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در

کنم. مͬ سپاسͽزاری است، کشیده من برای زیادی زحمات و بوده من حال

ج



مهدی نام: نسب سالاری دانشجو: خانوادگͬ نام
جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی حل در دامنه تجزیه بͺارگیری نامه: پایان عنوان

شعاعͬ) پایه توابع بر مبتنͬ محلͬ هم روش و متناهͬ تفاضلات روش از استفاده (با
ͬͽبی اسماعیل محسن راهنما: استاد

سایوند خسرو مشاور: استاد
عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

١٣٩٢ بهمن التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ گروه ‐ ملایر دانشͽاه
٨٨ صفحات: تعداد

شعاعͬ، پایه توابع جزیی، مشتقات با دیفرانسیل ها:معادلات واژه کلید
دامنه تجزیه روش متناهͬ، تفاضلات و محلͬ هم روش

چͺیده

و متناهͬ تفاضلات روش از استفاده با سپس و پرداخته شعاعͬ پایه توابع معرفͬ به ابتدا نامه پایان این در

در شود. مͬ پرداخته جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل به شعاعͬ پایه توابع بر مبتنͬ محلͬ هم روش

احتمال شعاعͬ، پایه توابع بر مبتنͬ محلͬ هم روش از استفاده با بزرگ های دامنه روی بر معادلات این حل

تحت روشͬ مشͺل، این بر غلبه برای رود. مͬ بالا حاصل خطͬ معادلات دستگاه ضرایب ماتریس بدوضعͬ

سپس و شود مͬ تقسیم دامنه زیر چندین به مسأله دامنه روش این در که شود مͬ ارایه دامنه تجزیه روش عنوان

ماتریس مرتبه شدن کوچͺتر باعث کار این آید. مͬ بدست ها دامنه زیر این از ͷهری روی بر مسأله جواب

نتایج ارایه و متنوع مثالهای ذکر با انتها در شود. مͬ ضرایب ماتریس وضعͬ بد کاهش آن دنبال به و ضرایب

گردد. مͬ بررسͬ شده معرفͬ ساختار قابلیت عددی

د
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۵٩ . . . . . . . . . . . دامنه تجزیه روش در [a, b] بازه در محلͬ هم نقاط چیدمان نحوه ٢ . ۴

(تصویر دامنه) زیر هر در هم محلͬ نقطه ۵٠) دامنه زیر دو با t = ۱ تا مطلق خطای تصویر ٣ . ۴

با چپ) سمت (تصویر هم محلͬ نقطه ١٠٠ با دامنه تجزیۀ از استفاده بدون و راست) سمت

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢ . ٣ . ۴ مثال در dt = ۰٫۰۰۱
(تصویر دامنه) زیر هر در هم محلͬ نقطه ٢٠) دامنه زیر چهار با t = ۱ تا مطلق خطای تصویر ۴ . ۴

dt = با چپ) سمت (تصویر هم محلͬ نقطه ٨٠ با دامنه تجزیۀ از استفاده بدون و راست) سمت

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢ . ٣ . ۴ مثال در ۰٫۰۰۰۱
(تصویر دامنه) زیر هر در هم محلͬ نقطه ٧۵) دامنه زیر چهار با t = ۱ تا مطلق خطای تصویر ۵ . ۴

با چپ) سمت (تصویر هم محلͬ نقطه ٣٠٠ با دامنه تجزیۀ از استفاده بدون و راست) سمت

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ . ٢ . ۴ مثال در dt = ۰٫۰۰۵
(تصویر دامنه) زیر هر در هم محلͬ نقطه ۵٠) دامنه زیر چهار با t = ۱ تا مطلق خطای تصویر ۶ . ۴

با چپ) سمت (تصویر هم محلͬ نقطه ٢٠٠ با دامنه تجزیۀ از استفاده بدون و راست) سمت

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ . ٢ . ۴ مثال در dt = ۰٫۰۰۱
(تصویر دامنه) زیر هر در هم محلͬ نقطه ٣٠) دامنه زیر چهار با t = ۱ تا مطلق خطای تصویر ٧ . ۴

با چپ) سمت (تصویر هم محلͬ نقطه ١٢٠ با دامنه تجزیۀ از استفاده بدون و راست) سمت

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۵ . ٢ . ۴ مثال در dt = ۰٫۰۰۱
(تصویر دامنه) زیر هر در هم محلͬ نقطه ٢٠) دامنه زیر شش با t = ۱ تا مطلق خطای تصویر ٨ . ۴

با چپ) سمت (تصویر هم محلͬ نقطه ١٢٠ با دامنه تجزیۀ از استفاده بدون و راست) سمت

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۵ . ٢ . ۴ مثال در dt = ۰٫۰۰۱

ز
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ح



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم



٢ مقدماتͬ مفاهیم .١

مقدمه ١ . ١

از بسیاری برای ͬ توان نم که آنجایی از و کرد توصیف ریاضͬ مدل های توسط توان مͬ را طبیعͬ پدیده های

معادلات به مدل ها این از زیادی تعداد ͬ گیریم. م بهره عددی روش های از یافت واقعͬ جواب مدل ها این

ͬ شوند. م منجر جزیی مشتقات با دیفرانسیل

دستیابی كه دارند پیچیدگͬ اندازه ای به آنها، حل دامنه یا جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات از بسیاری

موجود سنتͬ روش های است. نیاز مورد مناسب عددی روش یك و بوده دشوار آنها برای دقیق جواب به

حل دامنه شبͺه  بندی به وابسته عمدتاً معادلات این حل برای محدود٢) اجزاء و متناه١ͬ تفاضلات (نظیر

مناسب شبͺه یك تولید دشواری های به ͬ توان م شبͺه٣ به وابسته روش های مشͺلات جمله از ͬ باشند. م مسأله

كرد. اشاره مسائل برخͬ در بالا) محاسباتͬ (هزینه

به شبͺه به وابسته سنتͬ روش های برای جایͽزینͬ بدون شبͺه۴ روش های فوق الذكر، مشͺلات دلیل به

بͺار [١] مرجع در شده ارایه معیار بدون شبͺه، عنوان تحت روش یك تعریف منظور به ͬ آیند. م حساب

عهده به را مرزی مقدار مساله گسسته سازی كه اصلͬ معادلات گاه هر گوییم بدون شبͺه را روش یك ͬ رود. م

باشند). خوش رفتار شبͺه یك ارایه از (مستقل نباشند خوش رفتار شبͺه یك به وابسته دارند

بالا ابعاد در آن بͺارگیری شعاعͬ خاصیت به دلیل و بوده بدون شبͺه روش یك شعاع۵ͬ، پایه توابع روش

به علاوه است[٢]. دست یافتنͬ آنها از معینͬ انواع برای طیف۶ͬ دقت و است همراه کمتری دشواری های با

مبحث و چالش ها برخͬ وجود به هرحال است. استفاده قابل خوبی به نامنظم دامنه های روی بر روش  این

اساسͬ ابزارهای از ͬͺی شعاعͬ پایه توابع روش است. روش این گسترده بͺارگیری مانع همچنان پایداری،

عصبی، شبͺه های نقشه برداری، در آن كاربردهای از بعضͬ است. متغیره چند پراكنده داده های درونیابی برای

ͬ باشد. م جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی حل و ͬͺپزش برداری تصویر

شعاعͬ پایه ای توابع تاریخچه ١ . ٢

برای را روش این او شد. ارایه هاردی٧ رولند توسط ۱۹۷۱ سال در شعاعͬ پایه ای توابع متدولوژی و مفهوم

کرد[٣]. ارایه چند ربع٨ͬ شعاعͬ پایه ای توابع
١Finite Differences
٢Finite Elements
٣Mesh
۴Mesh Free
۵Radial Basis Functions
۶Spectral
٧Rolland Hardy
٨Multiquadric



٣ بالا ابعاد درونیابی در شعاعͬ پایه ای توابع از استفاده ضرورت .١ . ٣

هیچ داشت. کار و سر تنک و پراکنده داده های از متغیره دو درونیابی با خود، مطالعات در هاردی

منظور این برای متغیره) دو اسپلاین های و چندجمله ای ها فوریه، (نظیر موجود درونیابی روش های از ͷی

به علاوه بودند. برخوردار زیادی نوسانات از یا بودند هموار خیلͬ یا روش ها این زیرا نبودند، رضایت بخش

پایه توابع از مجموعه هر برای که ͬ گوید، م هار١ قضیه نبود. شده تضمین آنها درونیاب ماتریس بودن نامنفرد

به نظیر درونیاب ماتریس بالاتر یا دو ابعاد در که دارد وجود متمایز گره های از مجموعه ای گره، به وابسته غیر

است[۴]. منفرد آنها

که چرا کرد، مͬ کار به خوبی هم ͷی از بیش ابعاد با مسائل روی بر که بود آن هاردی روش کلیدی نکته

تک بعدی مفهوم ͷی واقع در و بوده محاسبه قابل به راحتͬ بعدی هر در که بود مطرح آن در فاصله مفهوم تنها

است.

مشهور ۳۲روش خود گزارش در او بخشید. شهرت را چند ربعͬ روش فرانک٢ ریچارد ،۱۹۸۲ سال در

که دریافت ریچارد .[۵] داد قرار مطالعه و بررسͬ مورد متنوع مثال های برخͬ روی بر را درونیابی معمول و

روش به نظیر درونیاب ماتریس مشروط غیر بودن نامنفرد ایده او همچنین است. روش بهترین چند ربعͬ روش

تنها ،[۶] کرد اثبات آنرا میچل٣ͬ کارلس که ، ۱۹۸۶ سال تا یعنͬ بعد سالها تا اما کرد، ارایه را چند ربعͬ

از خطͬ ترکیب ͷی درونیاب، تابع که است آن چند ربعͬ روش اصلͬ ویژگͬ ͷی بود. مطرح ایده ͷی به عنوان

بنابراین دارد. بستگͬ مرکزش از نقاط اقلیدسͬ فاصله به تنها آنها از کدام هر که است پایه تابع ͷی انتقال های

نظیر پایه توابع دیͽر به چند ربعͬ روش ͬ باشد. م مرکزش به نسبت شعاعͬ متقارن پایه، توابع این از کدام هر

گرفت. نام شعاعͬ پایه ای توابع روش عنوان به و شد داده تعمیم گاوس۵ͬ و [٧] ۴ͷباری صفحه اسپلاین های
کانزا۶ که بود زمانͬ آن و شد مطرح دیͽر یͷ بار شعاعͬ پایه ای توابع مفهوم و روش ، ۱۹۹۰ سال در

.[٩ ،٨] کرد ارایه شعاعͬ پایه ای توابع بر مبتنͬ جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای را روشͬ

و علوم مختلف عرصه های در گسترده به طور شعاعͬ پایه ای توابع بر مبتنͬ روش های حال به تا زمان آن از

شده اند. گرفته به کار مهندسͬ

بالا ابعاد درونیابی در شعاعͬ پایه ای توابع از استفاده ضرورت ١ . ٣

است. داده ها مدل بندی در کلͬ به طور و تقریب نظریه در اساسͬ مسأله ͷی پراکنده داده های کردن منطبق

ابتدا باشیم. داشته خوش وضع مسأله ͷی به منجر فرمول بندی ͷی که است آن مسأله این در ریاضͬ چالش
١Haar
٢Richard Franke
٣Charles Micchelli
۴Thin Plate Splines
۵Gaussian
۶Kansa



۴ مقدماتͬ مفاهیم .١

ͬ کنیم: م مطرح کلͬ نگاه ͷی در را مسأله

شده اند) ثبت آن در اندازه ها این که موقعیت هایی و اندازه  گیری ها از (مجموعه ای داده ها از مجموعه ͷی

حال در که را فرایندی درباره آمده بدست اطلاعات تا بدهد اجازه ما به که بیابیم قاعده ای ͬ خواهیم م داریم.

بخشیم. امتداد موقعیت ها سایر به بوده ایم، اندازه گیری ابزار بوسیله آن مطالعۀ

کرد[١٠]: اشاره ͬ توان م زیر موارد به مثال به عنوان

آمده اند. بدست معین زمانͬ دورۀ ͷی در که داریم اختیار در را اندازه  گیری ها از مجموعه ای یͷ بعدی: حالت

تولید جهت در و است شده گردآوری هواشناسͬ ایستگاه های و موقعیت از که داده هایی بعدی: دو حالت

ͬ شوند. م استفاده هواشناسͬ نقشه های

جامد. حجم های از مجموعه ای در شده توزیع دمای بررسͬ بعدی: سه حالت

ͬ شویم. م مواجه آن با یادگیری نظریۀ در و مصنوعͬ هوش آمار، اقتصاد، بهینه سازی، در بالاتر: ابعاد

ͬ خواهیم م بهتر عبارت به یا منطبق شود. شده ارایه داده های بر خوبی به که بیابیم Sf تابع ͷی ͬ خواهیم م

که بیابیم Sf ͷی ͬ خواهیم م یا پراکنده) داده های (درونیابی شود منطبق داده ها بر دقیقاً که بیابیم Sf ͷی

که زمانͬ موارد، اکثر در خطا). مربعات کمترین نظیر پراکنده داده های (تقریب شود منطبق داده ها بر تقریباً

است. درونیابی مفهوم بر ما تمرکز نداریم، کار و سر مختل شده داده های با

پراکنده) داده های (درونیابی مسأله:

از Sf (پیوسته) تابع ͷی شده اند، داده yj ∈ R و xj ∈ Rs با (xj , yj), j = ۱, . . . , N داده های مجموعه

که؛ گونه ای به کنید پیدا را خاص خانوادۀ ͷی

Sf (xj) = yj , j = ۱, . . . , N.

yj ∈ R و داده ها) (موقعیت اندازه گیری موقعیت های برگیرنده در χ = {xj , j = ۱, . . . , N} ⊂ Ω ⊂ Rs که

داده ها). (مقادیر ͬ باشند م موقعیت ها این به نظیر اندازه های حقیقت در ها

یعنͬ: شود، گرفته نظر در Bk پایه توابع از خطͬ ترکیب ͷی Sf اگر

Sf (x) =

N∑
k=۱

ckBk(x). (١ . ١)

ͬ شود. م منجر زیر صورت به خطͬ معادلات دستگاه ͷی حل به درونیابی مسألۀ آنگاه

AC = Y,

و ͬ شوند م داده Aj,k = Bk(xj), j, k = ۱, . . . , N صورت به A ماتریس درایه های که

.Y = [y۱, . . . , yN ]T و C = [c۱, . . . , cN ]T



۵ بالا ابعاد درونیابی در شعاعͬ پایه ای توابع از استفاده ضرورت .١ . ٣

باشد. نامنفرد A اگر تنها و اگر بود خواهد یͺتا جواب دارای دستگاه

درجۀ از چندجمله ای ͷی از استفاده با را متمایز داده جفت N ͬ توان م که ͬ دانیم م بعدی ͷی حالت در

نیست. برقرار همواره نتیجه این دیͽر بالاتر ابعاد برای امˁا کرد. درونیابی N −۱ حداکثر

( باشد داخلͬ نقطه ͷی حداقل (شامل Ω ⊂ Rs و s ≥ ۲ اگر ‐کورتیس٢). (میرهوبر١ .١ . ٣ . ١ قضیه

.[١٢ ،١١] ندارد وجود پیوسته توابع از هاری فضای هیچ آن گاه

شود. تعریف هار فضای تا است لازم قضیه بهتر درک منظور به

{B۱, . . . , BN} پایۀ ͷی دارای B ⊆ C(Ω) ͬ البعد متناه خطͬ تابعͬ فضای کنید فرض .١ . ٣ . ١ تعریف

، Ω در xN , . . . , x۲, x۱ متمایز نقاط از مجموعه هر برای اگر است Ω روی هار فضای ͷی B آنگاه باشد.

.Ajk = Bk(xj), j, k = ۱, . . . , N آن در که ، detA ̸= ۰

ͷی یͺتایی و وجود یعنͬ ͬ کند، م تضمین را A درونیاب ماتریس وارون پذیری هار، فضای ͷی وجود

ͬ کند. م فراهم B فضای از xN , . . . , x۱ مشخص داده های برای را (١ . ١) صورت به درونیاب

شده داده مقادیر برای بعدی N هار فضای ͷی N − ۱ درجۀ از متغیره ͷی جمله ای های چند .١ . ٣ . ٢ مثال

هستند. xN , . . . , x۱ در

خوش وضع پراکنده داده های متغیره چند درونیابی مسأله ͷی ͬ خواهیم م اگر ͬ کند، م بیان ١ . ٣ . ١ قضیۀ

به باید پایه انتخاب بلͺه کنیم، استفاده ثابت پایه توابع از مجموعه ͷی از همیشه ͬ توانیم نم باشیم، داشته

شعاعͬ پایه ای توابع ͬ شود، م داده نشان ادامه در که همان طور حقیقت در باشد. داشته بستگͬ داده ها موقعیت

مطمئن بالا ابعاد در پراکنده داده های درونیابی مسأله خوش وضعͬ از را شخص ثابت، پایه توابع با مقایسه در

ͬ سازند. م

شود، پرداخته بیشتر جزئیات با همراه شعاعͬ پایه ای توابع انواع معرفͬ به بعدی بخش در آنکه از پیش

ͬ شود: م تعریف شعاعͬ پایه ای تابع مفهوم

داشته وجود φ : [۰,∞)→ R متغیرۀ ͷی تابع هرگاه نامند شعاعͬ را ϕ : Rs → R تابع ͷی .١ . ٣ . ٣ تعریف

به طوری که باشد

ϕ(x) = φ(r),

اقلیدسͬ). نرم (معمولا˟ است Rs روی بر نرم ͷی ∥.∥ و r = ∥x∥ که
١Mairhuber
٢Curtis



۶ مقدماتͬ مفاهیم .١

آنگاه باشند، x۱, x۲ ∈ Rs اگر ϕ؛ شعاعͬ تابع ͷی برای که ͬ شود م نتیجه ١ . ٣ . ٣ تعریف از

∥x۱∥ = ∥x۲∥ =⇒ ϕ(x۱) = ϕ(x۲).

تعریف زیر صورت به φ : [۰,∞) → R تابع به وابسته شعاعͬ پایه ای توابع از {ϕi(x)}ni=۱ خانواده ͷی

ͬ شود: م

ϕi(x) = φ(∥x− xi∥), i = ۱, . . . , n,

s بعد از ها xi و x به علاوه ͬ باشند. م شعاعͬ پایه ای توابع مراکز ها xi و مسأله بعد s بوده، ϕ : Rs → R که

است. اقلیدسͬ نرم ،∥.∥ و بوده

پایه ای توابع و مشروط٢ مثبت معین توابع مثبت١، معین توابع مهم دسته سه به عمدتاً شعاعͬ پایه ای توابع

١ . ١ جدول در ͬ هایشان ویژگ برخͬ با آنها از نمونه هایی که ͬ شوند، م تقسیم بندی فشرده٣ محمل با شعاعͬ

محمل نوع لحاظ از و تکه ای۵ هموار توابع و بی نهایت هموار۴ توابع به همواری لحاظ از توابع این است. آمده

ͬ شوند، م دسته بندی فشرده٧ محمل و سراسری۶ محمل با توابع به

φ(r) ضابطه نام محمل نوع همواری نوع تابع نوع
e−(εr)۲ گاوسͬ سراسری هموار بی نهایت مثبت √معین
۱+ (εr)۲ چند ربعͬ سراسری هموار بی نهایت مشروط مثبت معین

۱√
۱+ (εr)۲

معکوس چند ربعͬ سراسری هموار بی نهایت مثبت معین

r۲ log r ͷباری صفحه اسپلاین سراسری تکه ای هموار مشروط مثبت معین
(۱− r)۴+(۴r +۱) وندلاند فشرده هموار بی نهایت مثبت معین

آنها. ͬ های ویژگ از برخͬ با همراه شعاعͬ پایه ای توابع از نمونه هایی :١ . ١ جدول

است. شͺل٨ پارامتر ε > ۰ و بوده شعاعͬ فاصله r = ∥x− xk∥ که

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به (·)+ ضمن در

(x)+ =

{
x, x ≥ ۰,
۰, x < ۰.

١ Positive Definite
٢Conditionally Positive Definite
٣Compact Support
۴Infinitely Smooth
۵Piecewise Smooth
۶Global
٧Compact
٨Shape Parameter



٧ اساسͬ قضایای برخͬ و شعاعͬ پایه ای توابع انواع معرفͬ .۴ . ١

اساسͬ قضایای برخͬ و شعاعͬ پایه ای توابع انواع معرفͬ ۴ . ١

دسته بندی ͬ ترین اصل ابتدا در ͬ شود. م دسته بندی متفاوت منظر سه از شعاعͬ پایه ای توابع بخش این  در

مثبت معین توابع و مثبت معین توابع با دسته بندی این در ͬ شود. م معرفͬ شعاعͬ پایه ای توابع مورد در موجود

بود. خواهیم مواجه مشروط

چنانچه و ندارند وجود متغیره چند موقعیت در هار فضاهای که ͬ دانیم م کورتیس ‐ میرهوبر قضیۀ از

ناچاریم هستیم، X = {x۱, . . . , xN} ⊆ Rd داده موقعیت های در fN , . . . , f۱ داده مقادیر درونیابی خواهان

باشیم. داشته مدنظر را نکته این که

صورت به توابع درونیابی و ϕ : Rd → R مناسب تابع ͷی انتخاب معضل، این بر غلبه برای ساده راه ͷی

است: زیر

sf,X(x) =

N∑
j=۱

αjϕ(x− xj), (١ . ٢)

ͬ آیند. م بدست زیر درونیابی شرایط ا˚عمال بوسیله αj ضرایب که

sf,X(xj) = f(xj), ۱ ≤ j ≤ N. (١ . ٣)

ترکیب هر و N تعداد هر برای یعنͬ داده ها مجموعه از نوع هر برای که کرد انتخاب گونه ای به بتوان را ϕ اگر

بود. خواهد مطلوب بسیار باشد، استفاده قابل X = {x۱, . . . , xN} از ممͺن

درونیابی شرایط از حاصل درونیابی مسألۀ برای sf,X(x) یͺتا جواب یافتن منظور به که است واضح

باشد: وارون پذیر زیر درونیاب ماتریس که است لازم (١ . ٣)

Aϕ,X = (ϕ(xj − xk))۱≤j,k≤N .

این بودن مثبت معین مثلا́ شود. لحاظ Aϕ,X بر بیشتری شرایط که بود خواهد مطلوب تر عددی منظر از

معین ماتریس ͷی هستند، مثبت ͬͽهم مثبت معین ماتریس ͷی ویژۀ مقادیر چون شود. خواسته ماتریس

هست. نیز نامنفرد مثبت،

ͬ نمایند. م تولید مثبت معین ماتریس های که ͬ کنیم م تمرکز پایه ای توابع معرفͬ به حال

هر ،N ∈ N هر برای اگر ͬ شود م نامیده مثبت معین نیمه ϕ : Rd → C پیوسته تابع ͷی .١ . ۴ . ١ تعریف

غیر زیر دو درجه صورت ،α ∈ CN هر و X = {x۱, . . . , xN} ⊆ Rd متمایز دو به دو مراکز از مجموعه 

باشد. منفͬ
N∑

j=۱

N∑
k=۱

αjαkϕ(xj − xk).



٨ مقدماتͬ مفاهیم .١

باشد. مثبت α ∈ CN − {۰} هر برای فوق دو درجه صورت اگر ͬ شود م نامیده مثبت معین ϕ تابع

نظر مورد کاربردهای همۀ در ولͬ شده اند. لحاظ مقدار مختلط توابع فوق تعریف در نظری دلایل به بنا

بود. خواهند نظر مد ͬ مقدار حقیق توابع  تنها رساله این در

مثبت معین نظیرش درونیاب ماتریس های اگر ͬ شود م نامیده مثبت معین تابع ͷی که است ذکر به لازم

آن به نظیر درونیاب ماتریس های گاه هر ͬ شود م نامیده مثبت معین نیمه تابع ͷی ترتیب همین به و باشند

به عبارت ها این تاریخͬ بدلایل شعاعͬ، پایه ای توابع نظریه با مرتبط متون در البته باشند. مثبت معین نیمه

معین را تابع ͷی نویسندگان از برخͬ نمونه عنوان به ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد نیز دیͽری صورت های

گاه هر گویند اکید مثبت معین را تابع و بوده مثبت معین نیمه نظیرش ماتریس های گاه هر ͬ گویند م مثبت

.[١٣] باشند مثبت معین نظیرش ماتریس های

هستند. زیر صورت به مثبت معین توابع اولیه خواص از برخͬ

.[١۴] ͬ گردند م محقق زیر ͬ های ویژگ آنگاه باشد. مثبت معین نیمه تابع ͷی ϕ کنید فرض .١ . ۴ . ١ قضیه
ϕ(۰)؛ ≥ ۰ .١

ϕ؛ ≡ ۰ اگر تنها و اگر ϕ(۰) = ۰ .٢
ϕ(−x)؛ = ϕ(x) ، x ∈ Rd هر برای .٣

|ϕ(x)|؛ ≤ ϕ(۰) ، x ∈ Rd هر برای یعنͬ است کراندار ϕ .۴
نیمه نیز ϕ =

∑n
j=۱ cjϕj آنگاه باشند ، ۱ ≤ j ≤ n ، cj ≥ ۰ و مثبت معین نیمه ϕn ، . . . ،ϕ۱ اگر .۵

نیز ϕ آنگاه باشد مثبت هم نظیرش cj و باشد مثبت معین ها ϕj از ͬͺی اگر به علاوه است. مثبت معین

است. مثبت معین

ͬ پردازیم. م مقدار حقیقͬ مثبت معین توابع معرفͬ به حال

زوج ϕ اگر تنها و اگر است مثبت معین ϕ آنگاه باشد. پیوسته ϕ : Rd → R کنید فرض [١۴] .٢ . ۴ . ١ قضیه

داشته xN , . . . , x۱ متمایز دو به دو عناصر همۀ برای و α ∈ RN − {۰} هر برای ، N ∈ N هر برای و بوده

باشیم:
N∑

j=۱

N∑
k=۱

αjαkϕ(xj − xk) > ۰.

که نیز، را بودن شعاعͬ خاصیت ادامه در اما نبود، استوار ϕ تابع بودن شعاعͬ بر شد گفته چه هر تاکنون

ͬ گیریم. م نظر در ͬ کند، م ͷکم ϕ از استفاده راحتͬ و ساختار سادگͬ به

متغیره چند تابع گاه هر گویند Rd روی مثبت معین را φ : [۰,∞)→ R متغیره ͷی تابع ͷی .٢ . ۴ . ١ تعریف

باشد. مثبت معین ، x ∈ Rd که ، ϕ(x) = φ(∥x∥۲) نظیرش



٩ اساسͬ قضایای برخͬ و شعاعͬ پایه ای توابع انواع معرفͬ .۴ . ١

استوار مثبت معین شعاعͬ توابع از استفاده بر که ͬ کنیم م تعریف را شعاعͬ پایه ای توابع اساسͬ روش حال

است:

در {x۱, . . . , xN} متمایز نقطۀ N از مجموعه ͷی . شعاعͬ) پایه ای توابع اساسͬ روش ) .٣ . ۴ . ١ تعریف

شعاعͬ پایه ای توابع حسب بر f تابع اساسͬ درونیاب شده اند. داده fN , . . . , f۱ آنها به نظیر داده مقادیر و Rd

ͬ شود. م داده زیر بصورت

S(x) =
N∑

j=۱
λjφ(∥x− xj∥),

است. شعاعͬ تابع ͷی φ که

دستگاه به که ͬ آیند، م بدست ، j = ۱, . . . , N ،S(xj) = fj درونیابی شرایط از λj بسط ضرایب

ͬ شود: م منجر زیر متقارن خطͬ معادلات

[A][λ] = [f ],

شده اند: داده زیر بصورت A درآیه های که

Ajk = φ(∥xj − xk∥).

کاملا́ توابع با آشنایی است) A ماتریس بودن نامنفرد کننده تضمین (که ۴ . ۴ . ١ قضیۀ بهتر درک برای

است. ضروری یͺنوا

زیر شرایط در اگر ͬ شود م گفته یͺنوا کاملا́ (۰,∞) روی φ تابع یͺنوا). کاملا́ توابع ) .۴ . ۴ . ١ تعریف

باشد: صادق

φ؛ ∈ C∞(۰,∞) .١

؛ (−۱)lφ(l)(r) ≥ ۰ ، l ∈ N۰ هر برای و r > ۰ هر برای .٢

. φ ∈ C[۰,∞) فوق، شرایط بر علاوه گاه هر ͬ شود م گفته یͺنوا کاملا́ [۰,∞) روی φ تابع

l = ۰,۱,۲, . . . برای که چرا است، یͺنوا کاملا́ [۰,∞) روی φ(r) = e−cr, c ≥ ۰ تابع .۵ . ۴ . ١ مثال

داریم:

(−۱)lφ(l)(r) = cle−cr ≥ ۰.

l = برای که چرا است. [۰,∞) روی یͺنوا کاملا́ نیز φ(r) =
۱

(۱+ r)β
, β ≥ ۰ تابع .۶ . ۴ . ١ مثال

داریم: ۰,۱,۲, . . .

(−۱)lφ(l)(r) = (−۱)۲lβ(β +۱) · · · (β + l −۱)(۱+ r)−β−l ≥ ۰.


