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U(x)− λ
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k(x, t)U(t)dt = g(x), a ≤ x ≤ b.
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∫ b

a

∫ b

a
| k(x, t) |� dxdt <∞.
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∫ x

a
k(x, t)U(t)dt = g(x),
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U(x)− λ

∫ x

a
k(x, t)U(t)dt = g(x),
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U(x, t)−
∫ �

−�

∫ �

−�
k(x, t, u, v)U(u, v)dudv = g(x, t), (x, t) ∈ [−�, �]× [−�, �],
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 ������ ��
 H� ; �	'�F 4 ��3 �
 ���
� @L�([−�, �])�
=.5,: ��!;��;;� �7�-: ��3 �
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U(x, t) =
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∫ x
� k�(x, t, y, z)H(y, z, U(y, z))dydz +
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� k�(x, t, y)G(y, t, U(y, t))dy

+
∫ t
� k�(x, t, z)F (x, z, U(x, z))dz +R(x, t), (x, t) ∈ [�, l]× [�, T ],
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 �-5�6� @eG]f �;���8� �� E��)��>;�� N
��
�� B5� ��"��;��8��� ����<� ��!;��;� �7�-: )� &��^�+� �
 N
�� �� U�8� �3 �)��>;�� $%0%� 2�� 
 �-,� ��;�5o?



���8� EF �K"L

4���C �
 ��
 \6
 E*+�;&�Z Q�;ai 4C 4�5
 )� ����;4���> 2�� �� �3 �!�,�Z� �5R;�_5�� E*+� U�8� 2��'

��3 �
 �3 ���;&���C ��D� �-: 1C �� E�
��;�� s�K�1� K�#���L(� ��� !" � ������ ������ h�,��� �
 @��D� ��

EeG]f ���;��1��> �!;4C ���� �� �
 ��B"�;#� )� &��^�+� �
 � ?% M 
3)� 5��



I �K"
� 0�� 1 !�&�

E��)��>;�� ����;4���> 2�� �� &�Z ����� U��A� �'
 t�� ��
 @)�5� ��%� ����o? � �5!�^� �"�� �
 �K" 2�� ��
-��(+  H��K<

������ �;������ ;���� �5R;������ ���%? �� #��.5� ���

U(x) = f(x)−
∫ b

a
k(x, y)U(y)dy,

��%i �
 ��

U(x) ≈ f(x)−
n∑
i=�

ωik(x, yi)U(yi)dy

E�-�	! h�8� 2�� �
 (�-�� ��!;4)� �!ωi � ��	'�; N )� �!yi U�8� 2�� �� E��);�� U�8�
Z+ [U "�!�"�����B��	U

*+� �) ��%i �
 n �;�7�� )� x �
 *,	� &�Z =��� ��;� �7�-: �� @cn(x) @��� $%� ����� ��	
�����

cn(x) = cos(nθ), cFEId

��5�1� [�, π] �;&)�
 θ 5M�� ��
 &���C @�Z�
 &�Z =��� [−�, �] �;&)�
 ��� x 5M�� R� Ex = cos(θ) �3;��%b;�

��%Z;�� ��Z%� �) ��%i �
 ��.R)�
 �/Z �
 =.5,: ��!;��;� �7�-: E�%Z;��

c�(x) = �,

c�(x) = x,

cn+�(x) = �xcn(x)− cn−�(x).
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�-�	! �) h�8� cn+�(x) ��!;�.��

xj = cos(
(�j + �)π
�(n+ �) ), j = �, �, ..., n.

�5!���? �) �;&�Z u�58� ��;� �7�-: �� �� �!;�.�� 2�� R�

cj(x) = δj cos(j arccos(x)), j = �, �, ..., n, x ∈ [−�, �], cIEId

*Z�� �5!�%1

C = [ci(x
(n)
j )]ni,j=� = [δi cos(

i(�j + �)π
�(n+ �) )]ni,j=�.

E*+� �+%-5	3 ���,� V���� 4��! @C V����
�Z�
 [−�, �] �;&)�
 �� xj ��;&R �;�A8� n + � �� &�Z ��1�+ @X�5���� ��;� �7�-: �� Tn(x) �5-3;�� q"

�
 *+� 
�
 Tn(x) �� �A1 E��B
 U�8� [−�, �] �� �� f(x) N
�� �3;��%b;�


f(x)− Tn(x) =
(x− x�)...(x− xn)

(n+ �)! f (n+�)(ξx).

V> E*1��> 4C �
 *��i �
 4�%�
 �3 *	5� 4�-: ���	
 2�� ��� ���� ���	
 �!xj � x �
 f (n+�)(ξx) ���8�
*5�3 g8" @2/�� �� �� ‖ f − Tn ‖∞ 2�1�+ �:%3 ��


max
−�≤x≤�

| (x− x�)...(x− xn) | cGEId

v,b E*+� �� 
�
 4C �� x �;�7�� 2��R�B
 U�0 � n + � �
�� )� cGEId ��;� �7�-: E��5R;�� Q��� ��
���8� ��%i 2�� �� �3 �5-3 X�6��� cn+�(x)/�n �� 4C �3 �%Z;�� ��5�;�� ��?� cGEId ��;� �7�-: @eFf �� ��;�5o?

�%Z;�� �i�� �) ���	��� �!;&R 2�� X�6��� �
 E�%
�!�%1 �/�n 
�
 4C ��5�;��

‖ f − Tn ‖∞≤ �
(n+ �)!�n ‖ f (n+�) ‖∞ .

4�Z w��3 x��
 @�
�5���� ��
 ��;&R h�8� 4�%-� �
 ��� $%� =.5,: ��!;��;� �7�-: ��!;�.�� )� &��^�+�
E�%Z;�� *��'-5
 D�� *9� ��+%5> N
�� �� ��
 U+�-� �,�8� 2�"�� � O��� �	'�(�1

���T0 "�!�"����B��	U
�-�	! �) �5	��^�� �;������ �� )� �i�� ��%�� ��!;X�%7 @����<� N
�%�

Pμ
λ (x) = (�− x�)y′′ − �xy′ + [λ(λ+ �)− μ�

�− x�
]y = �, | x |< �, λ > �, � � μ � λ,
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� �	��	
����� @μ = � ��)� �
 E�-�	! ����<� N
�� �
 h%
� �;�,�� � �7�� U5�� �
 μ � λ �858� ����� �3;��%b;�

eGPf �5!�;�� 4�.� �) ��%i �
 �� �!;��;� �7�-: 2�� ��.R)�
 �%�" E�-�C;�� *+�;�
 ������

L�(x) = �,

L�(x) = x,

Lm+�(x) =
�m+ �
m+ � xLm(x)− m

m+ �Lm−�(x), m = �, �,�, ..., −� � x � �.

�5-3;�� =��� ��%R;2�� �o" 2�� �� �� ,�A�� P�Q @X = L�(Ω) �5-3 q"

〈f, g〉 =
∫ T

�

∫ l

�
f(x, t)g(x, t)dxdt, ∀f, g ∈ X. cLEId

�%Z;�� =��� 25-: �o" 2�� �� B5� #�

‖ f ‖�= 〈f, f〉 �� = (

∫ T

�

∫ l

�
| f(x, t) |� dxdt) �� . cTEId

�-�	! �" !�" ���/� �
 −� ≤ x ≤ � �;&)�
 �� ����<� ��!;��;� �7�-: @�
0 25-: �
 �7%� �


∫ �

−�
Lm(x)Ln(x)dx =

⎧⎪⎨
⎪⎩

�
�n+ � , m = n,

�, ��%i;2��5Y��

E�-!�;�� �5/.� [−�, �] �;&)�
 ��
 K" 9 �	
( 1 �� �!;��;� �7�-: 2��
)� �-���,� Ω ��� &�Z =��� @���
�� �
�� (	� )��� ������ $%�+&

ψmn(x, t) = Lm(
�
l
x− �)Ln(

�
T
t− �), m, n = �, �, �, ..., −� � x � �,

E�-�	! [−�, �] �;&)�
 ��� �;&�Z =��� @n � m �;�7�� )� U5�� �
 @����<� ��!;��;� �7�-: Ln � Lm �3;��%b;�

�������� ���/� �
 ���
�� �;��"��;��8��� ����<� ��!;��;� �7�-:

∫ T

�

∫ l

�
ψij(x, t)ψmn(x, t)dxdt =

⎧⎪⎨
⎪⎩

lT

(�m+ �)(�n+ �) , i = m � j = n,

�, ��%i;2��5Y��
cOEId

"����< 8��
�-�	! �) �A1 &���+� �� ��
 �Z�� @���/� ���

Ax = b,
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�3 4�5
 �) �;&��+ �/Z �
 4�%�;�� �� ���/� ��!;��� E���;&�Z &��� ���
 � V���� U5�� �
 b � A �3 ��%b;�


xk+� =Mxk + c. c]EId

�,? #�R �
 xk+� �
 xk )� �yR ! �� R� E*+� ��/� V���� #�� �
 N × N �	���� M @c]EId �;������ ��
@,%+9�R ����C& 5�� @��	�� ���/� ��!;��� )� � i� ��� ��': E�-�%R  �#(� ����C& 5�� 4C �
 �5Z�,� ��	
��

EeI[f �-�	! SSTU ��� � STU ��� @��( /7H� ; ����C& 5��
�;&)���� �
 A V���� �^5b $��Z E�Z�
 A V���� �;&<�����8� �;��%�_� σ(A) �5-3 q" O=\=Q Z��)<

�5-3;�� =��� ��%R;2�� �� N ×N

ρ(A) = max
λ∈σ(A)

| λ | .

;
&�Z�8�� �	���� #� ! ��
 *858� �� E*+� �	���� #� )� �8�	� @V���� �� �^5b $��Z

ρ(A) ≤‖ A ‖ .

� �;� ?/����� c ∈ R
N D �& ��*� 
% VWXYZ ���C& X�[ % N × N \(�& " 2( M ���9 ]�� Q=\=Q � ]?

Xρ(M) < � �;�  J�&
^��> ��_6 8��

��!;&���+� �
 �!;4C ���,� � ��%'_� �_���� ay� �
 �A1 ������ ��!;&���+� �� ��� #�� H� ; ,�^@ 5��
V���� �� U �3;��%b;�
 �5-3;�� ���,� Ux = g )�� �! &���+� �
 �� 4C @Ax = b �� ��
 E*+� ��3 �;�,��
�� �!;4C )� ��%'_� @������ ��+ �
 4C N�7 � ������ �� �
 �
��o� 4��B"� �
 �%Q-� 2�� ��
 E*+� �D D� ��

���� �� ��� 2�� ��
 ��5 �� ����� E�%Z;�� �� ����� �
 �	> ���y���7 �-�C" �
 &���+� 2�� E�5-3;�� ay�

E*+� ��N�
X R� E*+� �%'_� n × n V���� �� X �3 *+� AX = I �;������ �� )��;�! A V���� 4���� 4�3 ��5>
@U�0 4�%-� �
 �!;4C �;��! �� A V���� �3 �5+�;�� &���+� n �� �
 @�5	�%-
 �!;4C ��!;4%�+ U	�
 �� I �

EeFf *Z�� �!�%1 �-�B! b ��'-� ���
 �� ��
 Ax = b �� 
�
 ��': A−� �;�,+�9� E*+� t�.�
`��a� ������> 8��

z�9� �
 ��� 2�� E*+� Ax = b 4��8�� � *,D� @25�� �A1 &���+� �� ��
 ��� �� :��-" 8 (���; 5��
E*+� ���/� ��� �� ��� �58�	� �Z�� @�Q�
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$% & 8��9 �����"  % *��	�� Ax = b K@ ' ��. ��[ % ,)�)@ 8� )�" ?�_" B�!" \(�& " 2( A �;� R=\=Q � ]?
X?/� φ(x) = �

�x
TAx− xT b D�� �	
��

X�(.	,"	?/�	
% x = A−�b P 6���  % 
9 ?/� − �
�b

TA−�b �%��% φ(x) �����" ���)" ��(� �� �F 
%
��%Z;�� �,+�9� �) ��.R)�
 ��%i �
 @x @X�%7 ���
 �
 xk �>�5> ��!;U�8� @���/� ��� 2�� ��

xk+� = xk + αkpk.

pk ���! ���
 *'7 �� φ(x) 4�3 ��5-5� ��
 αk ��/+� ���8� � ��%Z;�� &�5��� �� � ����% {pk} ��!���

R� ��� 4�.� 4�%�;�� E*+� &�Z X�6��� φα(xk + αpk) N
�� 4�3 ��5-5� ��
 αk ��� ���,� �
 E*+�

α = αk =
pTk (b−Axk)

pTkApk
= pTk rk/p

T
kApk,

�3

rk = b−Axk,

EeFLf *+� O(n�) 
�
 ��/�! ��)� �
 ��� 2�� �� ��5 �� ����� E���"��!�%1 l�^�� 2��
����
 "�.��< b�,

@V���� �� 2�� �C���9 ��+#� & P�Q	KE @ &���C @�Z�
 r × s V���� �� B � m × n V���� �� A R�
�%
�!�%1 �) ��%i �
 @mr × ns �;&)���� )� �3% 
 V���� �� @A⊗B

A⊗B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

a��B . . . a�nBEEE E E E EEE
am�B . . . amnB

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

eGFf )� �-���,� X0 2�� ��!;�R<�� �1

&���C @D ∈ R

s×t � C ∈ R
n×p @B ∈ R

r×s @A ∈ (R)m×n R�

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD (∈ R
mr×pt).

@B � A ��!;V���� #��� ��)� �


(A⊗B)T = AT ⊗BT .
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&���C @�-Z�
 �^-��� B � A ��!;V���� R�

(A⊗B)−� = A−� ⊗B−�.

�.���.�c����� 2.���
8 "�[ �+"�� E�%Z;�� �,+�9� A V���� u%/�� @Ax = B &���+� �� �-��� @��
��3 ���	� )� ���5	
 ��
��5�1� �� �3 A u%/�� ��3 �
 �� B 4%S�! ���� V���� u%/�� 4�%�;�� �3 �!�;�� 4�.� �� �
 8+#(�+"

EeFLf �3��5> �� �;�,�� �
 �	���� � *+�
' ��. �[ % ��L�" � \(�& " 2( A � ,( &7n ����% �� v � u �;� `V8+#(�+"78 "�[ �+"��Z W=\=Q � ]?

(A− uvT )−� = A−� + α(A−�uvTA−�),

' ��. vTA−�u �= � �;�

α =
�

(�− vTA−�u)
.

E*+� �� �;�,�� �
 �	���� @uvT X0 )� �i�� V����
E�3 &��^�+� ��%��� �+"�� #�� �
 �%�" 2�� �5��� )� 4�%�;�� @�-Z�
 V���� v � u R�

&���C �-Z�
 n× n V���� �� V � U R� {c�
��� �%�"d P=\=Q Z��)<

(A− UV T )−� = A−� +A−�U(I − V TA−�U)−�V TA−�,

; E�Z�
 �^-��� �	���� I − V TA−�U R�
��.	 �
 5��[< d��<��

\���� = �6� ��!;V��3" �
 �+%-5	3 N
�%� $%�_� ��%i �
 �� �!;&��� )� �!�-�� �;���,�� @,/+��#9 K(��&
��8�.� �
 �5	��^�� ������ ���� �� ��
 �^5b ��!;��� � ��%K� � ��%i ��!;���" �)�+;&�." E�!�;��

E*+� ���,� 2�� ��!�
��3 2���'� )� ��;&��>
�;&)���� �
 �y>;u%/�� ��
� V���� �� ����� �%b;�
 �� f : Rn → R

n �y>;4���� � �A1 N
�� �+%-5	3 ���,�
���,� 2�� ��3 �
 ���7 ��!;&��� E�-3;�� ���,� X�, ..., Xn ��!;&��� �
 �� x�, ..., xn �;&��� n V���� 2�� E*+� n

�-�C;�� *+�;�
 �) ��%i �


Xi =

n∑
j=�

δjxj cos(
(i− �)(�j − �)

�n π), i = �, ..., n,
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�3 ��%b;�


δj =

⎧⎪⎨
⎪⎩

√
�/n, j = �,

√
�/n, j = �, ..., n− �.

�%
�-!�%1 �) ��%i �
 �+%-5	3 ���,� V���� ��!;����� 2��
�-


cij = δi−� cos(
(i− �)(�j − �)

�n π), i, j = �, ..., n.

�
 �� V���� 2�� 4�%�;�� @n× n u%-5	3 ���,� V���� )� A+ 25��|i 4�%-� �
 eTi = (ci�, ..., cin) =��� �

*Z%� �) ��%i

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

· · · · · · · · ·
· · · cij · · ·
· · · · · · · · ·

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

eT�
· · ·
eTn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ = fT .

�-�� �-�	! �/� � ������ eTi ��!���


(ei, ej) = eTi ej = δij =

⎧⎪⎨
⎪⎩
�, i = j,

�, i �= j.

� &�%
 ������ V���� �� @f V���� �_5�� ��

f−� = fT .

^. 	7�� -�
�%Z;�� =��� �) ��%i �
 @A ∈ C

m×n V���� H+��%�� D��

‖ A ‖�F=
m∑
i=�

n∑
j=�

| ai,j |�= trace(A∗A)

E*+� A V���� }��B� �;&��'��� A∗ �3;��%b;�




G �K"
"�)7�� 1�!��� 2��*(� 34��)� "��/ 56
-�� �.

���K� O=R
! ��
 [−�, �] �;&)�
 �� #�� $%� ���
�� � !�" ������ ������ ���� �� ��
 �Z�� �;����� �
 �K" 2�� ��

��%i �
 @5M��

U(x, y)−
∫ �

−�

∫ �

−�
k(x, y, u, v)U(u, v)dudv = g(x, y), (x, y) ∈ [−�, �]× [−�, �], cFEGd

N
�� � U(x, y) �%'_� N
�� � ��%�! ��
�� [−�, �]� �;&)�
 �� k(x, y, u, v) �;��	! N
�� �3 ��;��%R �
 @��)��>;��
��!;��;� �7�-: ��3 �
 � &�3 �)�+;��		R �� cFEGd ������ �;������ E�-Z�
 L�([−�, �]�) �
 v ��� g(x, y) #% ��

E�5-3;�� 4�5
 ��	! N
�� ��
 �,�8� @&5M�� ��': N
�%� ��
 X�5����
&�%6�� �;&)�
 )� �) �A1 ���,� ��3 �
 4�%�;�� ��%i 2�� 5Y �� �3 ���;&�3 X�6��� [−�, �] �� �5R;������ �;&)�


�5+� [−�, �] �;&)�
 �
 [α, β]
⎧⎪⎨
⎪⎩

x′ = (�x− α− β)/(β − α),

y′ = (�y − α− β)/(β − α).

[−�, �] �;&)�
 �� 4C �
 (�-�� �;�A8� �
 @y �� x ��7 �
 [α, β] �;&)�
 )� &�%6�� ��;�A8� 4�����? �
 �3 ��%i; 2�� �

�� cFEGd �;������ @\& 97B&+�� �	'�F 4 �� u��R �-��� ~6.� �5R;������ �;&���? �� ��3 �
 ��� E�5+�;��

E�5-5,
 �� eFTf ��D� ��
 @�5-3;�� �)�+;��		R
���
;�� *��� ��
 ���
�


