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... یا دا ೯
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که
تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
برق که توست رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها
احساس ریه�هایم در را پاکسعادت هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید
و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم.

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده،
از من، نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، تلاشدر توفیق من به
بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در
بͬ�آنͺه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ

کن. روزی بداند، دوست

ت ࡣ ঒ دا ೯ ز ا ب ، م و ॴ ھا ඛ ঺ ن ଌୃ ھا ඛ ঺ ඟ ໋ ا
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ی... ر චا ໋ س پا ণ

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
صمیمانه قویدل دکتر خانم سرکار خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر
قرار راهنمایͬ مورد را بنده درایت و کفایت با که نیامرادی دکتر آقای جناب مشاورم استاد از همچنین

دارم. را تشͺر نهایت دادند
خدا، از بعد و ازجانم عزیزتر مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگار دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در
سردترین این در که را عزیزم های برادرزاده و خواهر،برادر،خواهرزاده مقدس وجود مͬ�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران،

طاهرنیا محسن
١٣٩٢ اسفند



ଘ م ৤ د ق ৎ

م د ی ੀ ७ ی ਪ ا د ک پا ن وا ر

٧



چͺیده

مͬ بدست را آن های ویژگͬ بعضͬ و کنیم مͬ معرفͬ را کسری حلال مفهوم ابتدا نامه پایان این در
تواند مͬ خطͬ عملͽر ͷی شرایطͬ چه تحت کند مͬ مشخص که کنیم مͬ بیان را ای قضیه آوریم.
را α مرتبه از همͽن کسری کوشͬ معادله ادامه در باشد. کراندار نمایͬ بطور کسری حلال ͷی مولد
ضریب عملͽر اگر تنها و اگر است وضع خوش معادله این دهیم مͬ نشان و دهیم مͬ قرار بررسͬ مورد
غیر معادله قوی های جواب یͺتایͬ و وجود بحث سپس باشد. α مرتبه از کسری حلال ͷی مولد آن
از کسری حلال ͷی مولد معادله این ضریب عملͽر که درصورتͬ و کنیم مͬ مطالعه را α مرتبه همͽن

کنیم. مͬ مشخص را معادله جواب دقیق بطور باشد، α مرتبه

کلیدی: کلمات

کوشͬ. مسئله وضع، خوش کسری، حلال ریمان-لیوویل، کسری مشتقات
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پیشͽفتار

صورتمعادلات به مهندسͬ فیزیͷو و بیولوژی عرصه در ها بررسͬ تحقیقاتو از بسیاری نتایج امروزه

متشابه غیر پخش بندی مدل برای ͷفیزی در کوشͬ مسائل شوند. مͬ بندی مدل کسری مشتقات با

صورت به مارکوین غیر نوع از پخش معادله تعمیم ͷی نیͽمتولین باشند. مͬ مفید بسیار

Dα
t u(x, t) = (∂۲u(x, t))/(∂x۲), ۰ ≤ α ≤ ۲, (١)

در و سهمیͽون معادله ͷی α = حالت۱ در بیضیͽون، معادله ͷی α = حالت۰ در که کند مͬ معرفͬ را

کسری جنبش معادله ͬͺزاسلاوس .[١٣] به شود رجوع باشد، مͬ هذلولیͽون معادله ͷی α = حالت۲

بصورت همیلتون نظمͬ بͬ برای را

(∂βg(x, t))/(∂tβ) = Lg(x, t) + p۰(x)t
−β/Γ(۱− β), (٢)

∂βg(x, t)

∂tβ
و p۰ ∈ C∞(R۱)،{T (t)}t≥۰ خطͬ گروه نیم ͷی مولد L ،۰ < α < ۱ آن در که کند مͬ معرفͬ

آن در که است Sβ ∼
g(x, s)وسͺمع لاپلاس تبدیل

∼
g(x, s) =

∫ ∞

۰
e−stg(x, t) dt,

از شده منظم کسری مشتقات با تحولͬ معادله ͷی کوچابͬ و ایدلمن .[١٨] به شود رجوع باشد، مͬ

پخش هایͬ معادله چنین .[۵] به شود رجوع اند، کرده بررسͬ را زمان متغیر به نسبت α ∈ (۰, ۱) نوع

و ͷکلاسی های جواب همͺارانش و میرسچارت کنند. مͬ توصیف را ناهمͽن های فراکتال روی

اند، داده گسترش را دریͺله کرانͬ شرایط با Rd دامنه در کسری کوشͬ مسائل برای تصادفͬ های قیاس

اند، کرده بررسͬ را α∈ (۰, ۱] نوع از کسری پخش های معادله بیͽین و ارسینͽر .[١٢] به شود رجوع

.[١۴] به شود رجوع

ایفا کسری مجرد کوشͬ مسئله نظریه در را مهمͬ نقش [٣] در شده تعریف جواب عملͽرهای مفهوم

کسری مجرد کوشͬ مسئله [٣] در باژلͺوا کند. مͬ Dα
t u(t) = Au(t), t ≥ ۰

u(۰) = x, uk(۰) = ۰, k = ۱, . . . ,m− ۱
(٣)

عملͽر مفهوم و داده قرار بررسͬ مورد را باشد مͬ کاپوتو کسری مشتق عملͽر Dα
t و m = ⌈α⌉ که

αنیز مرتبه حلال خانواده را جواب عملͽر منابع برخͬ در است. کرده معرفͬ را (٣) معادله برای جواب

مͬ معرفͬ را α-حلال عملͽر تابع مفهوم [۴] در لͬ و چن ببینید. را [١٠،١١] مثال عنوان به نامند، مͬ

عملͽر ͷی اگر تنها و اگر است α-حلال عملͽر تابع ͷی {Sα(t)t≥۰ خانواده که کنند مͬ ثابت و کنند

که دارند نیاز کسری مشتقات از تعاریفͬ به عملͬ مسائل باشد. کسری کوشͬ مسئله ͷی برای جواب

کاپوتو کسری مشتقات برای اولیه شرایط شود. استفاده عملͬ بطور اولیه شرایط تعابیر از دهند اجازه

پ



شاخه از هایͬ مثال در اما است. شده بیان صحیح مرتبه مشتقات اولیه شرایط بوسیله اصطلاحاتͬ در

برای آنرا بتوان که دارد وجود امͺان این که اند داده نشان [٧] در پودلوبنͬ و هیمنز ، ویسͺولاستیسیتͬ

ͬͺفیزی معنای به ها انتͽرال یا ریمان-لیوویل کسری مشتقات از اصطلاحاتͬ در شده بیان اولیه شرایط

ها گیری اندازه دادن اختصاص بوسیله شرایطͬ چنین برای را اولیه مقادیر توان مͬ همچنین داد. نسبت

. آورد بدست

است. شده تدوین [٨] به توجه با نامه پایان این مطالب

کنیم. مͬ بیان را باشند مͬ نیاز مورد بعدی های فصل در که قضایایͬ و مفاهیم اول فصل در

را آنها بین ارتباط آن دنبال به و کنیم مͬ معرفͬ را آن مولد و α نوع کسری حلال مفهوم دوم فصل در

شود. مͬ تولید خود مولد توسط منحصربفرد بطور α نوع کسری حلال دهیم مͬ نشان کنیم. مͬ بررسͬ

تواند مͬ خطͬ عملͽر ͷی شرایطͬ چه تحت کند مͬ مشخص که کنیم مͬ بیان را ای قضیه ادامه در

این از کاربردی مثال، ͷی ذکر با پایان در و باشد کراندار نمایͬ بطور کسری کسری حلال ͷی مولد

کنیم. مͬ بررسͬ را قضیه

جواب و ملایم جواب مفهوم آن برای و کرده معرفͬ را α مرتبه از همͽن کوشͬ معادله سوم فصل در

معادله این قوی جواب و ملایم جواب یͺتایͬ و وجود مورد در آن دنبال به کنیم. مͬ معرفͬ را قوی

آن ضریب عملͽر اگر تنها و اگر است وضع خوش معادله این دهیم مͬ نشان ادامه در کنیم. مͬ بحث

باشد. α مرتبه از کسری حلال ͷی مولد

جواب و ملایم جواب مفهوم آن برای و کرده معرفͬ را α مرتبه از ناهمͽن کوشͬ معادله چهارم فصل در

بحث معادله این قوی جواب و ملایم جواب یͺتایͬ و وجود مورد در سپس کنیم. مͬ معرفͬ را قوی

دقیق بطور باشد، α مرتبه از کسری حلال ͷی مولد معادله این ضریب عملͽر صورتیͺه در و کنیم مͬ

کنیم. مͬ مشخص را معادله جواب

ت



|. با را آن p = ۲ که حالتͬ در و مͬ�نامیم ͷنرم-ی را |.|۱,p قرارداد:

ث



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و مفاهیم



کنیم. مͬ بیان را شود مͬ استفاده ها آن از بعدی های فصل در که قضایایͬ و مفاهیم فصل این در �

است. نامنفͬ حقیقͬ اعداد نشانͽر R+ و حقیقͬ اعداد نشانͽر R نامه پایان این سراسر در

خطͬ عملͽرهای ١�١

خطͬ تبدیل ͷی را T : X → Y نͽاشت باشند. برداری فضاهای Y Xو فرضکنیم .١�١�تعریف١

،R به متعلق β و α هر و X به متعلق y و x هر ازای به هرگاه نامیم

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

نامیم. مͬ خطͬ ͷتابع ͷی را T خطͬ تبدیل باشد، Y = R اگر خاص حالت در

و حقیقͬ عدد هرگاه گوییم کراندار را T خطͬ تبدیل باشند. دار نرم فضاهای Y و X کنیم فرض حال

،x ∈ X هر برای بطوریͺه باشد موجود k مثبت

∥Tx∥Y ≤ k∥x∥X .

کراندار T : X → Y خطͬ تبدیل باشند. دار نرم فضاهای Y و X کنیم فرض .٢�١�١ ملاحظه

باشد. پیوسته اگر تنها و اگر است

کنیم: مͬ تعریف زیر بصورت را T نرم ،Y به X از T پیوسته خطͬ تبدیل برای

∥T∥ = sup
∥x∥≤۱

∥Tx∥Y = sup
∥x∥=۱

∥Tx∥Y . (١-١)

دید توان مͬ راحتͬ به دهیم. مͬ نشان L(X, Y ) با را Y Xبه از پیوسته خطͬ های تبدیل همه مجموعه

اعمال با L(X,Y ) )که
T۱ + T۲

)
(x) = T۱(x) + T۲(x),

)و
αT

)
(x) = αT (x),

دار نرم فضای ͷی به تبدیل (١-١) در شده تعریف نرم با همراه همچنین و است برداری فضای ͷی

بود. خواهد باناخ فضای ͷی نیز L(X, Y ) باشد باناخ فضای ͷی Y اگر بعلاوه شود. مͬ

٢



را A عملͽر حلال باشد. خطͬ عملͽر ͷی A : D(A) ⊂ X → X کنیم فرض .٣�١�١ تعریف

کنیم مͬ تعریف زیر بصورت

ρ(A) = {λ ∈ R : باشد λI)کراندار − A)−۱و λIدوسویͬ − A}.

دهیم مͬ قرار λ ∈ ρ(A) هر برای صورت این در

R(λ,A) = (λI − A)−۱,

نامیم. مͬ A عملͽر حلال را آن و

داریم صورت این در .A ∈ L(X,Y ) و باشند باناخ فضای دو Y و X کنیم فرض .۴�١�١ ملاحظه

ρ(A) = {λ ∈ R : باشد λIدوسویͬ − A}.

خطͬ عملͽر ͷی A : D(A) ⊂ X → X و باشد باناخ فضای ͷی X کنیم فرض .۵�١�١ ملاحظه

صورت این در باشد. بسته

ρ(A) = {λ ∈ R : باشد λIدوسویͬ − A}.

ͷی را λ ∈ R باشد. کراندار و خطͬ عملͽر ͷی A : D(A) ⊂ X → X فرضکنیم .۶�١�١ تعریف

A ویژه بردار ͷی را x ∈ X ناصفر عضو نباشد. ͷی به ͷی λI − A هرگاه، نامیم مͬ A ویژه مقدار

.
(
λI − A

)
(x) = ۰X هرگاه، گوییم

بوخنر انتͽرال ٢�١

باشد. باناخ فضای ͷی X کنیم فرض

هرگاه گوییم ساده را f : I → X تابع باشد. R در بازه ͷی I کنیم فرض .١�٢�١ تعریف

f(t) =
n∑
r=۱

xrχΩr(t),

و متناهͬ ͹لب اندازه با ͹لب پذیر اندازه های مجموعه Ωr ⊂ I ،xr ∈ X ،n ∈ N آن در که

χΩr(t) =

 ۱ t ∈ Ωr

۰ t /∈ Ωr.

٣



باشد موجود ساده توابع از gn دنباله هرگاه نامیم مͬ پذیر اندازه را f : I → X تابع .٢�٢�١ تعریف

باشیم داشته t ∈ I هر تقریبا برای بطوریͺه

f(t) = lim
n→∞

gn(t).

g انتͽرال باشد. g =
∑n

i=۱ xiχΩi
بصورت ساده تابع ͷی g : I → X کنیم فرض .٣�٢�١ تعریف

کنیم مͬ تعریف زیر بصورت را I ∫روی
I

g(t) dt =
n∑
i=۱

xim(Ωi),

باشد. مͬ Ω͹لب اندازه m(Ω) آن در که

توابع از gn دنباله هرگاه نامیم مͬ بوخنر پذیر انتͽرال را f : I → X پذیر اندازه تابع .۴�٢�١ تعریف

بطوریͺه باشد موجود ساده

lim
n→∞

∫
I

∥f(t)− gn(t)∥ dt = ۰.

کنیم مͬ تعریف زیر بصورت را I روی f بوخنر انتͽرال حالت این ∫در
I

f(t) dt = lim
n→∞

∫
I

gn(t) dt.

کنیم مͬ تعریف .p ≥ ۱ کنیم فرض .۵�٢�١ تعریف

Lp
(
(۰, T );X

)
= {G : (۰, T ) → X : باشد بوخنر پذیر Gاندازه و

(∫ ∞

۰
∥G∥pdt

)۱/p

< ∞}.

است. برداری فضای ͷی توابع اسͺالر ضرب و جمع با Lp
(
(۰, T );X

)
صورت این در

همراه به Lp
(
(۰, T );X

)
آنͽاه بͽیریم نظر در ͬͺی را مساویند هم با جا همه تقریبأ که توابعͬ اگر

∥G∥Lp =

(∫ ∞

۰
∥G∥pdt

)۱/p

,

دهد. مͬ تشͺیل کامل دار نرم برداری فضای ͷی

( [١] از ١.١.۴ قضیه ) .۶�٢�١ قضیه

باشد. ͹لب پذیر انتͽرال ∥f∥ و پذیر اندازه f اگر تنها و اگر است بوخنر پذیر انتͽرال f : I → X تابع

آنͽاه باشد بوخنر پذیر انتͽرال f اگر ∫∥∥∥بخصوص
I

f(t) dt
∥∥∥ ≤

∫
I

∥f(t)∥ dt.

۴



([١] از ١.١.٨ (قضیه تسلطͬ). (همͽرایͬ ٧�٢�١ قضیه

،t ∈ I هر تقریبا برای و باشد بوخنر پذیر انتͽرال fn : I → X ،n ∈ N هر برای کنیم فرض

lim
n→∞

fn(t) = f(t).

،t ∈ I هر تقریبا برای و n ∈ N هر برای بطوریͺه باشد موجود g : I → R پذیر انتͽرال تابع ͷی اگر

داریم و است بوخنر پذیر انتͽرال f آنͽاه ،∥fn(t)∥ ≤ g(t)∫
I

f(t) dt = lim
n→∞

∫
I

fn(t) dt.

∫بعلاوه
I

∥f(t)− fn(t)∥ dt → ۰, n → ∞.

([١] از ١.١.۶ (قضیه .٨�٢�١ قضیه

f : I → X و Y و X باناخ فضاهای بین کراندار و خطͬ عملͽر ͷی T : X → Y کنیم فرض

و است بوخنر پذیر انتͽرال Tf آنͽاه باشد. بوخنر پذیر انتͽرال

T

∫
I

f(t) dt =

∫
I

T
(
f(t)

)
dt.

([١] از ١.١.٧ (قضیه .٩�٢�١ قضیه

هر برای اگر باشد. بوخنر پذیر انتͽرال f : I → X و X روی بسته و خطͬ عملͽر ͷی A کنیم فرض

و
∫
I
f(t) dt ∈ D(A) آنͽاه باشد، بوخنر پذیر انتͽرال Af : I → X و f(t) ∈ D(A) ،t ∈ I

A

∫
I

f(t) dt =

∫
I

Af(t) dt.

([١] از ٢.٢.١ (قضیه .١٠�٢�١ قضیه

آنͽاه .F (t) =
∫ t

a
f(s)ds ،t ∈ [a, b] هر برای و باشد بوخنر پذیر انتͽرال f : [a, b] → X کنیم فرض

،F ′ = f و است پذیر مشتق t ∈ [a, b] هر تقریبأ برای F .١

،t ∈ [a, b] هر تقریبأ برای .٢

lim
h→۰

۱
h

∫ t+h

t

∥∥f(s)− f(t)
∥∥ ds = ۰

است. مطلق پیوسته F .٣

۵



([١] از ١.١.٩ (قضیه .١١�٢�١ قضیه

بطوریͺه باشد پذیر انداره تابع ͷی f : I → X و R۲ در مستطیل ͷی I = I۱ × I۲ ∫اگر
I۱

∫
I۲

∥f(s, t)∥ dt ds < ∞,

موجودند
∫
I۲

∫
I۱
f(s, t) ds dt و

∫
I۱

∫
I۲
f(s, t) dt ds های انتͽرال و است بوخنر پذیر انتͽرال f آنͽاه

∫و
I۲

∫
I۱

f(s, t) ds dt =

∫
I۱

∫
I۲

f(s, t) dt ds =

∫
I

f(s, t) dsdt.

پیچش(کانولوشن) ٣�١

پیچش عملͽر باشند. پذیر اندازه توابعͬ f : R+ → X و k : R+ → C کنیم فرض .١�٣�١ تعریف

کنیم مͬ تعریف زیر بصورت و داده نمایش ∗ نماد با )را
k ∗ f

)
(t) =

∫ t

۰
k(t− s)f(s) ds, t ≥ ۰.

([١] از ١.٣.١ (قضیه .٢�٣�١ ملاحظه

.k ∗ f = f ∗ k یعنͬ است، جابجایͬ پیچش عملͽر

صورت این در .f ∈ L۱(R+;X) و k, h ∈ L۱(R+) کنیم فرض .٣�٣�١ قضیه

.k ∗ f ∈ L۱(R+;X) و دارد وجود t ≥ ۰ هر تقریبا برای (k ∗ f)(t) .١

.h ∗ (k ∗ f) = (h ∗ k) ∗ f .٢

([١] از ١.٣.۴ (قضیه .۴�٣�١ قضیه

پیوسته R+ روی T (·)x ،x ∈ X هر برای اگر .T : R+ → L(X;Y ) و f ∈ L۱(R+;X) کنیم فرض

است. پیوسته و موجود T ∗ f : R+ → Y آنͽاه باشد،

([١٧] از ۵ (قضیه .۵�٣�١ قضیه

.g = ۰ یا f = ۰ آنͽاه .f ∗ g = ۰ بطوریͺه باشند پیوسته تابع دو f, g : R+ → C کنیم فرض

۶



گاما تابع ۴�١

ضابطه با Γ : (۰,∞) −→ R تابع .١�۴�١ تعریف

Γ(α) =

∫ ∞

۰
tα−۱e−t dt,

نامیم. مͬ گاما تابع را

([١۶] از ١٨.٨ (قضیه .٢�۴�١ قضیه

.Γ(n+ ۱) = n! ،n طبیعͬ عدد هر برای بخصوص .Γ(α+ ۱) = αΓ(α) داریم α ∈ (۰,∞) هر برای

([١۶] از ٢٠.٨ (قضیه .٣�۴�١ قضیه

،α, β > ۰ هر ∫برای ۱

۰
tα−۱(۱− t)β−۱ dt =

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

کنیم مͬ تعریف

B(α, β) =

∫ ۱

۰
tα−۱(۱− t)β−۱ dt,

نامیم. مͬ بتا تابع را آن و

میتاگ�لفلر تابع ۵�١

تابع .z ∈ C و α, β > ۰ کنیم فرض .١�۵�١ تعریف

Eα,β(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + β)
,

،β = ۱ و α = ۱ اگر خاص حالت در نامیم. مͬ میتاگ-لفلر تابع را

E۱,۱(z) =
∞∑
k=۰

zk

k!
= ez.

کنیم. مͬ اشاره فوق تابع خواص برخͬ به زیر ملاحظه در

صورت این در .β > ۰ و ۰ < α < ۲ کنیم فرض .٢�۵�١ ملاحظه

.١∫ ∞

۰
e−λttβ−۱Eα,β(ωt

α) dt =
λα−β

λα − ω
, Reλ > |ω|۱/α.

٧


