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پیشگفتار

می�توان تقریبا و می�باشد جالبی بسیار هندسی مفاهیم داراي انتگرال و مشتق می�دانیم، که همانطور
مهندسان و فیزیک�دانان ریاضیدان�ها، دست در قوي ابزار عنوان به که هستند مفاهیمی جزء که گفت
اصلی�ترین جزء همواره می�شود مطرح مفهوم یک ارائه از بعد معمولا که مفاهیم تعمیم بحث است. بوده
آیا که پرسید لایبنیتز از نامه�اي طی هوپیتال ۱۶۹۵ سال که آنجا تا است. بوده دانشمندان کار محور
ترتیب بدین داد. تعمیم حقیقی یا و گویا اعداد مرتبه با مشتقات به را صحیح مراتب با مشتقات می�توان
گویا مرتبه�هاي براي ابتدا در کسري مرتبه مشتق .[37] شد زده کسري حسابان مفهوم از جرقه اولین
اولین تاریخی لحاظ به یافت. توسعه نیز مختلط مرتبه�هایی براي مفهوم این سپس شد، تعریف گنگ و
شده ارایه زمان کوتاهترین مساله مطالعه براي ۱۸۲۳ سال آبل توسط احتمالا کسري حسابان کاربرد

است[49].
روي بیشتر که گردید برگزار ۱۹۸۹ و سال�هاي۱۹۸۴،۱۹۷۴ زمینه این در المللی بین کنفرانس�هاي اولین
۲۰۰۶ فرانسه، در ۲۰۰۴ شیکاگو، در ۲۰۰۳ سال�هاي در بعدها بود، متمرکز کسري مشتقات ریاضی مفاهیم
گردهمایی�هایی فرانسه در مجددا ۲۰۱۳ سال و چین در ۲۰۱۲ اسپانیا، در ۲۰۱۰ ترکیه، ۲۰۰۸ پرتقال، در
هاي سیستم درباره علمی کنفرانس اولین اما گردید. برگزار آن کاربردهاي و کسري حسابان عنوان با
کنفرانس پنجمین نیز آگوست۲۰۱۱ در شد. تشکیل چین در ۲۰۱۰ سال کسري مرتبه کنترل و دینامیکی
معادلات تحلیلی هاي روش کنفرانس ششمین ۲۰۱۱ سپتامبر شد. برگزار واشینگتن در FDTAعلمی
در بوده کسري حسابان زمینه در برجسته محققین از که کیلباس آناتولی خاطر و یاد به دیفرانسیل
کاربرد�هاي و کسري حسابان موضوع با کنفرانسی ۲۰۱۲ سال در گردید. برگزار بلاروس مینسک شهر
مورد در دیگري کنفرانس ۲۰۱۳ سال در سپس گردید، برگزار پذیر انعطاف کنترلی سیستم�هاي در آن
شاهد علم جهان سال همان در بعد چندي گردید. برگزار مکاترونیک در کسري حسابان کاربرد�هاي
سال در نهایتا و بوده تکنولوژي مهندسی در کسري حسابان کاربرد عنوان با دیگري کنفرانس برگزاري
فهرست یک گردید. برگزار کنترلی سیستم�هاي در آن کاربرد و کسري حسابان عنوان با کنفرانس ۲۰۱۴

مفید اطلاعات همراه به شده�اند تشکیل گذشته سال 37 در زمینه این در که هایی کنفرانس از کامل
یافت. می�توان [42] مرجع در را دیگر

د



موفق بسیار کلاسیک دیفرانسیل معادلات عددي حل براي وزنی مانده�هاي روش اخیر سال چند در
معادلات حل براي وزنی مانده روش�هاي از خاصی حالت بعنوان طیفی روش�هاي که طوري به کرده عمل
صورت به را مساله تقریبی جواب روش�ها این�گونه در است. گرفته قرار استفاده مورد جزئی دیفرانسیل
جایگذاري با و می�گیریم نظر در می�شوند نامیده کوششی توابع که خطی مستقل توابعی از خطی ترکیب
به خطی مستقل توابعی کمک با می�نماییم سعی که می�شود ایجاد مانده�اي مساله، در تقریبی جواب این
خطی مستقل توابع ترین عمده کنیم. مینیمم وزن�دار داخلی یکضرب تحت را مانده این آزمون توابع نام
یا و ژاکوبی،لاگور مانند کلاسیک متعامد جمله�اي�هاي چند می�گیرد قرار استفاده مورد روش�ها این در که
که هستند دوم مرتبه دیفرانسیل معادله یک جواب�هاي واقع در جمله�اي�ها چند این می�باشند. هرمیت
این فکر به محققان علوم در کسري حسابان کاربرد�هاي گسترش با گوئیم. اشتروم-لیوویل مسایل آنها به
پایه�هایی بتوانند تا دهند تعمیم آن کسري مرتبه صورت به را اشتروم-لیوویل مساله خود که افتادند ایده

کنند. عمل بهتر کسري مسایل تقریب براي که آورند بدست را
است: شده تنظیم زیر بصورت پایان�نامه این

و مشتق مفاهیم با نزدیکی ارتباط که خاص توابع برخی معرفی به نامه پایان این اول فصل �
مرتبه انتگرال�هاي و مشتق تعاریف بیان است. یافته اختصاص دارند کسري مراتب انتگرال�هاي
مهم خواص از برخی ادامه در بود. خواهد نظر مد گرونوالد-لتنیکف و ریمان-لیوویل،کاپوتو کسري
تعاریف این از یک هر بین ارتباط و آنها فوریه و لاپلاس تبدیل عملگري، فرم جمله از تعاریف، این
مورد کسري حسابان از فیزیکی کاربرد یک فصل این انتهاي در نهایتا می�شود. واقع بحث مورد

می�گردد. بررسی کسري مرتبه مشتق فیزیکی تعبیر همچنین می�گیردو قرار بررسی

مسایل می�شود. آغاز تقریب نظریه به مربوط مقدماتی قضایاي و تعاریف بر مروري با دوم فصل �
پایان در که را، ژاکوبی پایه�هاي سپس و بیان می�آید بدست آن از که پایه�هایی و اشتروم-لیوویل
انتگرال بیان به ادامه در همچنین می�کنیم. مطالعه دقیق�تر می�کنیم، استفاده آن ویژگی�هاي از نامه

می�کنیم. معرفی را طیفی روش�هاي نهایتا و می�پردازیم گوس-کوادراتور گیري

از قسمتی که عرب خسرویان آقاي صمیمانه همکاري و مشورت با نامه پایان این سوم فصل �
ه



در امروز به تا که مطالعاتی معرفی با را است، یافته نگارش می�باشد ایشان دکتري رساله موضوع
پایه�هایی ادامه در همچنین می�کنیم. آغاز است شده کسري مرتبه اشتروم-لیوویل مساله با رابطه
استفاده با را فصل این می�کنیم. بیان را آنها ویژگی�هاي و معرفی را می�آید بدست مسایل این از که

می�رسانیم. پایان به طیفی روش�هاي اساس بر کسري مرتبه مسایل حل براي ها پایه این از

ز



1 فصل

کسري مرتبه انتگرال و دیفرانسیل حساب

مقدمه 1-1
لایبنیتز از هوپیتال سوال با ۱۶۹۵ سپتامبر سی�ام در کسري حسابان شد اشاره پیشگفتار در که همانطور
عبارت�هایی اخیر دهه چند تا شاید .[49, شد[56 متولد نیم مرتبه تعریفمشتق چگونگی و مفهوم مورد در
به اما بود، ریاضیات قلمرو در تئوري و صوري مفاهیم جزء بیشتر کسري مرتبه انتگرال یا مشتق شامل
عادي غیر انتشار یا پخش که آنهایی ویژه به سیستم�ها، از برخی که شدند متوجه فیزیک�دانان سرعت
توجیحی خود این و می�باشند[45]. توصیف قابل کسري حسابان توسط خوبی به می�کنند، ارائه را کندي
برق، مکانیک، نظیر حوزه�ها اغلب در امروزه بطوریکه می�باشد، مفاهیم این روزافزون توسعه براي مناسب
از ریاضی ابزارهاي وسیله به را سیگنال پردازش و کنترل نظریه ویژه به و اقتصاد بیولوژي، شیمی،
کرده�اند. بندي مدل موفقیت�آمیزي طور به است کسري مرتبه انتگرال و مشتق همان که کسري حسابان
است. شده ارائه [14, 16, 33, 43, 45, 51, 49, 57] مراجع در زمینه این در اي برجسته مثال�هاي
هستند اطلاع بی موضوع این به نسبت پژوهشگران از برخی هنوز کاربردها پراکندگی بدلیل وجود این با

می�نگرند. آن به تردید با اندکی یا و
گسترش نیز شده تولید مسایل حل براي عددي روش�هاي علوم، در مفاهیم این کاربردهاي بروز با متناسب
در که است هایی روش از یکی گرونوالد-لتنیکوف تقریب اساس بر متناهی تفاضلات روش بطوریکه یافت
افراد مرهون آن گسترش و است شده گرفته کار به بسیار کسري مرتبه دیفرانسیل معادلات عددي حل

. [51] است زیادي

1



2 کسري مرتبه انتگرال و دیفرانسیل حساب .1 فصل

مرتبه دیفرانسل معادلات حل براي تغییراتی با کلاسیک، دیفرانسیل معادلات عددي حل روش�هاي برخی
ویا [40] در رونگه-کوتا روش [21] در گر پیشگو-اصلاح ایده مثال طور به می�شوند، گرفته کار به کسري
براي شده مطرح دیگر متنوع روش�هاي مشاهده براي جمله�اند. آن از [22, در[41 گامی چند روش�هاي

کنید. مراجعه [18, 19, 29] به می�توانید کسري مرتبه حسابان به مربوط مسایل حل
است. شده استفاده [20, 51] مراجع از عمدتاً فصل این مطالب ادامه در

کسري حسابان در خاص توابع برخی 1-1-1
ارایه در کلیدي نقش که برد نام رایت تابع و لفلر میتاگ تابع بتا، گاما، تابع از می�توان توابع این جمله از

دارند. دلخواه مرتبه از انتگرال و مشتق تعاریف

گاما تابع 1-1-1-1

تعمیمی که می�باشد کسري حسابان مقوله در توابع ترین کاربرد پر از یکی دوم نوع 1 اویلر تابع یا گاما تابع
می�پردازیم. تابع این تعریف ارائه به ادامه در می�دهد. بدست را فاکتوریل تابع از

زیر صورت به می�دهیم، نمایش Γ(z) بانماد را دوم نوع اویلر یا گاما تابع z ∈ C هر براي .1.1-1 تعریف
می�کنیم: تعریف

Γ(z) =

∫ ∞

۰

e−ttz−۱dt, (1-1)

همگراست. ℜ(z) > ۰ که مختلطی اعداد کلیه براي فوق انتگرال

رسید: زیر بازگشتی فرمول به می�توان جزء به جزء گیري انتگرال روش از استفاده با
Γ(z + ۱) = zΓ(z),ℜ(z) > ۰ (2-1)

کرد: تعریف زیر شرح به ℜ(z) ≤ ۰ براي را اویلر تابع می�توان رابطه این از استفاده با ترتیب همین به
Γ(z) =

Γ(z + n)

(z)n
,
(
Re(z) > −n, n ∈ N۰, z /∈ Z−

۰ = {۰,−۱,−۲, . . . }
)

(3-1)

تعریف زیر صورت به n ∈ N ∪ {۰} و z ∈ C براي که می�باشد 2 هامر پاچ نماد همان (z)n آن در که
1Euler
2Pochlammer Symbol



3 کسري مرتبه انتگرال و دیفرانسیل حساب .1 فصل

می�شود:
(z)۰ = ۱, (z)n = z(z + ۱)(z + ۲) . . . (z + n− ۱), n ∈ N۰, (4-1)

صفحه کل در تحلیلی تابع یک Γ(z) تابع آنکه اول می�باشد مطلب دو مبین (۳ − ۱) رابطه به توجه با
Γ(z) ساده قطب�هاي نقاط، این تمامی آنکه دوم می�باشدو z = ۰,−۱,−۲, . . . نقاط در مگر مختلط

می�باشند.

بتا تابع 2-1-1-1

تعریف زیر صورت به را اول نوع اویلر انتگرال صورت این در w, z ∈ C می�کنیم فرض .2.1-1 تعریف
می�کنیم:

β(z, w) =

∫ ۱

۰

xz−۱(۱ − x)w−۱dx, (5-1)

همگراست. فوق انتگرال آنگاه ℜ(w) > ۰ و ℜ(z) > ۰ چنانچه که داد نشان می�توان

میتاگ�لفلر تابع 3-1-1-1

نمایی تابع نقش مشابه دقیقا می�کند ایفا کسري مرتبه دیفرانسیل معادلات نظریه در تابع این که نقشی
شد. معرفی 1 لفلر میتاگ توسط بار اولین تابع این می�باشد. معمولی دیفرانسیل معادلات نظریه در ex

زمینه این در گسترده�تري مطالعه گردید. مطرح 2 آگاروال توسط بار اولین تابع این که است ذکر شایان
گرفت. صورت ویمان توسط

کنیم: می تعریف زیر بصورت را پارامتري یک لفلر میتاگ تابع .3.1-1 تعریف
Eα(z) =

∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + ۱)
, (6-1)

و گورنفلو،لوخکو سدلتسکی، و ویمان توسط زمینه این در دیگري مطالعات می�باشد. α > ۰ آن در که
است. گرفته انجام 3 پودلوبنی و راگزین

تعریف زیر صورت به را پارامتري دو لفلر میتاگ تابع صورت این در α, β > ۰ فرض .4.1-1 تعریف
1Mittag Leffler
2R. P. Agarwal
3I. Podlobny



4 کسري مرتبه انتگرال و دیفرانسیل حساب .1 فصل

می�کنیم:
Eα,β(z) =

∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + β)
, (7-1)

می�شود: نتیجه آسانی به فوق تعریف از زیر روابط

۱)E۱,۱(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(k + ۱)
= ez, (8-1)

۲)E۱,۲(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(k + ۲)
=
ez − ۱

z
, (9-1)

۳)E۱,۳(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(k + ۳)
=
ez − ۱ − z

z۲
, (10-1)

۴)E۱,m(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(k +m)
=

۱

zm−۱

[
ez −

m−۲∑
k=۰

zk

k!

]
, (m ∈ N), (11-1)

۵)E۲,۱(z
۲) =

∞∑
k=۰

z۲k

Γ(۲k + ۱)
= cosh(z), (12-1)

۶)E۲,۲(z
۲) =

∞∑
k=۰

z۲k

Γ(۲k + ۲)
=

۱

z
sinh(z), (13-1)

حل در که گردید ارائه لوخکو و حدید توسط نیز پارامتري چند لفلر میتاگ تابع یافته تعمیم فرم
: است زیر صورت به تابع این کلی فرم می�شود. ظاهر کسري مرتبه دیفرانسیل معادلات

Eα۱,α۲,...,αm,β(z۱, z۲, . . . ,m ) =
∞∑
k=۰

∑
l۱,l۲,...,lm=k

(k; l۱, l۲, . . . , lm)
∏m

i=۱(zi)
li

Γ(β +
∑m

i=۱ αili
), (14-1)

آن در که
(k; l۱, l۲, . . . , lm) =

(
k

l۱, l۲, . . . , lm

)
=

k!

l۱!l۲! . . . lm!
(15-1)

می�باشند. جمله�اي چند ضرایب

رایت تابع 4-1-1-1

اختصاص رایت تابع اختصار به یا 1 فاکس رایت تابع مهم خواص از برخی و تعریف ارائه به بخش این
دیفرانسیل معادلات نظریه در پرکاربرد و مهم توابع از یکی لفلر میتاگ تابع همانند تابع این است. یافته

1Wright-Fox



5 کسري مرتبه انتگرال و دیفرانسیل حساب .1 فصل

دیفرانسیل معادلات دست این از برخی جواب ارایه در کلیدي و مهم نقش و می�آید شمار به کسري مرتبه
اشاره کسري مرتبه موج انتشار دیفرانسیل معادله به می�توان معادلات این مهمترین جمله از که داراست

کرد.
گردید. معرفی رایت توسط بار اولین براي دارد پارامتري دو لفلر میتاگ تابع با نزدیکی رابطه که تابع این
توسط تابع این کاربردي و مهم خواص از برخی پرداخت. بینهایت در تابع این حدي رفتار مطالعه به رایت

گرفت. قرار بررسی مورد آگاروال و هامبرت نظیر دانشمندانی

Wنمایشمی�دهیم (z;α, β) نماد با معمولا که رایت تابع صورت این در α, β ∈ Cفرض تعریف5.1-1.
می�کنیم: تعریف زیر صورت به

W (z;α, β) =
∞∑
k=۰

zk

k!Γ(αk + β)
, (16-1)

و همگراست مطلقا مذکور سري نتیجه در α > −۱ اگر که داد نشان می�توان صورت این در که
همگراست. مطلقا |z| = ۱,ℜ(β) > −۱ براي و |z| < ۱ براي مذکور سري α = −۱ که صورتی در
تابع که کرد ثابت میناردي اخیرا البته می�باشد، تام تابعی α > ۱ براي رایت تابع که داد نشان می�توان

است. تام نیز −۱ < α < ۰ براي اخیر

کسري مراتب انتگرال و مشتق خواص و تعاریف 2-1-1
مفهوم ارائه براي می�باشد. کسري مراتب مشتقات و انتگرال خواص برخی و تعاریف شامل بخش این
f(x)مفروض تابع براي صحیح مراتب انتگرال و مشتق تعاریف ارائه به ابتدا کسري، مراتب انتگرال و مشتق
تابع کنید فرض می�دهیم. تعمیم کسري مراتب انتگرال و مشتق براي را ایده این سپس و می�پردازیم
به f(x) تابع nام مرتبه کشی انتگرال می�دانیم که همانطور اینصورت در باشد پذیر انتگرال nبار ،f(x)

می�شود: تعریف زیر ∫صورت x

۰

∫ t۱

۰

. . .

∫ tn−۱

۰

f(t)dtdtn−۱ . . . dt۱, (17-1)

داد: نشان می�توان استقرا ∫با x

۰

∫ t۱

۰

. . .

∫ tn−۱

۰

f(t)dtdtn−۱ . . . dt۱ =
۱

(n− ۱)!

∫ x

۰

(x− t)n−۱f(t)dt, n ∈ N, (18-1)
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انتگرال اینصورت در که کرد استفاده nام مرتبه انتگرال اپراتور از می�توان اخیر فرم اختصاري نمایش براي
می�شود: تعریف زیر صورت به f(x) تابع nام مرتبه کشی

Inf(x) =
۱

(n− ۱)!

∫ x

۰

(x− t)n−۱f(t)dt, n ∈ N, (19-1)

Γ(n) = (n − ۱)! آنجائیکه از کرد. استفاده D−nاپراتور از می�توان ،In اپراتور جاي به موارد برخی در
کرد: بازنویسی زیر فرم به را (۳۴ − ۱) رابطه می�توان این بنابر

Inf(x) =
۱

Γ(n)

∫ x

۰

(x− t)n−۱f(t)dt, n ∈ N, (20-1)

داریم: α ∈ R+ آن در که α به n تبدیل با حال
Iαf(x) =

۱

Γ(α)

∫ x

۰

(x− t)α−۱f(t)dt, α ∈ R+, (21-1)

فرم می�توان مشابه بطور می�نامیم. f(x) تابع nام مرتبه کشی انتگرال یافته تعمیم فرم را اخیر رابطه
تعاریف این که میدهیم نشان ادامه در کرد. تعریف را f(x) تابع nام مرتبه کشی مشتق یافته تعمیم

می�شود. کسري مراتب انتگرال و مشتق تعاریف ارائه به منجر چگونه

ریمان-لیوویل کسري مرتبه انتگرال و مشتق 1-2-1-1

فرمول�هاي از تعمیمی عملا که لیوویل ریمان کسري مرتبه انتگرال و مشتق تعریف ارائه به بخش این در
باره این در مهم نتایج و خواص از برخی ارائه به سپس و می�شود پرداخته است کشی انتگرال و مشتق
کنید. مراجعه [20, مراجع[51 به می�توانید تکمیلی مطالب و بیشتر جزئیات مشاهده جهت می�پردازیم،
اینصورت در باشد، −∞ < a < b < +∞ حقیقی محور بر متناهی بازه یک Ω = [a, b] کنید فرض
به و داده نمایش RL

a Iαx و RL
x Iαb ها نماد با ترتیب به را لیوویل ریمان چپ و راست کسري مرتبه انتگرال

می�کنیم: تعریف زیر صورت
RL
a Iαx f(x) =

۱

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−۱f(t)dt, x > a, α ∈ R+,ℜ(α) > ۰, (22-1)

RL
x Iαb f(x) =

۱

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−۱f(t)dt, x < b, α ∈ R+,ℜ(α) > ۰, (23-1)
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کرد. تعریف زیر صورت به می�توان را لیوویل ریمان چپ و راست کسري مرتبه مشتق ترتیب همین به
داریم: اینصورت در ℜ(α) > ۰, α ∈ C کنید فرض

RL
a Dα

x f(x) =
۱

Γ(n− α)
(
d

dx
)n

∫ x

a

f(t)

(x− t)α−n+۱
dt, x > a, n = [Re(α)] + ۱, (24-1)

RL
x Dα

b f(x) =
۱

Γ(n− α)
(− d

dx
)n

∫ b

x

f(t)

(t− x)α−n+۱
dt, x < b, n = [Re(α)] + ۱, (25-1)

می�توان ترتیب به را (۴۰−۱) و تعاریف(۳۹−۱) عملگري فرم می�باشد. صحیح جزء معرف [·] آن در که
کرد: ارائه زیر صورت به

RL
a Dα

x f(x) = (
d

dx
)n RL

a In−α
x f(x), x > a, n = [Re(α)] + ۱ (26-1)

RL
x Dα

b f(x) = (− d

dx
)n RL

x In−α
b f(x), x < b, n = [Re(α)] + ۱ (27-1)

داریم: اینصورت در α = n ∈ N وقتی خاص حالت در

RL
a D۰

x f(x) = f(x), RL
a Dn

x f(x) = (
d

dx
)nf(x) = f (n)(x),

RL
x D۰

b f(x) = f(x), RL
x Dn

b f(x) = (− d

dx
)nf(x) = (−۱)nf (n)(x),

بازنویسی زیر صورت به می�توان را (۴۰ − ۱) و (۳۹ − ۱) روابط اینصورت در ۰ < Re(α) < ۱ چنانچه
کرد:

RL
a Dα

x f(x) =
۱

Γ(۱ − α)

d

dx

∫ x

a

f(t)

(x− t)α
dt, x > a, ۰ < Re(α) < ۱, (28-1)

RL
x Dα

b f(x) = − ۱

Γ(۱ − α)

d

dx

∫ b

x

f(t)

(t− x)α
dt, x < b, ۰ < Re(α) < ۱, (29-1)

داریم: و شده ایجاد محض موهومی کسري مراتب مشتقات صورت این در ℜ(α) = ۰, α ̸= ۰ حالتیکه در

RL
a Diθ

x f(x) =
۱

Γ(۱ − α)

d

dx

∫ x

a

f(t)

(x− t)iθ
dt, x > a, θ ∈ R− {۰}, (30-1)
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RL
x Diθ

b f(x) = − ۱

Γ(۱ − α)

d

dx

∫ b

x

f(t)

(t− x)iθ
dt, x < b, θ ∈ R− {۰} (31-1)

خواص: می�باشد: زیر شرح به ریمان-لیوویل کسري مرتبه انتگرال و مشتق خواص از لیستی
داریم: اینصورت در β ∈ C,ℜ(β) > ۰ و ℜ(α) > ۰ اگر

RL
a Iαx (x− a)β−۱ =

Γ(β)

Γ(β + α)
(x− a)β+α−۱,ℜ(α) > ۰, (32-1)

RL
a Dα

x (x− a)β−۱ =
Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−α−۱,ℜ(α) > ۰, (33-1)

RL
x Iαb (b− x)β−۱ =

Γ(β)

Γ(β + α)
(b− x)β+α−۱,ℜ(α) > ۰, (34-1)

RL
x Dα

b (b− x)β−۱ =
Γ(β)

Γ(β − α)
(b− x)β−α−۱,ℜ(α) > ۰, (35-1)

: داریم β = ۱ وقتی خاص حالت در
RL
a Dα

x ۱ =
(x− a)−α

Γ(۱ − α)
, ۰ < ℜ(α) < ۱, (36-1)

RL
x Dα

b ۱ =
(b− x)−α

Γ(۱ − α)
, ۰ < ℜ(α) < ۱, (37-1)

داریم: j = ۱,۲, . . . , [ℜ(α)] + ۱ براي دیگر عبارت به

RL
a Dα

x (x− a)α−j = ۰ RL
x Dα

b (b− x)α−j = ۰,

کرد: بیان زیر صورت به نتیجه یک غالب در می�توان را اخیر مطالب
نتیجه:

داریم: اینصورت در n = [α] + ۱ و ℜ(α) > ۰ کنید فرض


