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به: تقدیم

خوبم مادرم و پدر

و

ام ͬͽهمیش یاور همسرم



قدردانͬ

ریاضͬ و آراست عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

که بͽیرد فاصله فانͬ دنیای این از کمͬ آدمͬ عقل شاید تا آفرید را

عاਖॿیدیࢂ঻ඟبایدساࣾتوزৗوآدਗی آدਗیభعاॿم਩༙یਖ৶ی�آیدଘد॥ت
دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه رضایͬ، حمید

نمͬ�رسید. انجام به نامه پایان

بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

عاطفه پاس به عزیزم همسر از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش خدا، از

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که ثمرشان، پر وجود و سرشار

اصفهانͬ اشͺانͬ آرمان

١٣٩٣ شهریور



چͺیده

تابع به را مختلط صفحه از باز واحد ͷدیس روی f تحلیلͬ تابع Cψ,φ وزن�دار ترکیبͬ عملͽر

ͷی ψ و خودش بتوی باز واحد ͷدیس از تحلیلͬ نͽاشت ͷی φ آن در که ،ψ.f ◦φ تحلیلͬ

چنین پذیری وارون نامه پایان این در برد. مͬ است، باز واحد ͷدیس روی تحلیلͬ نͽاشت

ͷدیس از هیلبرت - هاردی فضای روی Cψ,φ وقتͬ همچنین . شود مͬ مطالعه عملͽرهایͬ

محل به توجه با و شوند مͬ شناسایͬ کامل طور به ψ و φ کند، مͬ عمل H۲(U) یعنͬ واحد

شود. مͬ مطالعه عملͽر نوع این طیف φ ثابت نقاط گرفتن قرار
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١ فصل

مقدماتͬ مباحث و تعاریف

پیش�نیازها ١�١

d حقیقͬ تابع باشد، ناتهͬ مجموعه�ی ͷی X کنیم فرض متری فضاهای .١�١�١ تعریف

باشیم: داشته هرگاه نامیم، X روی متر ͷی را X ×X بر شده تعریف

،x = y اگر وتنها اگر d(x, y) = ۰ و d(x, y) ≥ ۰ ،x, y ∈ X هر برای (الف)

،d(x, y) = d(y, x) ،x, y ∈ X هر برای (ب)

مثلثͬ). نابرابری )d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ،x, y, z ∈ X هر برای (پ)

مͬ�دهیم. نشان (X, d) با را آن و نامیده، متری فضای ͷی را d متر با X مجموعه�ی

نامیم. V زیرفضای ͷی را V برداری فضای Mاز زیرمجموعه ( زیرفضا ) .٢�١�تعریف١

شرط باشد. برداری فضای ͷی خود V در تعریف اسͺالر ضرب و جمع به نسبت M اگر

α و x, y ∈ M وقت هر که است این باشد زیرفضا ͷی M ⊂ V آن�که برای کافͬ و لازم

.αx ∈M,x+ y ∈M،آن�گاه باشد اسͺالر

القا توپولوژی به نسبت که است Mزیرفضایͬ فضای از H بسته زیرفضای .٣�١�تعریف١

باشد. بسته مجموعه�ی H متر وسیله�ی به شده

١



٢ مقدماتͬ مباحث و تعاریف .١

مانند تابعͬ نیم�نرم ͷی باشد، F = R میدان روی برداری فضای ͷی X اگر .۴�١�تعریف١

مͬ�باشد. زیر خواص دارای که است p : X −→ [۰,∞)

،p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) داریم، X در x و y هر برای (الف)

.p(αx) = |α|p(x) داریم: α ∈ F و x ∈ X هر برای (ب)

∥.∥ : X −→ R و مختلط یا حقیقͬ برداری فضای ͷی X کنیم فرض .۵�١�١ تعریف

باشیم: داشته α ∈ R اسͺالر هر و x, y ∈ X هر به�ازای به�طوری�که باشد تابع ͷی

،x = ۰ اگر وتنها اگر ∥x∥ = ۰ و ∥x∥ ≥ ۰ (الف)

،∥αx∥ = |α|∥x∥ (ب)

.( مثلثͬ +x∥(نابرابری y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (پ)

گوییم. نرم�دار فضای ͷی را X و نامیم X بر نرم ͷی را ∥.∥ آنͽاه

دهیم قرار x, y ∈ X هر برای و باشد دار نرم فضای ͷی X اگر .۶�١�١ ملاحظه

d(x, y) = ∥x− y∥

فضای ͷی دار نرم فضای هر لذا و است X روی متر ͷی d که مͬ�شود دیده به�سادگͬ آن�گاه

مͬ�نامیم. نرم بوسیله�ی شده تولید متر را d است. متری

مͬ�دهیم، قرار ۱ ≤ p <∞ و اندازه فضای ͷی (X,S, µ) کنیم فرض .٧�١�١ تعریف

Lp(µ) = {f : X → F, پذیر ,fاندازه
∫

|f |pdµ <∞} (١-١)

باشد. پذیر اندازه بازی هر معͺوس نقش که است پذیر اندازه تابعͬ

مͬ�دهیم، قرار ۱ ≤ p <∞ به�طوری�که f ∈ Lp(µ) هر برای .٨�١�١ تعریف

∥f∥p =
(∫

|f |pdµ
) ۱

p

.

۱
p
+ ۱

q
= به�قسمͬ�که باشند نامنفͬ حقیقͬ اعداد p, q اگر هولدر: نامساوی .٩�١�تعریف١

برقرار تساوی و
∫
|fg|dµ ≤ ∥f∥p∥g∥q و fg ∈ L۱(µ) آن�گاه g ∈ Lq(µ) و f ∈ Lp(µ) و ۱



٣ مقدماتͬ مباحث و تعاریف .١

α|f |p = β|g|q به�قسمͬ�که باشند داشته وجود α, β نامنفͬ حقیقͬ اعداد اگر وتنها اگر است

جا. تقریباًهمه

آن�گاه Lp(µ) اعضای f, g اگر : (ͬͺوفسͺمین (نامساوی .١٠�١�١ تعریف

∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥q.

{fn}∞n=۱ گوییم f ∈ Lp(µ) و باشد Lp(µ) در دنباله�ای {fn}∞n=۱ اگر .١١�١�١ تعریف

طریق به n −→ ∞ وقتͬ ∥fn− f∥p −→ ۰ اگر (p میانͽین در (همͽرایͬ است f به همͽرا

m,n −→ ∞ وقتͬ ∥fn−fm∥p −→ ۰ اگر است. کوشͬ Lp(µ) در {fn}∞n=۱ گوییم مشابه

{xn}∞n=۱ کوشͬ دنباله هر هرگاه نامیم، تام) کامل( را (X, d)متری فضای .١٢�١�تعریف١

باشد. همͽرا x ∈ X مانند عضوی به X در

آن�گاه: باشد نرم�دار فضای ͷی X اگر .١٣�١�١ تعریف

. است بسته {x} عضوی ͷت مجموعه x ∈ X هر به�ازای (الف)

است. پیوسته (x, y) −→ x+ y ضابطه با X ×X −→ X مجموع تابع (ب)

است. پیوسته (α, x) −→ αx ضابطه با F×X −→ X ضرب تابع (پ)

تولید متر به نسبت X هرگاه گوییم، باناخ فضای ͷی را X نرم�دار فضای .١۴�١�١ تعریف

باشد. کامل ͷمتری فضای نرم، بوسیله�ی شده

بر Lp(µ) آنͽاه باشد مثبت اندازه ͷی µ و دلخواه اندازه فضای ͷی X اگر .١۵�١�١ مثال

است. باناخ فضای ͷی X

خطͬ تبدیل ͷی باشند. F میدان روی دار نرم فضای دو K و H اگر .١۶�١�١ تعریف

است. زیر خاصیت دارای که است نͽاشتͬ T : H −→ K

T (αx+ βy) = αTx+ βTy.

c > ۰ ثابت عدد هرگاه گویند کراندار را T خطͬ تبدیل α, β ∈ F و x, y ∈ H جایͬ�که

خطͬ تبدیل�های همه مجموعه و ∥Tx∥ ≤ c∥x∥ ،x ∈ H هر برای به�طوری�که باشد موجود



۴ مقدماتͬ مباحث و تعاریف .١

بیان�گر B(H) آن�گاه H = K هرگاه مͬ�دهیم. نمایش B(H,K) با را K در H از کرندار و

هست. خودش در H از کراندار خطͬ عملͽرهای همه

خطͬ عملͽر ͷی T : X −→ Y و نرم�دار فضای دو X, Y کنیم فرض .١٧�١�١ گزاره

معادلند. هم با زیر شرایط آن�گاه باشد،

، T ∈ B(X, Y ) (الف)

،Txn −→ ۰ آن�گاه xn −→ ۰ اگر یعنͬ است، پیوسته صفر در T (ب)

T است، پیوسته نقاط بعضͬ در (پ)

باشیم داشته x ∈ Xهر به�ازای �که دارد وجود چنان c ثابت مثبت مقدار (ت)

∥Tx∥ ≤ c∥x∥.

x ∈ X هر برای آن�گاه ∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ ≤ ۱} و T ∈ B(X,Y ) اگر

∥T∥ = sup {∥Tx∥ : ∥x∥ = ۱}

= sup{∥Tx∥
∥x∥

, x ̸= ۰}

= inf{c > ۰∥Tx∥ ≤ c∥x∥}.

□ شود. مراجعه [٢۴] مرجع به اثبات.

X روی داخلͬ نیم�ضرب ͷی باشد، F روی برداری فضای ͷی X اگر .١٨�١�١ تعریف

x, y, z ∈ X و در α, β ∈ F هر برای به�طوری�که u : X ×X −→ F تابع ͷی از عبارتست

باشد: برقرار زیر شرایط در

،u⟨αx+ βy, z⟩ = αu⟨x, z⟩+ βu⟨y, z⟩ (الف)

،u⟨x, αy + βz⟩ = ᾱu⟨x, y⟩+ β̄u⟨y, z⟩ (ب)

،u⟨x, x⟩ ≥ ۰ (پ)

.u⟨x, y⟩ = u⟨y, x⟩ (ت)

آن�گاه u⟨x, x⟩ = ۰ اگر گویند. داخلͬ ضرب را داخلͬ نیم�ضرب ͷی .١٩�١�١ ملاحظه

.x = ۰



۵ مقدماتͬ مباحث و تعاریف .١

(H, ⟨., .⟩) زوج Hباشد، برداری فضای روی داخلͬ یͷضرب ⟨., .⟩ اگر .٢٠�١�١ ملاحظه

داخلͬ ضرب x, y ∈ H هر برای را ⟨x, y⟩ مختلط عدد و مختلط داخلͬ ضرب فضای ͷی را

مͬ�نامیم. x, y

تنها به�قسمͬ�که باشد {αn ∈ C : n ≥ ۱} دنباله�های تمام مجموعه X اگر .٢١�١�١ مثال

مͬ�کنیم. تعریف راچنین اسͺالر ضرب و جمع و αn ̸= ۰ ،n مقدار متناهͬ تعداد برای

{αn}+ {βn} = {αn + βn},

و

α{αn} = {ααn},

عمل است. C میدان روی برداری فضای ͷی X آن�گاه

⟨{αn}, {βn}⟩ =
∞∑
n=۱

α۲nβ۲n,

داخلͬ ضرب ͷی زیر عمل اما نیست، داخلͬ ضرب �که است X روی داخلͬ نیم�ضرب ͷی

مͬ�کنند تعریف X روی

⟨{αn}, {βn}⟩ =
∞∑
n=۱

αnβn.

داخلͬ نیم�ضرب ⟨., .⟩ اگر ١ شوارتز) � ͬͺوفسͺبین�کوشͬ (نامساوی .٢٢�١�١ قضیه

x, y ∈ X هر برای باشد،آن�گاه X روی

|⟨x, y⟩|۲ ≤ ⟨x, x⟩⟨y, y⟩.

به�طوری�که باشد داشته وجود α, β ̸= ۰ مانند اسͺالرهای اگر وتنها اگر است برقرار تساوی

⟨βx+ αy, βx+ αy⟩ = ۰.

□ شود. مراجعه [٢۴] مرجع به اثبات.

cauchy-bunyakowsky-schwarz inequality١



۶ مقدماتͬ مباحث و تعاریف .١

را مͬ�شود داده نمایش ∥x∥ نماد با که x نرم H داخلͬ ضرب فضای در .٢٣�١�١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت

∥x∥۲ = ⟨x, x⟩.

∥x∥ ≡ ⟨x, x⟩ ۱
۲ باشیم داشته و X روی داخلͬ نیم�ضرب ͷی ⟨., .⟩ اگر .٢۴�١�١ نتیجه

، داریم α ∈ F اسͺالر هر و x, y ∈ X هر برای آن�گاه

. ٢ مثلثͬ) نامساوی )∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (الف)

. ∥αx∥ = |α|∥x∥ (ب)

.x = ۰ مͬ�دهد نتیجه ∥x∥ = ۰ آن�گاه باشد، داخلͬ ضرب ͷی ⟨., .⟩ اگر (ج)

□ شود. مراجعه [٢۴] مرجع به اثبات.

داخلͬ ضرب با همراه F روی H برداری فضای ٣ ( هیلبرت فضای ) .٢۵�١�١ تعریف

فضای ͷی ،d(x, y) = ∥x − y∥ نرم، بوسیله�ی شده تولید متر به نسبت به�طوری�که ⟨., .⟩

گوییم. هیلبرت فضای ͷی را باشد کامل ͷمتری

نرم به نسبت H آن�گاه ⟨f, g⟩ =
∫
fḡdµ و H = L۲(µ) اگر .٢۶�١�١ مثال

∥f∥۲ =

(∫
|f |۲dµ

) ۱
۲

.

است. هیلبرت فضای ͷی

x : توابع تمام مجموعه را ℓ۲(I) کنیم فرض I دلخواه مجموعه هر برای .٢٧�١�١ مثال

و x(i) = ۰ ،i ∈ I پذیر شمارش تعدادی جز همه برای که طوری به باشد I → F

فضای ͷی داخلͬ ضرب این با همراه ℓ۲(I) آن�گاه ، کنیم مͬ تعریف
∑

i∈I |x(i)|۲ <∞

هست. هیلبرت

[۰,۱] روی f پیوسته مطلق طور به توابع تمام مجموعه H کنیم فرض .٢٨�١�١ مثال

، ⟨f, g⟩ =
∫ ۱
۰ f

′(t)g′(t) داخلͬ ضرب اگر f ′ ∈ L۲[۰,۱] ،f(۰) = ۰ به�قسمͬ�که باشد

Triangular inequality٢

Hilbert Space٣



٧ مقدماتͬ مباحث و تعاریف .١

است. هیلبرت فضای ͷی فوق داخلͬ ضرب با H آن�گاه شود، تعریف f, g ∈ H

گردایه را L۲
a(G) فضای باشد. C باز زیرمجموعه ͷی G کنید فرض : .٢٩�١�١ تعریف

به�قسمͬ�که مͬ�کنیم تعریف f : G −→ C تحلیلͬ توابع ∫تمام ∫
G

|f(x+ iy)|۲dxdy <∞.

آن در که و L۲
a(G) ⊆ L۲(µ) که داشت نظر در باید مͬ�نامیم. برگمن فضای را فضا این

مͬ�گیرد. L۲(µ) از را نرم و داخلͬ ضرب L۲
a(G) و ناحیه مساحت A آن در µکه = A |G

است. هیلبرت فضای ͷی L۲
a(G) : .٣٠�١�١ قضیه

□ شود. مراجعه [٢۴] مرجع به اثبات.

و f ∈ L۱(T ) هرگاه پواسون) (انتͽرال .٣١�١�١ تعریف

F (reiθ) =
۱
۲π

∫ π

−π
Pr(θ − t)f(t)dt,

دارد. نام f پواسون انتͽرال U در شده تعریف F تابع آنͽاه

تابع از است عبارت پواسون هسته پواسون) (هسته .٣٢�١�١ تعریف

Pr(t) =
∞∑
−∞

r|n|eint,

.۰ ≤ r < ۱ و حقیقͬ t هر برای

در {an} دنباله و k نامنفͬ صحیح عدد ازای به بلاشͺه) ضرب (حاصل .٣٣�١�١ تعریف

گوییم، بلاشͺه ضرب حاصل را را زیر تابع U مجموعه

B(z) = zk
∞∏
n=۱

an − z

۱ − anz

|an|
an
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بر کراندار و تحلیلͬ تابع ͷی از عبارتند داخلͬ تابع ͷی داخلͬ) (تابع .٣۴�١�١ تعریف

ͷی با برابر مرز بر جا همه ∗Mتقریباً یعنͬ آن شعاعͬ حد تابع که طوری به واحد باز ͷدیس

جا. همه تقریباً |M∗| = ۱ یعنͬ باشد.

فوریه سریهای ٢�١

یعنͬ مͬ�باشد، مختلط صفحه�ی در یͺه دایره T .١�٢�١ تعریف

T = {x ∈ C : ∥x∥ = ۱}.

توابع تمام رده از است عبارت ۱ ≤ p ≤ ∞ که وقتͬ LP (T) فضای .٢�٢�١ تعریف

∥f∥p = نرم آن�ها در که مͬ�کنیم تعریف R۱ بر متناوب ۲π و ͹لب پذیر اندازه مختلط،

.(t ∈ R) و
{

۱
۲π

∫ π
−π |f(t)|

pdt
} ۱

p
<∞

نرم با T بر f پیوسته مختلط توابع تمام از عبارتست C(T) .٣�٢�١ تعریف

∥f∥∞ = sup
t

|f(t)|.

نسبت کراندار اساسͬ طور به توابع ارزی) هم (رده�های تمام فضای L∞(T) .۴�٢�تعریف١

.|g| اساسͬ سوپرمم یعنͬ ∥g∥∞ ،g ∈ L∞(T) به�ازای است، ͹لب اندازه به

مͬ�کنیم تعریف T بر f مختلط پذیر اندازه توابع تمام گردایه را L(µ) .۵�٢�١ تعریف

.
∫
T |f |dµ <∞

زیر فرمول با را f فوریه ضرایب f ∈ L۱(T) هر به�ازای فوریه: ضرایب .۶�٢�١ تعریف

مͬ�کنیم. تعریف

f̂(n) =
۱
۲π

∫ π

−π
f(t)e−intdt.

f ∈ L۱(T) هر به ترتیب بدین است. صحیح اعداد تمام مجموعه Z آن در که (n ∈ Z) و

مͬ�سازیم. مربوط را Z بر f̂ تابع

از عبارتست f ∈ L۱(T ) فوریه سری فوریه: سری .٧�٢�١ تعریف
∞∑
−∞

f̂(n)eint,
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از عبارتست جزئͬ�اش مجموع�های و

SN(t) =
N∑
−N

f̂(n)eint (N = ۰, ۱, ۲, ...)

که باشد مختلط اعداد از دنباله�ای {Cn} هرگاه :۴ فیشر) �ریس ) .٨�٢�١ قضیه
∞∑
−∞

|Cn|۲ <∞,

، n ∈ Z هر برای به�طوری�که دارد وجود f ∈ L۲(T) مانند تابعͬ آن�گاه

Cn =
۱
۲π

∫ π

−π
f(t)e−intdt.

□ شود. مراجعه [٢۴] مرجع به اثبات.

آن�گاه، g ∈ L۲(T) و f ∈ L۲(T) اگر .۵ پارسوال) اتحاد ) .٩�٢�١ قضیه
∞∑
−∞

f̂(n)ĝ(n) =
۱
۲π

∫ π

−π
f(t)g(t)dt.

آن�گاه باشد، بالا تعریف همان SN هرگاه و همͽراست. مطلق طور به چپ سمت سری که

lim
N−→∞

∥f − SN∥۲ = ۰

.

□ شود. مراجعه [٢۴] مرجع به اثبات.

φ(n) −→ ، مͬ�باشد Z بر φ مختلط توابع تمام از است عبارت C۰ فضای .١٠�٢�تعریف١

n −→ +
−∞ که وقتͬ ،۰

∥φ∥∞ = sup{|φ(n)| : n ∈ Z} <∞.

توی به L۱(T) از ͷی به ͷی کراندار خطͬ تبدیل ͷی f −→ f̂ نͽاشت .١١�٢�١ قضیه

است. C۰

Ris-Phisher Theorem۴

Parsaval Theorem۵
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□ شود. مراجعه [٢۴] مرجع به اثبات.

تقرب های ناحیه ٣�١

نقاط تا z = ۱ از پاره�خط�ها و D(۰;α) قرص�های اجتماع را Ωα، ۰ < α < ۱ ازای به

که است محدبͬ باز مجموعه�ی کوچͺترین Ωα،رͽدی عبارت به مͬ�کنیم. تعریف D(۰;α)

z = ۱ مجاورت در Ωα مͬ�باشد. اش مرزی نقطه ١ نقطه�ی دارای و بوده D(۰;α) شامل

مساوی زاویه این و مͬ�شود نصف شده ختم ١ در که Uشعاع به�وسیله�ی که است زاویه ͷی

مماس T بر نمͬ�توانند مͬ�شوند ͷنزدی ١ به Ωα در که منحنͬ�هایͬ .α = sin θ که ۲θبا است

α افزایش با Ωα ناحیه�های مͬ�نامند. ١ راس به غیرمماسͬ تقرب ناحیه�ی را Ωα لذا باشند.

است. [۰,۱) شعاع اشتراکشان و U اجتماعشان مͬ�شوند. منبسط

داد. خواهیم نشان eiθΩα با را eiθ راس به Ωα یافته�ی دوران نسخه�های

صورت به Mfرا : Rk −→ [۰,∞] ماکزیمال تابع f ∈ L۱(Rk) هر به ما .١�٣�١ تعریف

کنیم مͬ تعریف زیر

:

(Mf)(x) = sup۰<r<∞
۱

m(Br)

∫
B(x,r)

| f | dm.

مͬ�کنیم. مربوط

ماکزیمال تابع باشد، U قلمرو با مختلط تابع ͷی u و ۰ < α < ۱ اگر .٢�٣�١ تعریف

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به T بر Nαu غیرمماسͬ

(Nαu)(e
it) = sup{| u(z) |: z ∈ eitΩα},

از است عبارت u شعاعͬ ماکزیمال تابع نحو، همین به


