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گيري بينش و طرز تفكر  هاي ديگر اثر ژرفي در شكل زندگي يك انسان، برخورد و آشنايي با برخي انسان طولگاهي در 
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دكتر برومند  آقاي تا پايان عمر از اين بزرگواران سپاسگزارم. همچنين از كه فتمگرفراهاي ديگري نيز از اين عزيزان  درس

دكتر  گذار در زندگي من، كنم. از ديگر استادان تأثير تشكر مي آموختمهايي كه از ايشان  بابت تمامي مطالب و آگاهي
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  .مممنون شان صميمانه  عتي اصفهان بابت دوستيي كوهنوردي دانشگاه صن شده دوستان گرانقدرم در انجمن تعطيل
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  چكيده

همواره از قبيل عرشه، تيرها و... ها  لهاي مختلف تحت اثر بار متحرك و استفاده از نتايج آن در طراحي اجزاي مختلف پ تحليل سازه

اثر بار ها تحت  تحليل دقيق سازه عمومي، اهميتي پرسرعت به سيستم حمل و نقل  امروزه با ورود وسايل نقليهمورد توجه بوده است و 

ها به  است. علاوه بر اهميت تحليل يك سازه تحت اثر بارهاي مختلف، موضوع بررسي و پايش سلامتي سازه گرديده متحرك چندين برابر

باشد. بنابراين در اين رساله سعي بر آن  فضا بسيار حياتي مي-اي مربوط به صنايع هوا ي تحليل انتشار موج، به ويژه در اجزاي سازه وسيله

ها تحت اثر بار متحرك و  ها در تحليل سازه ي فركانس و زمان، از اين روش هاي طيفي در حوزه هاي روش تا با استفاده از توانمندي شده

  بررسي انتشار موج استفاده گردد.

به توسعه  اما در بسياري موارد احتياج گذرد، بيش از دو دهه ميي فركانس  حوزه در اجزاء محدود طيفي اگرچه از مطرح شدن روش

 اجزاء. با توجه به اين موضوع در اين رساله از روش هاي مختلفي استفاده نشده است و هنوز از اين روش در حوزه و بررسي بيشتري دارد

اي  ي فركانس براي تحليل تيرهاي مستقيم تحت اثر بار متحرك و تيرهاي خميده تحت اثر بار متحرك و ضربه طيفي در حوزهمحدود 

  است. شدهشار موج) استفاده (تحليل انت

ي فركانس،  در فصل آخر رساله، به دليل وجود مشكلاتي بر سر راه تحليل صفحات با استفاده از روش اجزاء محدود طيفي در حوزه

صل، ي اين ف ي زمان به كار گرفته شده و نتايج به طور كامل مورد بررسي قرار گرفته است. در ادامه روش اجزاء محدود طيفي در حوزه

استخراج و نمودارهاي پاشندگي  ،شده از مواد هدفمند تابعي با در نظر گرفتن اتساع جانبي صفحه روابط مربوط به ارتعاش صفحات ساخته

گونه صفحات به دست آمده  هاي طيفي مورد استفاده در تحليل اين سپس ماتريسو مربوط به مودهاي مختلف موج لمب محاسبه گرديده 

ي بالاي طيفي تحت اثر بار با دامنه و مسير دلخواه  هاي مرتبه ين فصل، صفحات تحت اثر بار متحرك با استفاده از الماناست. در انتهاي ا

  اند. تحليل گرديده

ي فركانس و زمان با نتايج تحليلي و عددي مختلف، بيانگر دقت و  هاي اجزاء محدود طيفي در حوزه ي نتايج حاصل از روش مقايسه

  باشد. ها تحت اثر بار متحرك و تحليل انتشار موج مي ها در تحليل ديناميكي سازه مناسب اين روشكارايي بسيار 

  

انتشار  ي زمان،  روش اجزاء محدود طيفي در حوزهفركانس، ي   كليدي: آناليز ديناميكي، روش اجزاء محدود طيفي در حوزه كلمات

  .ار متحركب بار ضربه، موج،

  



 
 

  

  

  

  

  

  اول فصل

  ي فركانس در حوزه يفيروش طمباني  يانتشار موج و بررس ياساس ي همعادل

  

  

  

  

  مقدمه -1-1

ل يفرانسيد ي همعادلشود.  بيان مي 1يراون ي ي اساسي تعادل ديناميكي يا معادله براي بررسي انتشار موج ابتدا معادله

به ، بدنهدر غياب نيروي وسته يط پير هر نقطه از محد يكيناميل تعادل ديفرانسيد ي ها معادلي پايستگي تكانه خطي

براي بيان ثابت بودن جرم در  2انتقال ي قضيه از دست آوردن اين معادله  در به ].1[ باشد مي )1- 1( ي همعادلصورت 

  استفاده شده است. هاي كوچك جايي هفرض جاباز  و همچنين ماده شخصم يك حجم

)1 -1(                                                              ( ) ( )
2 2

m k m

0 m m m2

m k k k

u u u
i G i i

t x x x x
ρ λ µ

∂ ∂ ∂∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

در اين رابطه
0

ρ ،m
u ،G ،λ و

m
i  جابجايي در راستاي ماده ي اوليه يچگالبه ترتيب ،m

x  در دستگاه)

)، ضريب لامه مدول برشيدكارتي)،  )
(1 )(1 2 )

E ν
λ

ν ν
=

+ −
  باشند. مي mxو بردار يكه در جهت 

و با  ودهبده يچين معادله به ظاهر پيشكل ا .باشد يم يحالت خطدر  وستهيستم پيسك يانگر ارتعاش ين معادله بيا

 يوسته از جداسازيستم پيارتعاش س حل معادلات يبرا شود متفاوت است. يموج شناخته مي  هچه كه به عنوان معادلآن

ك تابع يسكالر و كرل ك تابع ايان يبه صورت گراد ييجا هجاب ،ن روشياساس ا . برگردد استفاده مي 3لتزهلمهو

  شود. يفرض م يبردار

)1 -2(                                                                                                                                   u φ= ∇ + ∇×
%

ψ  

  د.يآ يبه دست م )3-1( ي همعادل ،يرياضات يعملو انجام  )1-1( ي هدر معادل )2- 1( ي همعادل يگذاريبا جا

)1 -3(                                                           ( ( ) ) ( )
2 2

2 2

0 02 2
2G G

t t

ϕ
ρ λ ϕ ρ

∂ ∂
∇ − + ∇ + ∇× − ∇ =

∂ ∂

ψ
ψ 0  

  ) نيز برقرار خواهد بود.3-1ي ( ) صدق كند، معادله5- 1) و(4-1در معادلات ( ϕو  ψبديهي است چنانچه 

                                                                                                       
                                                
١Navier equation 
٢Transport theorem 
٣Helmholtz decomposition 
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)1 -4(                                                                                                                                       
2

2 2

2
t

ϕ
α ϕ

∂
= ∇

∂
  

)1 -5(                                                                                                                                     
2

2 2

2
t

β
∂

= ∇
∂

ψ
ψ  

  ،كه يبه قسم

)1 -6(                                                                                                       ( ) ( )
1 1

2 2

0 0

2G G
,

λ
α β

ρ ρ

+
= =  

   ي هاست، معادل يبردار يتابع ψ د توجه داشت كه چونيموج است. با ي همعروف به معادل )4-1( ي هلمعاد

) 5-1(و  )4- 1( حل معادلات ،مسائل ارتعاشات خطيدر  يهدف اصل .باشد مستقل مي ي همعادل سهقت يدر حق) 5- 1(

 مكانيكمسائل از  ياريدر بس .شود مي تعيينط يمح ييجا هجابدان يم )2-1(ي  هبا استفاده از معادلو در نهايت  است

يك  يبرا يكيناميتعادل د ي هرها و ... معمولاً با استفاده از معادليا تي ييتار مرتعش، ارتعاش عضو خرپا جامدات نظير

  شوند. يماً استخراج ميمستقهاي ساده كننده،  با استفاده از فرضمعادلات حاكم  المان،

  

  موجانتشار  ي هلمسأ حل ي هياول يها روش يبرخ يبررس -1-2

توان با استفاده از روش جداسازي متغيرها كه  الماني از يك خرپا يا تير، مي ر برخي مسائل، مانند تار مرتعش،د

مرجع در  .]3، 2[ را حل كرد )4-1( ي هبه شكل معادل يلاتمعاداي از معادلات ديفرانسيل كاربرد دارند،  درحل پاره

استخراج  يكيناميد يسخت يها سيماتر ،حاكم بر ارتعاش تير ليفرانسيد ي همعادل لن روش و حيبا استفاده از هم] 3[

  ،ي هبا معادل يك بعديموج  ي همعادل حل ي. براشده است

)1 -7(                                                                                                                                       
2 2

2

2 2

u u

t x
α

∂ ∂
=

∂ ∂

  

xر مستقليف دو متغيكه بر اساس تعر ]1[ داردوجود  1مبربه نام روش دالا يروش +α tη ξو  = = x α t− 

 ،يا رهيزنج يريگ قمشتن يبا استفاده از قوان سپس شود يمفرض ر ين دو متغياز ا يتابع ،ييجا هجاب. شود ي ميگذار پايه

پاسخ به صورت حاصل جمع دو موج كه  .دنشو يحل من دستگاه يدر ا ود نيآ يد به دست ميدر دستگاه جد معادلات

  گردد. يارائه م ،دنشو يمنتشر م يجهت مثبت و منف دو در

 دستگاهيدر  كه شود يثابت م يك بعديج ك موي ين روش براياست. در ا 2گر به نام روش مشخصهيروش د

از سرعت و كرنش در  ين وجود دارند كه توابعيمع ي هيبا زاو يخطوط )x( مكان يو افق t) ( زمان يبا محور عمود

 ي هه و ارائين قضي. سپس با استفاده از ادارند ين خطوط مقدار ثابتيا ي، در رويك بعديط ينقاط مختلف مح

  رد.يگ يقرار م يموج مورد بررس انتشار ،ياده اسنسبتاً  يتم عدديالگور

 ي همعادل حل ي. برال استيفرانسيد معادلات حل در مرسوم ياز روش ها يكي انتگرالي لاتياستفاده از تبد 

 ،لاتين تبديس اوعكماما معمولاً چون در  ؛]4 ،3 ،1[ شود يلاپلاس استفاده م ه يايل فوريمعمولاً از تبد ،موج

ن يتوان از ا ينم يبه صورت عمل يدر مسائل متعدد ،رديگ يممختلط صورت  ي هدر صفح تابع مختلط زا يريگ لاانتگر

                                                                                                       
                                                
١D’Alembert 
٢Method of characteristics 
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 يو اجزا محدود يها ضلتفاروش  ،موجل انتشار يتحل يبرا ديگر يعدد معمول يها روشاز  روش استفاده كرد.

  باشد. يممحدود 

ك يناميارتعاش است و در مسائل د يعموم ي هك معادلي) 1-1( يكيناميدتعادل  ي همعادلد توجه داشت كه يبا

و  يت هدف بررسقيدر حق ،گردد مياستفاده از لفظ انتشار موج  ياما وقت .شود ين معادله پرداخته ميقاً به هميسازه دق

، 1شم خاص و جالب همانند پاشيمفاه يك سريف نمودن يو تعربا در نظر گرفتن  ين معادله است وليهم حل

محدود  ءروش اجزا مناسب و كاربرد افزار منر ك، با استفاده از يمثال يبرا. و ... گروه موج  بازتاب، جذب و سرعت

به دست آورد (با دقت نه  يا ك بار ضربهه يستم را بين سيتوان پاسخ ا يمفولادي  ي صفحه يك يساز مدل يبرا

در هنگام  و تنش ييجا هفتن جابايتنها مقصود  شود، ن صفحهياما اگر صحبت از انتشار موج در ا. چندان مناسب)

 ي هي، زاويو برش يموج محور يجداساز ي موج، سرعت جبهه همانند يميبه مفاه بلكه ؛ستين 2ارتعاش يا موج پايا

، طول موج و ير آن در موج برشييو عدم تغ يدر اثر موج محور ير چگالييبازتاب و تفاوت آن در انواع موج، تغ

  شود. يپرداخته م 3شونده ردر موج منتش اسب و ...المان من ي هاستفاده از انداز

  

  منابع يو بررس (Spectral Analysis Method) يفيروش ط -1-3

از طرف  ي يك هواپيما باشد. يا بدنه، ييخرپا ي هك المان ساديا ير يك تيتواند  يم 4موجبستر ك يا ه يك سازي

انتشار موج تحت  .متفاوت استواحد،  ي هلك مسأه يا نگرش بيحل و  در دقت با توجه به كاربرد يك سازه، گريد

ي  ي مرتبه با معادله يك موج خمشي ،هن ضربيكرد كه در اثر ا يدگاه بررسين ديتوان با ا ير را ميك ضربه در تياثر 

ك كه در يط الاستيك محي ر به صورتين صورت باشد كه تيتواند به ا يگر ميدگاه ديشود. د ير منتشر ميدر ت چهار

ل شده، ي(بال و جان) تشك به هم متصل هستندكه گر دارد و از چند بخش ينسبت به جهت د يشتريجهت بعد بك ي

رسد و در  ير ميتر به وجه مقابل ت بعد كوچك ين موج در راستايا .شود يط منتشر مين محيدر ا يموج  در اثر ضربه

ن روند يو ا گرديدهب ير است تركت زرگعد بب يكه در راستا يشده با موج ن موج منعكسيشود و ا يآنجا منعكس م

كاملاً متفاوت،  ي هه، هندسيا اولي يط مختلف مرزيبا شرا يمسائل مختلف ،ن موارديكند. با توجه به ا يدا ميادامه پ

ن يا يدر بررس ييها ها و قوت ضعف يهركدام دارا ،مختلف يها متفاوت در پاسخ و ... وجود دارد. روش يها دقت

 يمحدود ي هدر باز يكاربرد عمل يداراذكر شده در قسمت قبل  يها . روشباشند ميگ از مسائل بزر ي هگستر

مناسب و نظم دادن به روند حل و  يبند ت فرموليد قابليبا يك روش عملي يدگاه مهندسين از ديعلاوه بر ا و هستند

مشابه مسائل مختلف را حل  تميك الگوري ي هو بتوان با ارائ دارا بودهتم مناسب را يك الگوريپاسخ ارائه شده تحت 

در  يطيف محدود ياجزا استفاده از ،ومسو ها در فصل دوم حليل ديناميكي سازهت كار رفته در بهروش  ].4[نمود 

كه  ييها ع و مقالهدر ارتباط با مراج ياجمال يبررس ، يكابتدا ،ن مفهوميا تر بيان كامل ياست. برا ي فركانس حوزه

) هيل فوريتبد به ويژه( يلات انتگراليا تبدياستفاده از توابع شكل خاص  ،يمعادلات تعادل ديناميك حلدر  آنها يمبنا

                                                                                                       
                                                
١Dispersion 
٢Standing wave  
٣Propagating wave 
۴Wave guide 



5 

ي  در حوزه يفياز روش ط نامه انيپان يكه در ا يخاص فيتعر ،ن مطالبيسپس با توجه به ا .رديگ يصورت م ،باشد يم

  .شود ميب آن ارائه يا و معايو مزا گردد مين بيا شود يم فركانس

  ؛شود تعريف مي ريكه به صورت ز يلات انتگرالياستفاده از تبد

)1 -8(                                                                                                          (α) ( ) ( )
0

F f x k , x dxα
∞

=∫  

 لات لاپلاس يتبد ،k(α , x) لين تبديا ي هسته با تغيير .]5است [ يل روش مرسوميفرانسيمعادلات د حلدر 

)( ) x
k , x e

αα مسائل  حلبه  ييبخش مجزا ]5[. در مرجع شود يم) و ... ارائه و هنكل (با استفاده از تابع بسل  )=−

 يها جه روشيافته است. با استفاده از نتياختصاص  يلات انتگراليمختلف با استفاده از تبد يها دستگاهدر  يكيناميد

را با هم  يش و تئوريج حاصل از آزمايتا] ن6[ كيمد، ) ل هنكلياستفاده از تبد(به ويژه  ]5[ مرجع در شده ارائه

ك صفحات است يكلاس ياز تئور يسرعت جبهه موج كه ناش يدر مورد خطا يار جالبيبس و بحث هسه نموديمقا

ر در استخراج يت يدوران ينرسيو ا ير شكل برشيياز تغ كردن نظر صرفك يكلاس يمنظور از تئور. ه استانجام داد

ك ير كلاسيك تيل يفرانسيد ي هه معادليل فورياز تبد هدامثال اگر با استف به عنوان .ل حركت استيفرانسيد ي معادله

اعمال  ي هدر لحظ يبه عبارت ؛دنك يدا ميپل يم تينهايببالا سرعت موج به سمت  يها در فركانس ،شودحل ) ر اولريت(

مناسب  ي هن خطا در زمان و فاصلياجه گرفت ينت . مديكنوردد يم درط را يموج تمام مح ي هناگهان جبه يكيناميار دب

طول  با زيرا ارتعاشات غير واقعي است. يپوش ضربه در نظر گرفته شده قابل چشم از محل اعمال بار كه به صورت

با طول موج  ارتعاشاتحاصل از و پاسخ  كنند ميور عبمورد نظرنقطه  سرعت از به ي كوچك، و دامنه موج كوتاه

بار رسد شكل  قابل اطمينان است (البته به نظر ميرسند،  ي مورد نظر مي پس از ارتعاشات مجازي به نقطه بزرگ كه

تأثير زيادي گيري  ي فركانس در اين نتيجه ي بار در حوزه ودامنهاي است  مورد استفاده در اين مرجع كه به صورت پله

  دارد).

ر يتارتعاش ل يفرانسيد ي همعادلر، يت يك به ابتدا و انتهايك بار هارمونيبا استفاده از اعمال  ]7[چاردز و لونگ ير

 بندي مرسوم در سرهم يها سپس با استفاده از روش .نمودندرا استخراج تير  يكيناميد يس سختيرا حل نموده و ماتر

  سازه را محاسبه كردند. يعيطب يها انسستم را استخراج نموده و فركيس كل يكيناميد يس سختيماتر ،ها كردن المان

موشنكو با ير تيك المان خرپا و تي حلن با آ ي هسيمقامحدود و  يها تفاضل حل يبررسبا ] 8فلگز [ وپاركز 

 يريگ لاح مشتقختند و با استفاده از اصپردا 2يو ارتعاشات مجاز 1يبرش يشدگ قفل ي هلأه به مسيل فورياستفاده از تبد

  .را اصلاح كردند، پاسخ يعدد

ك سازه يناميدر مسائل د (DFT) 3گسسته ي هيل فورياستفاده از تبد يكل يبه بررس ]9و همكاران [ سولتسو 

ن ين روش ارائه كردند كه ايبهبود نقاط ضعف ا يبرا ينكاتبا بررسي يك سيستم يك درجه آزاد خطي پرداختند و 

  .وجود داردز ين ]2[ در مرجعنكات 

انتشار  يبه بررس يل عددين تبديع و استفاده از ايسر ي هيل فوريب روش تبديا و معايبه مزا هبا اشار ]10[ دويل 

                                                                                                       
                                                
١Shear locking 

٢Spurious mechanism 

٣Discrete Fourier Transform (DFT) 
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اشاره  ديآ يمل به وجود يك بودن تبديوديكه به علت پر ييو به خطاها پردازد مير اولريموج و بازتاب آن در ت

و پوشش بزرگ  ∆t انتخابكه در اثر  Aliasing و Time windowاز  يناش ين مرجع به خطاهاي. در اكند مي

  .شود است اشاره مي خاص يها انسهم پاسخ در فركسندادن 

اتصال صلب گره كه  مشخصطول  اك اتصال بي يبرا يبا نوشتن معادلات تعادل و همساز ]11[ وكمل دويل 

  كردند. يا از گره اتصال بررسانتشار موج و بازتاب آن ر ،هيل فورياستفاده از تبد و است فرض شده

 يفيط يس سختيو ماتر ختيآم درهم املبه طور ك و اجزاء محدود را يفياستفاده از روش ط ي هلأمس ]12[ دويل

متغير در نظر گرفته و تابع خرپايي با سطح مقطع  ،هوي در اين مقال المان خرپا ارائه كرد. ي) را برايكينامي(د

سازه متعاقباً با استفاده از  لابع بسل به دست آورده است. ماتريس سختي طيفي كشكل را با استفاده از توتغيير

  هاي مرسوم آناليز ماتريسي محاسبه شده است. روش

ل يفرانسيد ي ك، مشتقات مربوط به زمان در معادلهيبا استفاده از فرض حركت هارمون رزنبرگيآ ]13[ در مرجع

استفاده  يتوان يحاصل نسبت به مكان از سر ي معادله حل يو برا هكرد را حذف ير سه بعديك المان تي يا پاره

محاسبه ر يت چندين ستم متشكل ازيك سيق يدق يها انسو فرك هگرديداستخراج  يس سختيماتر سپسه است. نمود

  .شده است

انجام  ]14[ سيل و فريتوسط دو يمحور يروينچش و يفتن پگربا درنظر ير اولر سه بعدياز ت يكامل يبند فرمول 

ن روش با روش معمول يج حاصل از ايه است. نتاوابسته به فركانس استخراج گرديد يفيط يس سختيماتر و شده

ن يمهم ا يها تيمز، رديدهكه به طور جامع ارائه گ يفيه روش طيپا يبند فرمولسه شده و علاوه بر يمقااجزاء محدود 

در مورد  ينسبت به روش اجزاء محدود معمول يفير در روش طكمت ي محاسبهان شده كه عبارتند از: زمان يب نيز روش

ق در يبه طول المان و مدل كردن جرم گسترده به صورت دق پاسخ ين مقاله، عدم وابستگيز شده در ايآنال يها مدل

  .فركانس ي هباز

توان از توابع  يم ،م باشدير به نسبت طول المان ملايين تغير داشته باشند و ايمتغ يموج مقاطع بستراگر قطعات 

 ]15[ در مرجع. باشد تري مي دقيق حلاز به ين ،باشند زيادرات يين تغياما اگر ا ؛استفاده كرد يمعمول يفيشكل ط

كل در  يانرژ يساز اصل كمينه به كار بردنبا  . آنهااند دادهقرار  ين موضوع را مورد بررسيل ايشنان و دويگوپالاكر

 حل .اند را به دست آورده توابع شكل ،اعضا يبرا ير ارتفاع خطييبا فرض تغ ،يتزر فركانس و استفاده از روش ي هباز

 ]15[ كه در يست. در مراجعين يكاربرد عملچندان قابل  ،يدگيچيگونه مقاطع به علت پ نيا حاكم بر ي همعادل قيدق

به المان  يجانب يآزاد ي هن درجير اولر ارائه شده است. علاوه بر ايت يبرا يليتحل يها ن حلياز ا يبرخ ،دنوجود دار

توابع ، و اتصالات) اثر پوآسون لحاظ شود. توابع شكل ها لولهلات در ي(مثل تبد ريتا در مقاطع متغ ]16[اضافه شده 

 يكيناميد يسخت يها سيماتر با استفاده از اين توابع شكل، اند و شدهبا مقطع ثابت فرض  دقيق براي تير يفيط

دارند،  يبيفركانس هرچند كه توابع شكل تقر ي هباز ها در المانن يند. استفاده از ايآ ير به دست م) و بردار بايبي(تقر

با دقت  يجواب ،زمان ي هدر باز يمعمولنسبت به روش اجزاء محدود  يار كمتريدهد كه با تعداد المان بس ينشان م

ر و ... يبا مقطع متغ اتصال يها گوشهدر نش تمركز ت همانند ،گرهدر خود  يد. اما اگر مسائليآ يكسان به دست مي

بودن  يبين به علت تقرياست. علاوه بر ا يالزام مناسب يبند الماناده از روش اجزاء محدود با استف ،مورد نظر باشد
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ش تعداد يشود كه با افزا يها مشاهده م پاسخ يدر بعض ي، پاسخ به طول المان وابسته است و ارتعاش مجازروش اين

  ابد.ي ياهش مالمان ك

مكان  يبر رو گسسته ي هيفور ليه و تبديفور يبا استفاده از سر يط دو بعديدر مح معادلات موج] 17در مرجع [

عدد  ي هبه مختص y ي هل مختصياز تبد يبه عبارت .]17[ اند شدهحل  ،زمان يبر رو )FFT( 1سريع ي تبديل فوريهو

و تابع  ديفرانسيل جايگذاري شده ي معادلهسپس نتيجه در  ؛اده شدهو تبديل زمان به فركانس استف y يدر راستا موج

دست  به يها لشك رييتغبا استفاده از  .آمده استدست  معمولي ديفرانسيل به ي همعادل حلاز  x ي وابسته به مختصه

. اند شده ت محاسبهينهايمه بين گرهيو تك گرهي دو  يدو بعد يها المان يبرا يدو بعد يفيط يس سختي، ماترآمده

دارد.  يگر طول محدوديد يو در راستاطول نامحدود  يك راستا داراياست كه در  يالمان ،گرهيمنظور از المان دو 

ن روش با مشكل مواجه يا ،محدود يها طيمح يك بعد است كه براين نامحدود بودن در ين روش هميضعف ا

  شود. يم

نازك را حل كردند. آنها با استفاده  ي هصفحارتعاش  ي لهأمس ،طيفيروش  با استفاده از ]18[ ال و همكارانيدان

بر  y يدر راستا ي راليتبد  هيفور يسپس با استفاده از سر انجام دادند.زمان  يل رويك تبدي سريع ي تبديل فوريهاز 

 يكيناميل تعادل ديفرانسيد ي همعادل و اعمال كردند ،طول نامحدودي دارد yاز صفحه كه در راستاي  يالمان يرو

 ينامحدود بودن صفحه در راستا ،طور كه ذكر شد ن روش همانيحل نمودند. ضعف ا xر مستقل يمتغ يصفحه را برا

y كند. طول  يستم اعمال نميه به سيفور ين روش و سريدر هنگام استفاده از ا يخاص يط مرزيجه شراياست كه در نت

ن فاصله در يبزرگ انتخاب شود كه ا اي اندازهد به يه بايفور يدر هنگام استفاده از سر y يتناوب در راستا ي هدور

ل موج به يكه اگر در مدت زمان تحل ين معنياثر نگذارد؛ به ا يبعد ي در پنجره ،ليتحل يمدت زمان انتخاب شده برا

 ي پنجرهن است كه موج در يه همانند ايفور يبودن سر يبه علت تناوب ،برسد y يانتخاب شده در راستا ي همرز فاصل

ل زمان به يدر تبد نامناسب يزمان ي هشكل پنجرم مانندشود ( ين پنجره ميده و وارد ايز به مرز رسيه نيهمسا يمكان

  فركانس).

 ،سريع ي تبديل فوريهحل كردند. آنها با استفاده از را 2يلو ي هك صفحي ارتعاش ي همسأل ]19[ همكارانو يل

در ؛ كردند فرض ينوسيس توابع شكل را يمفصل يدر راستا سپس .ديل نمودندتبفركانس زمان به  ي حوزه له را ازأمس

و  يك ليوسي. ديآ يبه دست م ديفرانسيل حاكم بر ارتعاش صفحه ي معادله حل توابع شكل از y يدر راستانتيجه 

 ن روشيكردند او اضافه  انجام دادند هيل فوريبا استفاده از تبد يفيبر روش ط يك مرور كلي ]20[اران در مرجع همك

  ار دارد.يبس ي هتوسع يجا ،ر و خرپايت مربوط به ر از مسائليو غاست  توسعه ريمس يدر ابتدا كماكان

 3تابعي مواد هدفمندبا  ييهاريبلكه انتشار موج در ت ؛نبوده دودساده مح ير هايت حل تنها به يفيطاستفاده از روش 

ه، پالاز و يل فوريبا استفاده از تبد يفيروش ط ي هتوسع ي همادر اد ].21[ قابل بررسي استن روش يا توسط زين

را با استفاده از توابع شكل استاندارد و مرسوم در  4اي از جنس مواد مركب چند لايهموشنكو ير تيك تي ]22[ همكاران

                                                                                                       
                                                
١Fast Fourier Transform 
٢Levy 
٣Functionally graded beams 
۴Laminated multilayer composite beam 
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وجود دارند  يضرايب ثابت توسعه يافته تنها در معادلات حل نمودند. ،ل استيدو ي هتوابع مورد استفادكه  يفيروش ط

در سرعت و شكل موج مورد  يبند هير جهت تارها و لايتأثدر اين مرجع مختلف هستند.  يها لايه يها كه تابع ويژگي

  قرار گرفته است. يبررس

 ز استفاده شده است.يل هنكل و لاپلاس نياز تبد و ستيه محدود نيل فوريتنها به تبد يفياستفاده از روش ط

ن روش از يدر اارائه شد.  ]23[گاوا و همكاران يتوسط اق آن با روش اجزاء محدود يس و تلفل لاپلاياستفاده از تبد

 s ي هر در بازيت يكيناميد يس سختيو ماتر گشته ن تبديل استفادهارون ايي و محاسبه يبرا يمناسب يتم عدديالگور

، ريمدل كردن ت يك المان براي ه ازدر صورت استفاد ن روشي. دقت ااست ر مستقل مشابه با زمان) ارائه شدهيمتغ(

ار يبا تعداد المان بس يروش اجزاء محدود معمولپاسخ حاصل از با  همگرااست كه  هيل فوريهمانند استفاده از تبد

  ه را ندارد.يل فوريبودن تبد يل لاپلاس مشكل تناوبين تبدي. علاوه بر اباشد ميشتر يب

ابد. ي ين روش گسترش ميكاربرد ا ي هگذرد دامن يم يفيروش ط ي هو ارائ يبند فرمول ي توسعه ج كه ازيبه تدر

رار گرفته است. علاوه بر ق ياجمال يمورد بررسك يزوتروپير ايغ يرهايدر ت  ن روشيكاربرد ا يمراجع قبل يبرخ در

 يرهايا و ته پره يكيناميل ديو تحل يعيطب يها افتن فركانسي ين روش براياز ا نود و همكارانيو ]24[در مرجع  اين

ن روش در هنگام يا يتوانمند ياين خود گويا .دان موتور جت استفاده كرده يها ا پرهيكوپتر يهمانند ملخ هل ،چرخنده

ن يكه در مورد سلامت ا ييها شيآزمادر كه  نيبالا است. به علت ا يها افتن پاسخ به محرك در فركانسه ياز بين

ضربه به سازه ا به جسم خارجي (همانند پرندگان) بار به صورت ه ين پرهيا هنگام برخورد ا رديگ يها صورت م غهيت

مناسب  يوجود دارد. بنابراين روش اجزاء محدود طيف يا بار ضربه پاسخ در برابر ي احتياج به محاسبه ،شود اعمال مي

با  نود و همكاراني. ودهند يبالا ارائه نم يها در فركانس يمرسوم اجزاء محدود پاسخ مناسب يها را روشيز ؛باشد مي

ه ن معادليدر ا .اند به دست آوردهفركانس  ي بازه دررا ديفرانسيل ارتعاش پره  ي معادله ،عيسر ي هيل فورياعمال تبد

وجود  ،دوران است يبازو حاصل از دوران كه تابعي از يمحور يرويمربوط به ن ،صاتمختضريب وابسته به  كي

 حلو  روين نياستفاده از حداكثر ا -1از دو راه استفاده كردند: ر مستقليه متغب وابسته بين ضريحذف ا ي. برادارد

بدون در نظر  يمعمول يفياستفاده از توابع شكل ط - 2 ،با اين ضريب ثابتديفرانسيل براي يافتن توابع شكل  ي معادله

جه گرفتند كه در يو نت را حل كردهستم يس ارتعاش حاكم بر ي همعادل ،فرضن دو يبا استفاده از ا آنها .روين نيگرفتن ا

  . باشد تر مي روش اول كلاً مناسبتحليل شده در مقاله  مسائل

ك به هم متصل هستند از فرض يالاست يفنرها ي هليكه به وس ير موازيدو ت يكيناميل ديتحل يبرا ]25[ و هوآ يل

  ك استفاده كردند و مشتقات وابسته به زمان را حذف نمودند.يپاسخ هارمون

كامپوزيت تحت بار را توسط روش اجزاء محدود طيفي در  ي هصفح ،تري و همكارانروچاكراب ]26در مرجع [

اند. صفحه در يك بعد داراي طول نامحدود است. علاوه بر كامپوزيت بودن صفحه  فركانس مدل كرده ي هحوز

) با مقدار ويژه ي همسأل يك حليا به عبارتي عدد موج ( ي هاصلي بحث شده در اين مرجع، محاسب ي همسأل

وج در يك محيط فركانس به خوبي انتشار م ي ههاي نوين است. آنها نشان دادند روش طيفي در حوز الگوريتم

ديدگي ورق كامپوزيت پرداختند.  اين روش به بررسي محل ترك و آسيبكند. با استفاده از  غيرهمگن را مدل مي

 ،ك بعد ورق نامحدود فرض شده است. با توجه به مراجع ذكر شدهبايد توجه داشت كه در اين مقاله نيز در ي
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فركانس استفاده  ي ههاي مختلف كه از روش طيفي در حوز ط دوبعدي به صورت عمومي در مقالهنامحدود بودن محي

ه از با استفاد باشد. در اين مرجع مي در راستاي نامحدود ايط مرزيشر دليل اين امر عدم اعمال .كنند وجود دارد مي

 و ان گشتهاي از جملات سينوسي (يا كسينوسي) بي به صورت مجموعه شكل موج ،مختصات يه بر روتبديل فوري

ديفرانسيل و شرايط مرزي به صورت دقيق  ي هجايي در راستاي عمود بر طول نامحدود با توجه به معادل هبسپس جا

مكاني در راستاي  ي هاين است كه پنجر ،هذكر شد] 18[ مرجع طور كه در همانمهم  ي ه. تنها مسأليدآ ميدست  به

موج به مرز اين پنجره نرسيده باشد؛  ،اي بزرگ انتخاب شود كه در پايان زمان تحليل نامحدود بايد به اندازه

مورد تحليل وارد شده و جواب داراي خطاي قابل  ي همكاني همسايه به منطق ي هصورت اثر موج پنجر درغيراين

  شود. يم توجهي

  

ب هر يا و معايمزا يان برخيو ب استانداردو اجزاء محدود  يفيط اجزاء محدود روش ي هسيمقا -1-4

  كدام
 ،روشن يبا ا يساز مدل در قدرتمند يافزارها نرمفزون روش اجزاء محدود و وجود روزا ي هبا توجه به توسع

استفاده نشده است. با  ها يساز لمد برخي يبرا استاندارد اء محدوداجزاست كه چرا روش  ين سؤال باقيا يجا

با استفاده از روش اجزاء محدود  ]27[. بازانت شود يمپاسخ داده  پرسشن يمسائل به ا يان برخيچند مرجع و ب يبررس

س جرم ي. او از ماتره استپرداخت يا صفحهانتشار موج  يبه بررس يخط يگره چهار يليو استفاده از المان مستط

در ماتريس جرم  .كرده استاستفاده  ،حالت استن دو يان ايم يسيس جرم ثابت كه ماتريروسته و متمركز و ماتيپ

 يگسترده بر رو جرم به صورت ي و بقيه شدهها اختصاص داده  به گرهاز جرم ابتدا به صورت متمركز  بخشي ،ثابت

در اين مقاله  .ابدي يتصاص ماخ يدرجات آزادبه  ،توابع شكل با استفاده از اين جرم گسترده وشود  توزيع ميالمان 

ان ي) بير (روش تفاضل مركزيبه صورت ز ي، مشتق دوم زمانيوابسته به زمان به صورت عدد ي همعادل حل يبرا

  .شود مي

)1 -9(                                                                                                         ( )
k k ,r 1 k ,r k ,r 12

1
u u 2u u

τ
+ −

≈ − +&&  

 يبررس يبراباشند.  گام زماني مي ي هگره و شمار ي هگام زماني، شمار نمايانگربه ترتيب  r و τ ،kرابطه در اين 

(محلي كه طول  ها ي المان تغيير اندازه محل در يمجاز 1تا بازتاب است استفاده شده المان ي از دو اندازه تر كامل

 بر اساس اين نتايج، ؛ار جالب استيبس ين بررسيج ايشود. نتا يابيارزكند)  مي اجزاء محدود تغيير ي شبكها در ه المان

ل حالت جرم متمركز و نسبت طو يبرا 10تر از  نسبت طول موج به طول المان كوچك يكه برا است هنشان داده شد

شود.  دو المان با اهميت مي ي يير اندازهاز مرز تغ يزجرم گسترده بازتاب مجا يبرا 6تر از  موج به طول المان كوچك

در واقعيت وجود ندارد و هر  پاشندگيدر محيط الاستيك مورد بررسي در اين مقاله بازتاب و  كه بايد توجه داشت

 است. ها المانليل به جهت حركت موج و طول حساسيت تح، ديگرنوع بازتاب يا پراش مجازي است. مورد جالب 

 تر المان بزرگوارد شده به قسمت با  موج ،دشو تر بزرگمحيط با المان  تر وارد كوچكز سمت المان اگر موج ا

                                                                                                       
                                                
١Reflection 
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از موج  بخشي ،المان! اين موضوع با بقاي انرژي در تضاد نيست زيرا در مرز دو نوع شود تر مي نيز بزرگ اش دامنه

ز شار انرژي موج اوليه است. اگر شار انرژي موج شار انرژي موج وارد شده كمتر ا و كند مي پيدا اوليه بازتاب مجازي

در محل  وارد شده و موج منعكس شده با هم جمع شوند بايد برابر با شار انرژي (يا همان نرخ انجام كار) موج اوليه

ديگري كه  ي هتواند براي صحت تحليل مورد استفاده قرار گيرد. نتيج كه اين موضوع مي شود المان ي تغيير اندازه

گذارد كه اين موضوع به شرط  مجازي مياثر ناچيزي بر بازتاب  )9-1(انت ارائه كرد اين بود كه استفاده از فرمول باز

اين مطلب در مورد روش  كه برقراري شرط پايداري براي انتخاب گام زماني صحت دارد. البته بايد تـأكيد شود

2ضمني و در مورد روش ه كار رفته در اين مقاله صادق بودهب 1صريح
نياز به له سأمبا توجه به بزرگي گام زماني،  

 المان با بعد تر در مقايسه با جرم متمركز و با طول المان بزرگ جرم پيوسته ها  در اين مدلد. بررسي بيشتري دار

تري دارد  ي عددي مناسبراجرم متمركز پايد ،دهد. اما بالعكس تري ارائه مي هاي طبيعي صحيح فركانس ،تر كوچك

ايي كه باعث ايجاد ه تمامي فركانس داد كهماند. بازانت پيشنهاد  تر جواب همچنان پايدار مي بزرگ τبا انتخاب و 

زيرا به پاسخ در  ؛فيلتر شده و از پاسخ حذف گردند شوند، ميترين المان  برابر بزرگ 10از  تر طول موجي كوچك

گستردگي داشته فركانس  ي هاثر باري باشد كه در حوز سازه تحتاگر  بنابرايننيست. اين بازه از فركانس اعتمادي 

 كه از نياز است كوچكبسيار  هاي المانبه  ،)بار ناشي از عبور يك اتومبيل با سرعت بالا اي هبار ضربباشد (همانند 

  كاهد. ميبا توابع شكل استاندارد  بازده تحليل به روش اجزاء محدود

بعدي با استفاده از المان يك يكنواخت  بندي يك شبكهارتعاش مجازي را در پاشش و  ]28[جرز جيانگ و را

هايي با طول يكسان، اثر خطاي  بندي يكنواخت و المان در اين مقاله با استفاده از شبكه خرپاي معمولي بررسي كردند.

پرداخته شده بر روي ميزان خطاي تحليل  زيسا گسستهبررسي اثر  تنها به ي المان حذف شده و ناشي از تغيير اندازه

جازي بر ارتعاش م هاي زماني گامدال استفاده كردند تا اثر واز آناليز م از معادلات، گيري انتگرال. آنها به جاي است

وجود داشته باشد. دي حاصل ودال و بار موتحليلي براي آناليز م حلانتخاب كردند كه  اي گونهوارد نشود و بار را به 

اختلاف  ي ه. با مشاهدباشد دو ميا بين اين ه ياتريس جرم مورد استفاده همانند مقاله بازانت جرم متمركز، جرم پيوستم

به علت كاهش درجات آزادي  3وجود فركانس قطع - 1دو دليل اصلي براي اين خطا ارائه شد:  ،پاسخ با پاسخ تحليلي

 كه هرچند دهاي بالاتر.وفركانس م ي هقابل ملاحظه در محاسبخطاي  -2 به مقدار محدود در مدل گسسته نهايتبياز 

در اجزاء محدود عادي گاه  ، ولي اين خطا هيچدهد تركيبي اين خطا را كاهش مي ه يااستفاده از ماتريس جرم پيوست

ها داراي خطاي كمتري هستند.  ركانسدي به نسبت فود كه اشكال موش مي علاوه بر اين مشاهده شود، صفر نمي

اي با ميرايي صفر  در ميله شده منتشر اگر شكل موج .دقت دارد يكه جا ضوع مهم ديگري در اين مقاله وجود داردمو

 تعدادشود كه اين شكل به  مي ديده ،ترسيم شود موج ي هاز ابتدا تا جبهاي اعمال شده است،  كه در ابتداي آن بار پله

شكل  ،ور كرده باشدعب متري سانتي 10المان  15ي مثلاً اگر موج از عني ؛داردالماني كه موج از آن عبور كرده بستگي 

 30نه  ،عبور كرده متري سانتي 5المان  15مشابه شكل موج در هنگامي است كه از  متري سانتي 150موج در اين طول 

                                                                                                       
                                                
١Explicit 
٢Implicit 
٣Cut off frequency 
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الماني كه موج از  ادتعدشكل ارتعاش مجازي نيز به  ،شود. علاوه بر اين مي متر سانتي 150كه برابر  متري سانتي 5المان 

هاي معمول  شود كه اجتناب از خطاهاي فوق در روش بيان ميطور كلي در اين مقاله  آن عبور كرده بستگي دارد. به

 ناممكن است.با توابع شكل مرسوم اجزاء محدود 

له أاخته است. او براي تحليل عددي مسپرد يدو بعد محيط اي در به بررسي انتشار موج صفحه ]29[چروكوري 

است.  داده مورد بررسي قرار را انتشار موج هارمونيك و تفاضل محدود استفاده كرده و محدوداز دو روش اجزاء 

ي  رفتار موج در تحليل عددي يك صفحه كه شود ميتحليلي مقايسه گرديده و نشان داده  حلبا استخراجي پاسخ 

رفتار واقعي موج در اين صفحات، وابسته به جهت  نكهاست؛ حال آ انتشار با ابعاد بزرگ، وابسته به جهت همسانگرد

  انتشار نيست.

راي بررسي انتشار موج محدود ب روشي نو در اجزاء ي همحققين سعي در ارائ ،به علت وجود خطاهاي ذكر شده

معايبي كدام داراي ها هر روش ديگري در ارتباط با اين موضوع وجود دارد. اين منابع ]32[. در مرجع ]31 ،30[نمودند 

رغم وجود مشكلات ذكر شده در روش اجزاء محدود در  علي است.به آنها اشاره شده  ]32[ مرجع است كه در

اين روش توانايي بالايي در مدل كردن مسائل غير خطي هندسي و مادي  ،بررسي انتشار موج و پاسخ ديناميكي سازه

به مسائل  و اين روش وجود ندارد ي فركانس حوزه قابليت در روش اجزاء محدود طيفي استاندارد در دارد كه اين

در  زياديي مناسب توابع شكل، دقت  اما روش طيفي با توجه به محاسبه شود. خطي هندسي و مادي محدود مي

نكات  ها و ها به تحريكاتي با محتواي فركانسي بالا دارد و با در نظر گرفتن محدوديت تخمين پاسخ ديناميكي سازه

  باشد. ها مي مسائل ارتعاش سازه حلي اين روش، ابزاري توانمند در  كلي حل به وسيله ضروري در روند

  

  ]33 و 4[ فوريه 2و گسسته 1پيوسته تبديل -1-5

  ؛]4[ شوند مي تعريف چنين ترتيببه  فوريه و تبديل معكوس فوريه ي تبديل پيوسته

)1 -10       (                                                                                                            iˆ( ) ( ) dt
f f t e t

ωω
∞ −

−∞

=∫  

)1 -11(                                                                                                             i1 ˆ( ) ( ) d
2

t
f t f e

ωω ω
π

∞

−∞

= ∫  

)ي  تابع تحليلي كه در كل دامنه روي يك فوريه بر ي پيوستهتبديل  , )−∞ تعريف شده باشد قابل كاربرد  ∞+

ي زماني  ارند و تنها در بازهدعمل بسياري از توابع ورودي به صورت آزمايشگاهي و گسسته وجود است. اما در 

وجود  )11-1) و(10- 1(هاي روابط  نتگرالتحليلي براي ا حلهمواره  لزوماً علاوه بر اين شوند. ميمحدودي تعريف 

و معكوس آن به شكل  ي فوريه باشد. تبديل گسسته گسسته مناسب مي ي ندارد. در اين مواقع استفاده از تبديل فوريه

  ؛شوند زير تعريف مي

)1 -12                (                                                              
i 21 1

i

0 0

ˆ( ) n m

n mN N
t N

n m m

m m

f t f e t f e

π
ωω

−− −
−

= =

= ∆ = ∆∑ ∑  

                                                                                                       
                                                
1Continuous Fourier transfom 
٢Discrete Fourier transform 
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)1 -13                             (                                                              
i 21 1

i

0 0

1 1ˆ ˆ( ) n m

n mN N
t N

m n n

n n

f t f e f e
T T

π

ω
− −

= =

= =∑ ∑  

  كه در اين روابط

T N t= ∆  

)1 -14               (                                                                                                                             2
n

n

T

π
ω =  

mt m t= ∆  
N  ها، داده كلتعداد T تناوب و  ي دورهt∆ .ها  داده كلهرچند تعداد  بايد توجه داشت كه نمو زماني استN 

1Nت، بيشترين مقدار شمارنده اس براي استفاده از اين تبديل  شوند. ها از صفر شروع مي است؛ زيرا شمارنده −

 شود. ي فركانس محاسبه مي فوريه تابع در حوزه ي سپس با اعمال تبديل گسسته .شود تابع متناوب است فرض مي

 2و تاكي 1توسط كولي 1956سريع در سال  ي الگوريتم تبديل فوريه ي رائهسريع پس از ا ي استفاده از تبديل فوريه

اين دو تنها تفاوت  .باشد يكسان مي عيگسسته و سر ي هاي حاصل از تبديل فوريه گسترش زيادي پيدا كرد. پاسخ

يكسان  سريع از خاصيت ي در تعداد محاسبات و در نتيجه، زمان محاسبات است. در الگوريتم تبديل فوريهروش، 

استفاده از تبديل  ،شود. در عمل استفاده مي )13-1) و(12-1(روابط  در n و mبودن توابع نمايي در مقادير مشخص از 

ي  به مرتبه 22Nي  گسسته تعداد عمليات رياضي (جمع و ضرب) را از مرتبه ي سريع به جاي تبديل فوريه ي فوريه

2

3
log

2
N N سريع براي بهينه شدن محاسبات بايد تعداد  ي تبديل فوريه. با توجه به نوع الگوريتم ]4[ دهد كاهش مي

افزارها اين مطلب اجباري نيست و تنها باعث افزايش بازدهي  باشد؛ هرچند كه در بسياري از نرم 2نقاط تواني از 

 الگوريتم است.

قسمت حقيقي  )10- 1(اين است كه با توجه به روابط  ،ي ضرورت داردنويس اي كه توجه به آن در برنامه نكته
ˆ( )f ω ي  به صورت تابعي زوج و قسمت موهومي به صورت تابعي فرد است. فركانس شماره/ 2N )/ 2 1N + 

0حال عدد  .دگوين مي 3امين مقدار) را فركانس نايكوييست / 2n N< ي  رابطهبا توجه به  .گيريم را در نظر مي >

  ؛داريم )12- 1(

)1 -15             (     

i2 ( /2 )
i ( 2 / )

1 1

0 0

1

0

1

0

ˆ( / 2 )

(cos( 2 / ) i sin( 2 / ))

( cos(2 / ) i sin(2 / ))

m N n
m m n NN

N N

m m

m m

N

m

m

N

m

m

f N n t f e t f e

t f m m n N m m n N

t f m n N m n N

π
π π

π π π π

π π

− +
− +

− −

= =

−

=

−

=

+ = ∆ = ∆ =

∆ + − + =

∆ ±

∑ ∑

∑

∑ m

  

 و

                                                                                                       
                                                
١Cooley 
٢Tukey 
٣Nyquist frequency 


