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ণپاسࢂචاری

ଘෙय़ච໊ૼنৗوಶඍنآड़وࣾت ૼنു়هیآندود॥تऒوলم
ਭห࣪وهیراهرಶ౮نآड़وࣾت دণ࣎مبࢂभඟࢌوپاଘپاୀد

ای فرزانه و دلسوز اساتید های اشارت و ها راهنمایی حاصل ما های موفقیت گمان بی

اکنون کنند. مͬ سیراب خویش دانش و علم کران بی دریای از را ما دریغ بی که است

استاد ریای بی و صادقانه های تلاش از را خود سپاس مراتب تواضع با و ادب رسم به

و دارم، مͬ ابراز گرفتند عهده بر را نامه پایان این راهنمایی که دනرࣅباسफخاری گرانقدرم
دهم. قرار زیستنم ی سرلوحه را ایشان شͺیبایی بتوانم که امیدوارم

عهده بر را نامه پایان ی مشاوره زحمت که دනراඖناऻબھای و دනرख़مداୀی آقایان از همچنین
سپاسͽزارم. بسیار داشتن

نظرات نقطه از را من نامه پایان داوری پذیرفتن با که دනرعਚیৎࡷوی و دනرඇඖ࣐مඵোری آقایان از و
دارم. را تشͺر و سپاس نهایت ساختند مند بهره ارزشمندشان



چͺیده

موردحدسC١-چگالشپالیس نتایجیدر

وسیله�ی: به

پو جلالͬ سمیه

نوعͬ، خاصیت بعدی، چند دور ،ͷهموکلینی مماس هذلولوی، دیفیومورفیسم C١-چͽالش، حدس کلیدی: واژه�های

نوعͬ C١-تماس، لم ضعیف، ترایای مولفه ضعیف، ترایای مجموعه ،ͷهموکلینی بستار ،ͷهتروکلینی دور تسلطͬ، تجزیه

جزئͬ. هذلولوی بودن،

با Mهمراه روی دیفیومورفیسم�های تمام مجموعه Diff١(M) و باشد، کران بدون فشرده منیفلد ͷیM فرضکنیم

یͷدیفیومورفیسم با مͬ�توان Mرا روی دیفیومورفیسم هر که مͬ�کند C١-چͽالشپالیسبیان حدس باشد. C١-توپولوژی

در ما زد. C١-تقریب بعدی چند دور ͷی با دیفیومورفیسم با یا ،ͷهموکلینی مماس ͷی با دیفیومورفیسم با یا هذلولوی،

C١-چͽالش قضیه که مͬ�گیریم نتیجه همچنین و مͬ�کنیم، ارائه C١-توپولوژی در را پالیس حدس از نتایجͬ پایان�نامه این

با دیفیومورفیسم با یا هذلولوی، دیفیومورفیسم ͷی با مͬ�توان را M روی C١-دیفیومورفیسم هر مͬ�کند بیان که سه�گانه

حدس از دیͽری بیان زد، C١-تقریب بعدی چند دور ͷی با دیفیومورفیسم با یا ضعیف، ترایای مولفه�های نامتناهͬ تعداد

است. پالیس

د
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٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷارگودی نظریه ١-٣
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٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سرکش و رام دیفیومورفیسم�های ١-٧

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزئͬ هذلولوی سیستم�های ١-٨

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیاپانوف نماهای ١-٩

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷهموکلینی انشعاب�های ١-١٠

۵٧ پالیس C١-چͽالش حدس مورد در نتایجͬ ٢

۵٧ . . . . . . . . . . . مسطح دیفیومورفیسم�های برای هذلولوی و ͷهموکلینی مماس�های ٢-١
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ه�
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پیشگفتار

دیفیومورفیسم تمام مجموعه ،r ≥ ٠ ،Diffr(M) و باشد کران بدون و d-بعدی فشرده Mیͷمنیفلد فرضکنیم

پالیس١ حدسمشهور مشتق�پذیر، دینامی�ͷهای در اصلͬ مسایل از ͬͺی باشد. Cr-توپولوژی با Mهمراه روی �ها

مͬ�شود. بیان زیر به�صورت که [٣٣ ،٣١] است

چند دور ͷی یا ͷهموکلینی مماس ͷی Mبا روی دیفیومورفیسم�های -Cr” پالیس: Cr-چͽالش حدس

هستند.“ Cr-چͽال هذلولوی سیستم�های Cr-بستار متمم در بعدی،

واقع در .[۴٠] است شده ثابت سامبارینو٣ و پوژالس٢ توسط C١-توپولوژی در پالیس حدس ،٢ بعد در

مماس ͷی با یا هذلولوی دیفیومورفیسم ͷی با مͬ�توان را دیفیومورفیسم هر ،٢ بعد در که کردند ثابت آن�ها

درباره�ی را نتایجͬ ون۴ که چند هر است باز هنوز پالیس حدس ٢ از بالاتر ابعاد در زد. C١-تقریب ͷهموکلینی

ͷهموکلینی مماس از دور f دیفیومورفیسم اگر که کرد ثابت او است، کرده بیان بالاتر ابعاد برای پالیس حدس

.[۵١] دارد هذلولوی جزئاً ساختار Ω(f) آن�گاه باشد، بعدی چند دور و

ͷمماسهموکلینی و هذلولوی سیستم�های با را آن�ها نمͬ�توان که دارند وجود سیستم�هایی ،٢ از بالاتر ابعاد در

تقریب بعدی چند یͷدور با مͬ�توان را سیستمͬ چنین که مͬ�کند بیان حدسپالیس و [٧ ،۵ ،٢٨ ،۴٧] زد تقریب

،٣ بعد در ون و گن۶ بنات۵ͬ، مͬ�شوند. ظاهر ٣ از بالاتر ابعاد در بعدی چند دورهای که داریم توجه البته زد،

١Palis

٢Pujals

٣Sambarino

۴Wen

۵Bonatti

۶Gan

١



مورس- یا C١-نوعͬ دیفیومورفیسم هر که مͬ�کند بیان حدس این ،[٨] گرفتند نتیجه را پالیس ضعیف حدس

را پالس حدس توانستند پوژالس و کرویسیر٧ نیز اخیراً دارد. بدیهͬ غیر ͷهموکلینی کلاس ͷی یا است اسمیل

.[١٣] کنند اثبات جذبی حوزه�های در

ͷهموکلینی بستارهای هتروکلینیͷو دورهای تماسمداری، درباره�ی را C١-نوعͬ نتایج ون و گن همچنین،

تعداد با ”دیفیومورفیسم�ها : [١۶] که کردند بیان این�صورت به را سه�گانه C١-چͽالش قضیه و آوردند، به�دست

هذلولوی دیفیومورفیسم�های C١-بستار متمم در بعدی، چند دور ͷی یا ضعیف ترایای مولفه�های نامتناهͬ

هستند.“ C١-چͽال

پالیس حدس از دیͽری بیان به�عنوان را فوق سه�گانه C١-چͽالش قضیه که مͬ�کنیم سعͬ پایان�نامه این در ما

دهیم. ارائه

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را زیر مطالب فصل�ها از ͷی هر در که مͬ�باشد، فصل سه شامل پایان�نامه این

مͬ�پردازیم. پایان�نامه در نیاز مورد مقدماتͬ قضایای و تعاریف بیان به اول، فصل در •

مͬ�دهیم، نشان را شد بیان سامبارینو و پوژالس توسط که را ٢ بعد در پالیس حدس اثبات دوم، فصل در •

مͬ�کنیم. بررسͬ ٢ از بالاتر ابعاد در و ٢ بعد در را پالیس حدس از نتایجͬ همچنین و

-C١ قضیه به معروف که مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را پالیس حدس از مهم نتیجه ͷی سوم، فصل در •

است. شده ثابت ون و گن توسط و است سه�گانه چͽالش

٧Crovisier

٢



١ فصل

پیشنیاز�ها

مقدماتͬ مفاهیم ١-١

بسته زیر�مجموعه�های تمام از متشͺل ٢X و d متر با همراه فشرده فضای ͷی X کنید فرض .١.١.١ تعریف

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت ٢X روی dH هاسدورف متر Xباشد.

dH(Y,Z) = inf{ϵ > ٠ : Y ⊆ Nϵ(Z) , Z ⊆ Nϵ(Y )}

.A ⊆ X هرگاه Nϵ(A) = {x ∈ X : d(x,A) < ϵ} که

M Crاز نگاشت�های تمام فضای ،r ≥ ٠ ،Cr(M,Rs) و فشرده منیفلد ͷیM فرضکنید تعریف٢.١.١.

یافت Mچنان برای V١, . . . , Vn باز همسایͽͬ�های از متناهͬ ��پوشش ͷی مͬ�توان این�صورت در باشد. Rs به

به�طوری�که باشد، داشته قرار (Ui, ϕi) مختصاتͬ ͬͽهمسای ͷی دامنه در Vi هر که

ϕi(Ui) = B(٠)٢ , ϕi(Vi) = B(٠)١

مͬ�دهیم قرار f ∈ Cr(M,Rs) هر برای است. x مرکز و ϵ شعاع به گوی ͷی Bϵ(x)

fi = f ◦ ϕ−١
i : B(٠)٢ → Rs

و

∥f∥r = max
i=١,...,k

sup{∥fi(u)∥, ∥Dfi(u)∥, . . . , ∥Drfi(u)∥ : u ∈ B(٠)١}

مͬ�نامیم. توپولوژی - Cr را نرم این توسط شده تعریف توپولوژی

٣



کنید.) رجوع [٣٢] به بیشتر جزئیات (برای نیست. وابسته �Viها انتخاب به ͷمتری این که مͬ�کنیم توجه

داخلͬ ضرب Mنگاشت منیفلد روی ریمانͬ یͷمتر .٣.١.١ تعریف

< , >p : TpM × TpM → R ; p ∈ M

برقرارند زیر خواص up, vp, wp ∈ TpM هر برای به�طوری�که است،

< vp, vp >p= ٠ اگر تنها و اگر vp = خاص٠ حالت در ،< vp, vp >p ≥ ٠ .١

< vp, up >p=< up, vp >p .٢

.< αup + βvp, wp >p= α < up, wp >p +β < vp, wp >p .٣

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت ریمانͬ نرم ͷی حال

∥vp∥p =
√

< vp, vp >p

f : M → M و متناهͬ بعد با فشرده ریمانͬ، Cr-منیفلد ͷی M هرگاه ،r ≥ ٠ برای .۴.١.١ ملاحظه

Cr-توپولوژی با همراه M روی -دیفیومورفیسم�های Cr تمام فضای Diffr(M) باشد، دیفیومورفیسم ͷی

مͬ�باشند.

به�طوری�که است، ϕ : M ×G → M پیوسته نگاشت ͷیM روی ͬͺدینامی یͷسیستم .۵.١.١ تعریف

G = Z یا G = R .١

ϕ(x,٠) = x .٢

ϕ(ϕ(x, s), t) = ϕ(x, s+ t) ،s, t ∈ G و x ∈ M برای .٣

روی پیوسته ͬͺدینامی سیستم ͷی ϕ آن�گاه G = R اگر و گسسته ͬͺدینامی سیستم ͷی ϕ آن�گاه G = Z اگر

مͬ�شود. Mنامیده

f که مͬ�باشد f مدار��های ͬͺتوپولوژی ساختار مطالعه ،ͬͺدینامی سیستم�های اصلͬ هدف .۶.١.١ ملاحظه

باشد. دیفیومورفیسم یا و همیومورفیسم ͷی مͬ�تواند

۴



از عبارتند Mبه�ترتیب از x منفͬ مثبتو مدارهای .٧.١.١ تعریف

O+
f (x) = {fn(x) : n ≥ ٠} , O−

f (x) = {f−n(x) : n ≥ ٠}

.Of (x) =
∪

n∈Z f
n(x) هم�ارز به�طور یا مͬ�نامیم، x مدار را Of (x) = {fn(x) : n ∈ Z} همچنین

گوییم، f برای مدار δ-شبه ͷی را M در {xi}bi=a مانند نقاط از دنباله�ای ،δ > ٠ هر برای .٨.١.١ تعریف

،a 6 i 6 b− ١ هر برای هرگاه

d(f(xi), xi+١) < δ ; ٠ ≤ i ≤ n− ١

گوییم x ∈ M و f همیومورفیسم هر برای .٩.١.١ تعریف

نقاط این مجموعه و Of (x) = {x} به�عبارتͬ یا و f(x) = x هرگاه است، f ثابتبرای یͷنقطه x .١

مͬ�دهیم. نمایش Fix(f) با را

یا و fn(x) = x به�طوری�که باشد، موجود n طبیعͬ عدد هرگاه است، f برای متناوب نقطه ͷی x .٢

به�عبارتͬ

Of (x) = {x, f(x), f٢(x), . . . , fn−١(x)}

با را نقاط این مجموعه و مͬ�گوییم xتناوب دوره کند، صدق فوق رابطه در که nی عدد کوچ�ͷترین به

مͬ�دهیم. نمایش Per(f)

عدد هر برای به�طوری�که باشد، موجود x از U ͬͽهمسای ͷی هرگاه است، f برای سرگردان یͷنقطه x .٣

،n طبیعͬ

fn(U) ∩ U = ∅

طبیعͬ عدد x از U ͬͽهمسای هر برای به�عبارتͬ، یا و گوییم ناسرگردان یͷنقطه را xاین�صورت� غیر در

به�طوری�که باشد، موجود n

fn(U) ∩ U ̸= ∅

مͬ�دهیم. نمایش Ω(f) با را نقاط این مجموعه

از f برای {xi}ni=٠ مدار δ-شبه ͷی δ > ٠ هر برای هرگاه است، f برای بازگشتͬ زنجیر یͷنقطه x .۴

یعنͬ باشد، موجود خودش به x

d(f(xi), xi+١) < δ ; ٠ ≤ i ≤ n− ١

۵



مͬ�دهیم. نمایش CR(f) با را نقاط این مجموعه .x٠ = xn = x همچنین

به�طوری�که باشد، موجود f از {xi}bi=a مدار δ-شبه ͷی δ > ٠ هر برای هرگاه .x, y ∈ M کنید فرض

.x! y مͬ�نویسیم آن�گاه y  x و x y هرگاه همچنین .x y مͬ�نویسیم آن�گاه xb = y و xa = x

مͬ�شود نامیده f زنجیری مولفه�های آن هم�ارزی کلاس�های و است هم�ارزی رابطه ͷی CR(f) !روی رابطه

مͬ�دهیم. نمایش Cf با را آن و

x ∈ M و f همیومورفیسم هر برای .١٠.١.١ تعریف

زیر به�صورت و داده نمایش αf (x) و ωf (x) با به�ترتیب را x حدی - α و حدی - ω مجموعه�های .١

مͬ�کنیم تعریف

ωf (x) = {y ∈ M : ∃{nk} ; lim
nk→∞

fnk(x) = y}

αf (x) = {y ∈ M : ∃{−nk} ; lim
nk→∞

fnk(x) = y}

هم�ارز، به�طور یا

ωf(x) =
∩
n∈N

∪
i≥n

f i(x) , αf(x) =
∩
n∈N

∪
i≥n

f−i(x)

.α(x, f) = ω(x, f−١) به�وضوح

مͬ�دهیم قرار .٢

L+(f) =
∪
x∈M

ωf (x) , L−(f) =
∪
x∈M

αf (x)

.L(f) = L+(f) ∪ L−(f) به�طوری�که مͬ�دهیم، نمایش L(f) با را f حدی مجموعه و

.f(A) = A هرگاه f-پایاست، مجموعه ͷی A ⊂ M مجموعه .١١.١.١ تعریف

Per(f) اما هستند، f-پایا و بسته CR(f)مجموعه�هایی Ω(f)و ،L(f) ،Fix(f)به�وضوح .١٢.١.١ نکته

داریم همچنین نیست. Mبسته در کلͬ حالت در

Per(f) ⊂ L(f) ⊂ Ω(f) ⊂ CR(f),

K(f) = K(f−١) ; K = Fix, Per,Ω, CR.

کنید.) رجوع [۴٢] به بیشتر جزئیات (برای

۶



ͬͺتوپولوژی مفاهیم ١-٢

هرگاه گوییم، ͷتوپولوژی مزدوج را g : X → X و f : X → X همیومورفیسم دو .١.٢.١ تعریف

.hf = gh به�طوری�که باشد، موجود h : X → X همیومورفیسم

(برای همیومورفیسم�هاست. تمام فضای روی هم�ارزی رابطه ͷی ͬͺتوپولوژی مزدوج به�وضوح، .٢.٢.١ نکته

کنید.) رجوع [٩] به بیشتر جزئیات

و f : X → X همیومورفیسم هر برای باشند، ͬͺتوپولوژی فضای دو Y و X کنید فرض .٣.٢.١ تعریف

d(h, id) 6 ϵ که h : X → Y مانند همیومورفیسمͬ هرگاه است، ϵ-مزدوج ،g با f گوییم g : Y → Y

.hf = gh به�طوری�که باشد، موجود

است، X در مانده�ای یͷمجموعه R ⊂ X گوییم باشد. ͷمتری فضای ͷی X کنید فرض .۴.٢.١ تعریف

Xباشد. در چͽال و باز مجموعه�های زیر از شمارایی اشتراک شامل هرگاه

است. مانده�ای مانده�ای، مجموعه�های از شمارایی اشتراک به�وضوح .۵.٢.١ نکته

توپولوژی با همراه Y بسته زیرمجموعه�های تمام فضای ٢Y و فشرده فضای ͷی Y که مͬ�کنیم یادآوری

مͬ�باشد. هاسدورف

ϕ : X → ٢Y نگاشت این�صورت در باشد. ͷمتری فضای ͷیX کنید فرض .۶.٢.١ تعریف

باشیم داشته U ⊂ Y باز مجموعه هر به�ازای اگر است، پایینͬ پیوسته نیمه x٠ ∈ X نقطه در .١

U ∩ ϕ(x٠) ̸= ∅,

،x ∈ V هر به�ازای به�طوری�که باشد، داشته وجود x٠ از V ͬͽهمسای ͷی آن�گاه

U ∩ ϕ(x) ̸= ∅.

باشیم Kداشته ⊂ Y فشرده مجموعه هر به�ازای هر�گاه است، بالایی پیوسته نیمه x١ ∈ X نقطه در .٢

K ∩ ϕ(x١) = ∅,

،x ∈ W هر به�ازای به�طوری�که باشد، داشته وجود x١ Wاز ͬͽهمسای آن�گاه

K ∩ ϕ(x) = ∅.

٧



در باشد، بالایی) پیوسته نیمه (یا پایینͬ پیوسته نیمه ϕ : X → ٢Y نگاشت کنید فرض .٧.٢.١ قضیه

است. Rپیوسته روی ϕ به�طوری�که دارد، Rوجود ⊂ X مانده�ای مجموعه ͷی این�صورت

.([٢۴] (ر.ک.به اثبات.

در V و U ناتهͬ و باز مجموعه دو هر برای هرگاه توپولوژیͷنامند، ترایا را f همیومورفیسم .٨.٢.١ تعریف

به�طوری�که باشد، داشته وجود k مثبت صحیح Mعدد

fk(U) ∩ V ̸= ∅.

باشد، Mموجود Rدر مانند مانده�ای زیرمجموعه ͷی �اگر تنها �و اگر است، ͷتوپولوژی ترایا f .٩.٢.١ قضیه

.Of (x) = M ،x ∈ R هر برای به�طوری�که

.([۴٢] (ر.ک.به اثبات.

V و U ناتهͬ و باز مجموعه دو هر برای هرگاه توپولوژیͷنامند، آمیخته را f همیومورفیسم .١٠.٢.١ تعریف

،n ≥ n٠ هر برای به�طوری�که باشد، داشته وجود n٠ مثبت صحیح Mعدد در

fn(U) ∩ V ̸= ∅.

ترایا f این�صورت در Kباشد، پایای مجموعه روی ͬͺتوپولوژی آمیخته f هرگاه که است بدیهͬ .١١.٢.١ نکته

بود. خواهد Kنیز روی ͬͺتوپولوژی

باشد T ترایای مجموعه هر شامل هرگاه گوییم، بیشین ترایای را Λ ⊂ M ترایای مجموعه .١٢.٢.١ تعریف

مͬ�کند. صدق T ∩ Λ ̸= ∅ رابطه در که

در f برای بیشین پایای مجموعه ͷی Λ گوییم باشد، M از زیرمجموعه ͷی S کنید فرض .١٣.٢.١ تعریف

.Λ =
∩

n∈Z f
n(S) باشیم داشته هرگاه است، S

ͷی در Λ هرگاه مͬ�شود، نامیده بیشین) موضعͬ (یا منفرد Λ f-پایای و فشرده مجموعه .١۴.٢.١ تعریف

گویند. Λ از منفرد ͬͽهمسای ͷی را U حالت این در باشد. بیشین پایای Λ از U ͬͽهمسای

مجموعه ͷی Ω(f) در Ω(f) \ Λ هرگاه نامند، Ω-منفرد را Λ f-پایای و فشرده مجموعه .١۵.٢.١ تعریف

باشد. بسته

٨



هرگاه گوییم، شده اشباع Λ f-پایای و فشرده مجموعه به .١۶.٢.١ تعریف

W s(Λ) ∩W u(Λ) = Λ.

موجود U مانند f از ͬͽهمسای-Cr ͷی اگر تنها و اگر است، ساختاری Cr-پایدار f گوییم تعریف١٧.٢.١.

h : M → M همیومورفیسم یعنͬ، باشند. ͷتوپولوژی مزدوج g و f ،g ∈ U هر برای به�طوری�که باشد،

.gh = hf که باشد موجود

باشد، موجود U مانند f از ͬͽهمسای-Cr ͷی اگر تنها و اگر است، Ω-Cr-پایدار f .١٨.٢.١ تعریف

.gh = hf که باشد موجود h : Ω(f) → Ω(g) همیومورفیسم ،g ∈ U هر برای به�طوری�که

مͬ�دهد. نتیجه را Ω-پایداری ساختاری، پایداری .١٩.٢.١ ملاحظه

باشد، موجود U مانند f از ͬͽهمسای-Cr ͷی اگر تنها و اگر است، موضعͬ Cr-پایدار f .٢٠.٢.١ تعریف

.gh = hf که باشد موجود h : U ⊂ M → U همیومورفیسم ،g ∈ U هر برای به�طوری�که

ͷارگودی نظریه ١-٣

هرگاه Xگوییم، روی σ-جبر ͷی Xرا مجموعه زیرمجموعه�های از A ⊂ ٢X ناتهͬ گردایه .١.٣.١ تعریف

X ∈ A (١)

A ∈ A ⇒ Ac ∈ A (٢)

An ∈ A ⇒
∪∞

n=١An ∈ A (٣)

گوییم. اندازه�پذیر مجموعه�های را A اعضای و اندازه�پذیر فضای (X,A)را باشد، σ-جبر ͷی A هرگاه

یعنͬ، است. جمعͬ -σ به�طوری�که Aاست، روی نامنفͬ (نامتناهͬ) تابع ͷیA µروی اندازه تعریف٢.٣.١.

،Ai ∈ A مجزای مجموعه�های از شمارا گردایه هر برای

µ(
∪
i

Ai) =
∑
i

µ(Ai).

یͷمجموعه را پوچ مجموعه متمم و گوییم (تهͬ) پوچ مجموعه را صفر اندازه از یͷمجموعه تعریف٣.٣.١.

شود. شامل را پوچ مجموعه از زیر�مجموعه هر هرگاه (µ به (نسبت است Aکامل σ-جبر گوییم. کامل اندازه با

٩



هرگاه گوییم، احتمالͬ اندازه ͷی را µ باشد. اندازه�پذیر فضای ͷی (X,A, µ) کنید فرض .۴.٣.١ تعریف

.µ(X) = ١

هست، X در β مانند σ-جبر کوچ�ͷترین باشد. ͬͺتوپولوژی فضای ͷی X کنید فرض .۵.٣.١ تعریف

را β روی µ اندازه و گویند برل مجموعه�های را β اعضای دارد. تعلق β به Xدر باز مجموعه هر به�طوری�که

باشد. متناهͬ فشرده مجموعه هر اندازه هرگاه گوییم، برل اندازه

شمارایی اجتماع Fσکه و مͬ�باشد باز مجموعه�های از اشتراکشمارایی Gδکه مجموعه به�وضوح، .۶.٣.١ نکته

هستند. برل مجموعه�های مͬ�باشد، بسته مجموعه�های از

.µ(f−١(A)) = µ(A) ،A اندازه�پذیر مجموعه هر برای هرگاه f-پایاست، یͷاندازه µ .٧.٣.١ تعریف

باشد. متناهͬ اندازه زیر�مجموعه�های از شمارا Xاجتماع هرگاه است، -متناهͬ σ µ اندازه .٨.٣.١ تعریف

اندازه�پذیر T : X → Y نگاشت باشند. اندازه فضاهای (Y, β, ν) و (X,α, µ) کنید فرض .٩.٣.١ تعریف

باشد. اندازه�پذیر اندازه�پذیر، مجموعه هر پیش�تصویر هرگاه است،

داشته صفر اندازه صفر، اندازه از مجموعه هر پیش�تصویر هرگاه گوییم، نامنفرد را T اندازه�پذیر نگاشت ͷی

.µ(T−١(B)) = ν(B) ،B ∈ β هر برای هرگاه گوییم، اندازه حافظ را T و باشد،

حفظ را µ اندازه T تبدیل هرگاه مͬ�شود. نامیده یͷتبدیل خودش به اندازه فضای ͷی از نامنفرد نگاشت ͷی

گوییم. T-پایا را µ آن�گاه کند،

ͷی روی هرگاه است، برقرار (µ.a.e) �جا همه µ-تقریباً یا است برقرار X در صفر مانده به خاصیت ͷی

به�کار صفر“ ”مانده جای به را ”اساساً“ کلمه گاهͬ همچنین باشد. برقرار X در کامل µ-اندازه از زیرمجموعه

مͬ�بریم.

اجتماع متمم ،µ محمل آن�گاه Xباشد، روی برل اندازه ͷی µ و ͬͺتوپولوژی Xیͷفضای اگر تعریف١٠.٣.١.

است. کامل اندازه با بسته مجموعه�های تمام اشتراک هم�ارز، به�طور یا صفر اندازه با باز مجموعه�های تمام

نسبت پیوسته مطلقاً را ν باشند. A σ-جبر با X روی متناهͬ اندازه�های ν و µ کنیم فرض .١١.٣.١ تعریف

.ν(A) = ٠ آن�گاه µ(A) = ٠ اگر ،A ∈ A هر برای هرگاه ،ν ≪ µ مͬ�نویسیم و گوییم µ به

رادون-نیͺودیم) (مشتق dν
dµ با که L

١ تابع ͷی که مͬ�دهد نشان رادون-نیͺودیم١ قضیه آن�گاه ،ν ≪ µ اگر

.ν(A) =
∫
A(

dν
dµ)(x)dµ داریم A ∈ A هر برای که دارد وجود مͬ�شود، داده نشان

١Radon-Nikodym

١٠



(رادون-نیͺودیم) .١٢.٣.١ قضیه

مطلق پیوسته µ به نسبت شده تعریف A روی ν اندازه و σ-متناهͬ اندازه فضای ͷی (X,A, µ) کنیم فرض

ν(A) = ،A ∈ A مجموعه هر برای به�طوری�که دارد وجود f نامنفͬ اندازه�پذیر تابع ͷی این�صورت در باشد.

داریم کند صدق خاصیت این در که g هر برای یعنͬ یͺتاست، f تابع و
∫
A fdµ

g = f µ.a.e.

پوانکاره٢) (بازگشتͬ .١٣.٣.١ قضیه

اندازه�پذیر Aیͷمجموعه هرگاه باشد. (X,A, µ) احتمالͬ فضای ͷی از اندازه حافظ تبدیل ͷی T فرضکنید

هر تقریباً برای نتیجه در .Tn(x) ∈ A به�طوری�که دارد، وجود n ∈ N ،x ∈ A هر تقریباً برای آن�گاه باشد،

.T k(x) ∈ A به�طوری�که دارد، وجود k ∈ N نامتناهͬ تعداد ،x ∈ A

.([٩] (ر.ک.به اثبات.

و باشد X روی برل احتمالͬ اندازه ͷی µ و تفکی�ͷپذیر ͷمتری فضای ͷی X کنید فرض .١۴.٣.١ گزاره

.supp(µ) ⊂ R(f) استو بازگشتͬ نقطه هر تقریباً آن�گاه باشد. پیوسته اندازه حافظ تبدیل ͷی f : X → X

.([٩] (ر.ک.به اثبات.

تابع ͷی باشد. (X,A, µ) اندازه فضای ͷی روی اندازه حافظ تبدیل ͷی T کنید فرض .١۵.٣.١ تعریف

هرگاه T-پایاست، اساساً f : X → X اندازه�پذیر

µ({x ∈ X : f(T (x)) ̸= f(x)}) = ٠.

هم�ارز، به�طور یا باشد T-پایا اساساً ١A مشخصه�اش تابع هرگاه T-پایاست، اساساً A اندازه�پذیر مجموعه ͷی

.µ(T−١(A)∆A) = ٠ هرگاه

مͬ�کند. بیان را A∆B = (A \B) ∪ (B \A) متقارن ∆تفاضل .١۶.٣.١ ملاحظه

-T اساساً اندازه�پذیر مجموعه هر هرگاه ارگودیͷاست، T شار) (یا اندازه حافظ تبدیل ͷی .١٧.٣.١ تعریف

T-پایا اساساً پذیر اندازه تابع هر هرگاه ارگودیͷاست، T هم�ارز، به�طور دارد. کامل اندازه یا صفر اندازه پایا،

باشد. ثابت صفر مانده به

٢Poincare

١١


