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چیده

عملیات مخزن چند اغلب م�ͳگيرد، قرار بهره�برداری مورد گاز و نفت ميدان Έي كه ͳزمان

از محدودی مقدار فرآوری قابليت عموما تاسيسات اين م�ͳدهند. انجام مشترک طور به را

Έی اعمال به نیاز محدودیت�ها، این جبران منظور به دارند. را زمان واحد در محصولات

ͳتدریج صورت به تولیدی محصول میزان که طوری به است مناسب ͳبازدارندگ فاکتور

نقاط ͳتمام برای برداری تابع شل به توليد استراتژی منظور، این برای یابد. کاهش

شده داده ͳزمان بازه در مخازن بر شده اعمال ͳبازدارندگ فاكتورهای نمايانگر كه ͳزمان

ͳنفت میدان�های تولید بهینه�سازی مسأله بر تمرکز پایان�نامه، اين در م�ͳگردد. تعريف است،

استراتژی�های چنين بهينه�سازی مسأله همچنین هستند. مخزن زیادی تعداد شامل که است

به بهينه�سازی مسأله اين حل است. مدنظر متنوع هدف توابع داشتن نظر در با توليد

ͳبستگ توليد پتانسيل نرخ توابع و هدف تابع تحدب و تقعر همچون، كليدی مشخصه�های

م�ͳگیرد. قرار ͳبررس مورد مهم موردی مسأله�ی چندين مشخصات اين از استفاده با دارد.

ارائه تولید استراتژی بهترین یافتن برای ͳوريتمΎال است، محدب هدف تابع که آنجایی از

خاص تولید استراتژی Έی هستند، ͳخط هدف توابع تمام که جایی در همچنین م�ͳدهیم.

Έی همچنین م�ͳشود. اثبات هدف توابع از گسترده�ای محدوده�ی برای بهینه�سازی جهت

را است آمده بدست مختلف سرمایه�گذاری مسائل از که منابع تخصیص مدل�های از نوع

م�ͳدهیم. قرار مطالعه مورد
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١ فصل

مقدمات تعاریفو

اولیه مفاهیم ١.١

استفاده بعدی فصل�های در که گزاره�هایی و لم�ها قضایا، اولیه، تعاریف فصل این در

م�ͳنماییم صرف�نظر اثبات�ها از ͳبرخ آوردن از بنابراین م�ͳنماییم. بیان را شد خواهند

.[٣۵ ،٣١ ،١٩ ،٧]

X در σ−جبر Έی را X مجموعه زیرمجموعه�های از m گردایه�ی .١.١.١ تعریف

اگر م�ͳنامیم

.X ∈ m .١

است. X به نسبت A متمم Ac آن در که Ac ∈ m آن�گاه ،A ∈ m هرگاه .٢

.A ∈ m آن�گاه An ∈ m ،n = ۱,۲,۳, . . . هر ازای به و A =
∞∪
n=۱

An هرگاه .٣

اعضای و اندازه�پذیر فضای Έی را (X,m) آن�گاه باشد، X در σ−جبر Έی m هرگاه

م�ͳنامند. X در اندازه�پذیر مجموعه�های را m

١



٢ مقدمات و تعاریف .١ فصل

Y توی به X از ͳنگاشت f و ͳتوپولوژی فضای Έی Y اندازه�پذیر، فضای Έی X هرگاه

f−۱(V )،Y در V باز مجموعه�ی هر ازای به اگر است اندازه�پذیر f گوییم آن�گاه باشد،

باشد. X در اندازه�پذیر مجموعه�ی Έی

توابع از دنباله�ای {fn}∞n=۱ کنیم فرض .( ١Ίلب ͳتسلط (همΎرایی ٢.١.١ قضیه

که طوری به باشد اندازه�پذیر٢

f = lim
n→∞

fn,

و باشد انتگرال�پذیر g که باشد موجود g مانند ͳتابع هرگاه

|fn| ≤ g, n = ۱,۲, . . . .

و است انتگرال�پذیر f ∫آنگاه
fdµ = lim

n→∞

∫
fndµ.

شود. رجوع [٣۵] به اثبات.

Έی dX که م�ͳگیریم نظر در را (Y, dY ) و (X, dX) Έمتری فضای دو تعریف٣.١.١.

Έی f تابع م�ͳکند. مشخص را Y مجموعه�ی روی متر Έی dY و X مجموعه�ی روی متر

به باشد داشته وجود K ≥ ۰ ͳحقیق ثابت Έی اگر م�ͳشود نامیده پیوسته لیپ�شیتز٣ تابع

باشیم داشته x۱, x۲ ∈ X هر برای که طوری

dY (f(x۱), f(x۲)) ≤ KdX(x۱, x۲).

١ Lebesgue’s Dominated Convergence

٢ Measurable Functions

٣Lipschitz



٣ مقدمات و تعاریف .١ فصل

بهترین ،K ثابت کوچترین اوقات بیشتر م�ͳباشد، f تابع برای لیپ�شیتزی ثابت K که

است. لیپ�شیتز ثابت

و ،dY (x, y) = |x− y| متر با R ͳحقیق اعداد از مجموعه�ای است ممن Y مثال، برای

باشد. R از زیرمجموعه�ای است ممن X

م�ͳگیریم نظر در را زیر اولیه مقدار مسأله (پیار-لیندلف۴). ۴.١.١ قضیه

y′(t) = f(t, y(t)), y(t۰) = y۰, t ∈ [t۰ − ε, t۰ + ε].

y(t) یتای جواب Έی آنگاه باشد، t در پیوسته و y در پیوسته لیپ�شیتز تابع Έیf اگر

دارد. وجود [t۰ − ε, t۰ + ε] بازه در اولیه مقدار مسأله برای

شود. رجوع [٢٣] به اثبات.

که طوری به x,y ∈ Rn م�ͳکنیم فرض .۵.١.١ لم

k∑
i=۱

xi ≥
k∑

i=۱

yi, k = ۱, . . . , n. (١.١)

که طوری به a ∈ Rn هر برای آنگاه

a۱ ≥ a۲ ≥ . . . ≥ an ≥ ۰. (٢.١)

داریم

k∑
i=۱

xiai ≥
k∑

i=۱

yiai, k = ۱, . . . , n.

بنابراین، .x۱ ≥ y۱ داریم (١.١) بنابر م�ͳشود. انجام k روی استقرا با اثبات اثبات.

.x۱a۱ ≥ y۱a۱ پس هستند، ͳنامنف aiها همه�ی چون

۴Picard-Lindelof’s



۴ مقدمات و تعاریف .١ فصل

برقرار k ≤ m برای نتیجه م�ͳکنیم فرض حال است. برقرار k = ۱ برای نتیجه بنابراین

زیر صورت به را biها ابتدا در است. برقرار نیز k = m+ ۱ برای که م�ͳدهیم نشان باشد،

م�ͳکنیم ͳمعرف

bi = ai − am+۱, i = ۱, . . . ,m.

داریم (٢.١) رابطه بنابر

b۱ ≥ b۲ ≥ . . . ≥ bm ≥ ۰.

داریم استقرا فرض به توجه با نتیجه در

m∑
i=۱

xibi ≥
m∑
i=۱

yibi.

م�ͳآوریم دست به (١.١) رابطه و رابطه این گرفتن نظر در با لذا

m+۱∑
i=۱

xiai =
m∑
i=۱

xi(ai − am+۱) + am+۱

m+۱∑
i=۱

xi

=
m∑
i=۱

xibi + am+۱

m+۱∑
i=۱

xi

≥
m∑
i=۱

yibi + am+۱

m+۱∑
i=۱

yi

=
m∑
i=۱

yi(ai − am+۱) + am+۱

m+۱∑
i=۱

yi

=
m+۱∑
i=۱

aiyi.

استفاده با k = ۱, . . . , n برای این�رو از و است برقرار k = m + ۱ برای نتیجه بنابراین،

است. برقرار استقرا از



۵ مقدمات و تعاریف .١ فصل

جایΎشت دو هر ازای به هرگاه گوییم متقارن۵ را ϕ : Rn −→ R تابع تعریف١.١.۶.

باشیم داشته s = {۱, . . . , n} مجموعه از δ, σ

ϕ(bδ) = ϕ(bσ).

.bσ = (bi)i∈σ و bδ = (bi)i∈δ که

روی C مشخصه۶ تابع C ⊆ X هر برای باشد مجموعه Έی X هرگاه تعریف٧.١.١.

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به و م�ͳدهیم نشان IC(x) با را X

IC(x) =

 ۱ x ∈ C

۰ x /∈ C

گوییم ٧ͳهمانریخت Έی را f : X −→ Y ،Y ⊆ Rn و X ⊆ Rn اگر تعریف٨.١.١.

باشد. پیوسته وارون دارای و پوشا ،Έبه�ی�Έی پیوسته، f هرگاه

مرز٨ ،M ⊆ X هر برای باشد. Έتوپولوژی فضای Έی X کنید فرض تعریف٩.١.١.

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به و م�ͳدهیم نشان ∂M با را M

∂M = M ∩MC .

این در باشد ∂(M) مرز با بعدی n مرزدار خمینه�ی Έی M هرگاه .١٠.١.١ تعریف

است. بعدی n− ۱ خمینه�ی Έی ∂(M) صورت
۵ Symmetric Function

۶ Characteristic Function

٧Homeomorphism

٨Boundary



۶ مقدمات و تعاریف .١ فصل

محمل و �ابرصفحه�هایجداکننده ٢.١

محمل١٠ و جداکننده٩ ابرصفحه قضایای از محدبپس بهینه�سازی نظریه در بسیاری نتایج

.[١٢] است آمده بدست

{x ∈ Rn : l(x) = c} شل به نقاط مجموعه�ی ،Rn در H ابرصفحه تعریف١.٢.١.

م�ͳباشد. اسالر Έی c و غیرصفر ͳخط فرم Έی l که است

نیم�فضای دو به را فضا H = {x ∈ Rn : l(x) = c} ابرصفحه Έی Rn فضای در

م�ͳکند. تقسیم H− = {x ∈ Rn : l(x) ≤ c} و H+ = {x ∈ Rn : l(x) ≥ c}

مجموعه�ها از ͳی هرگاه م�ͳکند، جدا را S و T Hمجموعه�های ابرصفحه تعریف٢.٢.١.

باشد. H− در مشمول دیΎر مجموعه که ͳحال در H+ در مشمول

و S ⊆ H− یا S ⊆ H+ هرگاه است، S مجموعه Hمحمل ابرصفحه .٣.٢.١ تعریف

.S ∩H ̸= ∅

Έی آنگاه باشند. مجزا محدب مجموعه دو S, T ⊂ Rn کنید فرض .۴.٢.١ قضیه

م�ͳکند. جدا را T و S که طوری به دارد وجود H ابرصفحه

شود. رجوع [٣١] به اثبات.

مرزی نقطه Έی x۰ ∈ S و بسته محدب مجموعه�ی S ⊂ Rn کنید فرض .۵.٢.١ قضیه

که طوری به است S محمل که دارد وجود H ابرصفحه Έی صورت این در باشند. S از

.x۰ ∈ H

داریم: را زیر گزاره ۵.٢.١ و ۴.٢.١ قضیه�های ترکیب با

٩Separating

١٠Supporting



٧ مقدمات و تعاریف .١ فصل

فرض همچنین باشند. مجزا محدب مجموعه دو S, T ⊂ Rn کنید فرض .۶.٢.١ گزاره

آنگاه م�ͳکند. قط΄ را T ،x۰ از ͳΎهمسای هر که طوری به دارد وجود x۰ ∈ S Έی کنید

وجود باشد، x۰ در Sمحمل H که طوری به م�ͳکند جدا را T و S که H ابرصفحه Έی

دارد.

شبه�محدب محدبو توابع ٣.١

و x, y ∈ A هر برای اگر م�ͳنامیم، محدب مجموعه�ی Έی را A ⊆ Rn تعریف١.٣.١.

باشیم داشته λ ∈ [۰,۱]

λx+ (۱ − λ)y ∈ A.

نقطه دو هر ازای به گاه هر گوییم، محدب را Rn برداری فضای در A مجموعه�ی واق΄ در

باشد. A به متعلق هم نقطه دو این واصل خط آنگاه A در واق΄ دلخواه

است. محدب A بستار١١ آنگاه باشد، ͳناته A درون و محدب A اگر .٢.٣.١ گزاره

شود. رجوع [۶] به اثبات.

گوئیم، xi ∈ Rn عناصر از محدب ترکیب Έی را x =
n∑

i=۱

tixi مجموع تعریف٣.٣.١.

.ti ≥ ۰ و
n∑

i=۱

ti = ۱ هرگاه

زیرمجموعه�ی Έی S کنید فرض و باشد، f : Rn −→ R کنید فرض تعریف٣.١.۴.

x۱, x۲ ∈ S هر ازای به اگر است، محدب S روی ،f تابع باشد. Rn در محدب و ͳناته

باشیم داشته λ ∈ (۰,۱) و

f(λx۱ + (۱ − λ)x۲) ≤ λf(x۱) + (۱ − λ)f(x۲).

١١Closure



٨ مقدمات و تعاریف .١ فصل

x۱ ̸= x۲ مجزا نقطه�ی دو هر ازای به اگر است، محدب١٢ اکیدا S روی f تابع همچنین

باشیم داشته

f(λx۱ + (۱ − λ)x۲) < λf(x۱) + (۱ − λ)f(x۲).

x۲ و x۱ هر ازای به ͳیعن باشد. محدب −f اگر گویند، مقعر را f تابع ترتیب همین به

باشیم داشته مفروض

f(λx۱ + (۱ − λ)x۲) ≥ λf(x۱) + (۱ − λ)f(x۲).

رابطه�ی در x۱ ̸= x۲ مجزا نقطه��ی دو هر ازای به که است ͳتابع مقعر١٣ اکیدا تابع همچنین

کند: صدق زیر

f(λx۱ + (۱ − λ)x۲) > λf(x۱) + (۱ − λ)f(x۲).

اینصورت در باشند محدب f۱, f۲, . . . , fk : S −→ R اگر .۵.٣.١ نتیجه

است. f(x)محدب =
k∑

j=۱

αjfj(x) تابع ، j = ۱, . . . , kو αj > ۰ هر برای .١

م�ͳباشد. محدب ��f(x)تابع = max{f۱(x), . . . , fk(x)} .٢

شود. رجوع [٣۴] به اثبات.

محدب ͳتابع f : C −→ R و Rn در محدب ͳغیرته مجموعه�ای C اگر تعریف٣.١.۶.

که ͳوقت م�ͳشود گفته x ∈ C در f تابع زیرگرادیان١۴ ξ ∈ Rn بردار آنگاه باشد،

f(x) ≥ f(x) + ξt(x− x), ∀x, x ∈ C.

١٢ Strictly Convex

١٣ Strictly Concave

١۴Subgradient



٩ مقدمات و تعاریف .١ فصل

م�ͳشود گفته x ∈ C در f تابع زیرگرادیان ξ آنگاه باشد، مقعر ͳتابع f : C −→ R اگر و

که ͳوقت

f(x) ≤ f(x) + ξt(x− x), ∀x, x ∈ C.

است. محدب مجموعه Έی x در f زیرگرادیان مجموعه� نتیجه در پس

دیفرانسیل�پذیر ͳتابع f : C −→ R و Rn در محدب مجموعه�ای C اگر .٧.٣.١ قضیه

اگروتنهااگر است محدب f آنگاه باشد، C روی

f(x) ≥ f(x) +∇f(x)(x− x), ∀x, x ∈ C.

شود. رجوع [٧] به اثبات.

محدب١۵ غلاف باشد. Rn در دلخواه مجموعه�ای S کنید فرض .٨.٣.١ تعریف

تمام شامل و م�ͳدهیم نشان conv(S) با را آن که است S شامل محدب Sمجموعه�ای

اگر تنها و اگر x ∈ conv(S) ͳیعن م�ͳباشد، S از محدب ترکیبات

x =
k∑

j=۱

λjxj,

k∑
j=۱

λj = ۱, λj ≥ ۰.

کوچترین conv(S) این�رو از .x۱, . . . , xk ∈ S و است مثبت و صحیح عددی k که

محدب مجموعه�های تمام اشتراک ،conv(S) واق΄ در است. S شامل محدب مجموعه�ی

م�ͳباشد. S شامل

محدب و ͳناته مجموعه�ی Έی S و f : S ⊂ Rn −→ R کنید فرض تعریف٩.٣.١.

باشد برقرار زیر رابطه�ی x۱, x۲ ∈ S هر برای اگر گویند، شبه�محدب١۶ را f باشند. Rn در

f(λx۱ + (۱ − λ)x۲) ≤ max{f(x۱), f(x۲)}, ∀λ ∈ (۰,۱).

١۵ Convex hull

١۶ Quasiconvex



١٠ مقدمات و تعاریف .١ فصل

باشد. محدب شبه −f اگر است، مقعر١٧ شبه f تابع همچنین

هم f هرگاه گوییم آفین١٨ را f تابع ،f : Rn −→ R کنیم فرض .١٠.٣.١ تعریف

باشد. مقعر هم و محدب

و x۱, x۲ ∈ S ازای به اگر ٩.٣.١ تعریف فرضیات گرفتن نظر در با تعریف١١.٣.١.

زیر رابطه�ی f(x۱) ̸= f(x۲)

f(λx۱ + (۱ − λ)x۲) < max{f(x۱), f(x۲)}, ∀λ ∈ (۰,۱).

م�ͳگویند. محدب شبه اکیدا را f آنگاه باشد، برقرار

باشد. محدب شبه اکیدا −f اگر است شبه�مقعر اکیدا f همچنین

ͳشبه�خط f تابع گوییم آنگاه باشد، شبه�مقعر و شبه�محدب f تابع اگر تعریف١٢.٣.١.

است.

تابع Έی g : S −→ R و محدب یΈمجموعه S ⊆ Rn م�ͳکنیم فرض .١٣.٣.١ گزاره
n∑

i=۱

λi = ۱ که طوری به را λ۱, . . . λn ∈ [۰,۱] و x۱, . . .xn ∈ S اگر باشد. شبه�محدب

آنگاه بΎیریم نظر در را باشد

g
( n∑

i=۱

λixi

)
≤ max{g(x۱), . . . , g(xn)}.

تعریف بنابر ونیز n = ۱ برای نتیجه این م�ͳشود. انجام n روی استقرا با اثبات اثبات.

بردارهای یا n− ۱ برای نتیجه م�ͳکنیم فرض است. برقرار n = ۲ برای بودن شبه�محدب

λn = ۱ اگر است. برقرار نیز بردار n برای نتیجه که م�ͳدهیم نشان باشد. برقرار کمتر

م�ͳکنیم ͳمعرف ،λn < ۱ که م�ͳکنیم فرض بنابراین است، ͳبدیه نتیجه

λ′
i = λi

[ n−۱∑
j=۱

λj

]−۱
, i = ۱, . . . , (n− ۱).

١٧ Quasiconcave

١٨Affine



١١ مقدمات و تعاریف .١ فصل

داریم استقرا فرض بنابر ،
n−۱∑
i=۱

λ′
i = ۱ وضوح به چون

g
( n−۱∑

i=۱

λ′
ixi

)
≤ max{g(x۱), . . . , g(xn−۱)}.

م����������ͳآوریم دست به این�رو از

g
( n∑

i=۱

λixi

)
= g

([ n−۱∑
i=۱

λj

][ n−۱∑
i=۱

λ′
ixi

]
+ λnxn

)
≤ max{g

( n−۱∑
i=۱

λ′
ixi

)
, g(xn)}

≤ max{max{g(x۱), . . . , g(xn−۱)}, g(xn)}

= max{g(x۱), . . . , g(xn)}.

آمد. دست به نظر مورد نتیجه استقرا بنابر پس

باشد. g : S −→ R و محدب مجموعه Έی S ⊆ Rn م�ͳکنیم فرض .١۴.٣.١ گزاره

Ly = {x ∈ S : g(x) ≤ y} مجموعه�های اگروتنهااگر است شبه�محدب g تابع آنگاه

مجموعه�های اگروتنهااگر است شبه�مقعر g تابع مشابه، طور به و باشند. محدب y هر برای
١٩ͳشبه�خط g تابع سرانجام، باشند. محدب y هر برای Uy = {x ∈ S : g(x) ≥ y}

باشند. محدب yهر برای Uy و Ly اگروتنهااگر است

شرایط، این در باشند. ͳته است ممن Uy یا Ly yها ͳبرخ برای که کنیم توجه

است ͳکاف بودن، شبه�مقعر یا شبه�محدب ͳبررس منظور به است، شده تعریف محدب ∅

شود. گرفته نظر در ͳناته مجموعه�ها

آورد. بدست را زیر خصوصیات م�ͳتوان ١۴.٣.١ گزاره� از استفاده با

١٩Quasi Linear



١٢ مقدمات و تعاریف .١ فصل

باشد. g : S −→ R و محدب مجموعه Έی S ⊆ Rn م�ͳکنیم فرض .١۵.٣.١ گزاره

L◦
y = {x ∈ S : g(x) < y} مجموعه�های اگروتنهااگر است شبه�محدب g تابع آنگاه

مجموعه�های اگروتنهااگر است شبه�مقعر g تابع مشابه، طور به و باشند. محدب y هر برای

است ͳشبه�خط g تابع سرانجام، باشند. محدب y هر برای U◦
y = {x ∈ S : g(x) > y}

باشند. محدب yهر برای U◦
y و L◦

y اگروتنهااگر

L◦
y = {x ∈ S : g(x) < y} مجموعه است، شبه�محدب g کنیم فرض ابتدا در اثبات.

.g(xi) < y ،i = ۱,۲ برای پس ،x۱,x۲ ∈ L◦
y کنیم فرض حال م�ͳگیریم. نظر در را

نظر در را Ly′ مجموعه سپس و م�ͳکنیم ͳمعرف را y′ = max{g(x۱), g(x۲)} مجموعه

شبه�محدب g چون ١۴.٣.١ گزاره طبق بنابراین، .Ly′ ⊆ L◦
y پس y′ < y چون م�ͳگیریم.

داریم α ∈ [۰,۱] هر برای این�رو از است. محدب Ly′ لذا است

αx۱ + (۱ − α)x۲ ∈ Ly′ .

،α ∈ [۰,۱] هر برای ′Lyلذا ⊆ L◦
y چون

αx۱ + (۱ − α)x۲ ∈ L◦
y.

است. محدب L◦
y که م�ͳگیریم نتیجه پس

باشند. محدب y هر برای L◦
y = {x ∈ S : g(x) < y} مجموعه�های کنیم فرض حال

نظر در را n = ۱,۲, . . . که yn = y + ۱
n
و Ly = {x ∈ S : g(x) ≤ y} مجموعه

بنابراین هستند. محدب L◦
y۱
, L◦

y۲
, . . . مجموعه�های فرض بنابر م�ͳگیریم.

Ly =
∞∩
n=۱

L◦
yn .

پس است. محدب Ly پس ،[١٢] م�ͳشود اشتراکحفظ تحت بودن محدب چون بنابراین

است. ͳشبه�خط g م�ͳشود نتیجه ١۴.٣.١ گزاره بنابر است، برقرار Ly هر برای این



١٣ مقدمات و تعاریف .١ فصل

اگروتنهااگر است ͳشبه�خط g : S −→ R تابع که م�ͳبینیم بالا، نتایج ترکیب با

،yهر برای که م�ͳکند دلالت این و باشند. محدب yهر برای دو هر آن� ممل و Ly

برای ͳکاف شرط Έی زیر گزاره است. ابرصفحه٢٠ Hy که ͳزمان ∂(Ly) = S ∩ Hy

م�ͳکند. ثابت را بودن ͳشبه�خط

و باشد. g : S −→ R و محدب مجموعه Έی S ⊆ Rn م�ͳکنیم فرض .١۶.٣.١ گزاره

برای g(x) = h(l(x)) که طوری به باشد داشته وجود l ناصفر ͳخط فرم Έی کنیم فرض

ͳخط شبه g دراین�صورت باشد. ͳغیرکاهش یا ͳغیرافزایش h : R −→ R که ،x ∈ S هر

است.

Ly = {x ∈ S : h(l(x)) ≤ y} ͳناته مجموعه باشد. ͳغیرکاهش h کنیم فرض اثبات.

است ͳغیرکاهش h چون .z = sup{u : h(u) ≤ y} م�ͳکنیم تعریف م�ͳگیریم، نظر در را

.h(u) > y ،u > z هر برای و h(u) ≤ y ،u < z هر برای

حالت این در این�رو از .u ≤ z اگروتنهااگر h(u) ≤ y داریم آن�گاه ،h(u) ≤ yاگر

.Ly = {x ∈ S : l(x) ≤ z}

حالت این در این�رو از .u < z اگروتنهااگر h(u) ≤ y داریم آن�گاه ،h(u) > y اگر

با م�ͳباشد. محدب Ly است، ͳخط l چون حالت دو در Ly = {x ∈ S : l(x) < z}

g که م�ͳگیریم نتیجه و است، محدب Uy که داد نشان م�ͳتوان مشابه استدلال از استفاده

است. ͳشبه�خط

م�ͳباشد. مشابه کاملا است ͳغیرافزایش h که ͳحالت در اثبات
٢٠Hyperplanes



١۴ مقدمات و تعاریف .١ فصل

بهینه�سازی در اولیه مفاهیم ۴.١

زیر مساله�ی تعریف١.۴.١.

min f(x)

s.t x ∈ S,

مینیمم را x ∈ S نقطه�ی باشد، f : S ⊂ Rn −→ R کنید فرض بΎیرید. نظر در را

.f(x) ≥ f(x) ،x ∈ S هر ازای به اگر م�ͳنامند، فوق مساله�ی برای سراسری٢١

xنقطه�ی حول ͳΎهمسای Έی هرگاه م�ͳنامند، مساله ٢٢ͳموضع مینیمم را x ∈ S نقطه�ی و

،x ∈ S ∩Nε(x) هر ازای به که، طوری به باشد داشته وجود ،Nε(x)مانند ،ε شعاع به و

.f(x) ≥ f(x)

زیر مساله�ی تعریف١.۴.٢.

min f(x)

s.t x ∈ S,

ماکزیمم را x ∈ S نقطه�ی باشد، f : S ⊂ Rn −→ R کنید فرض بΎیرید. نظر در را

.f(x) ≤ f(x) ،x ∈ S هر ازای به اگر م�ͳنامند، فوق مساله�ی برای سراسری٢٣

xنقطه�ی حول ͳΎهمسایΈی هرگاه م�ͳنامند، مساله ٢۴ͳموضع ماکزیمم را x ∈ S نقطه�ی و

،x ∈ S ∩Nε(x) هر ازای به که، طوری به باشد داشته وجود ،Nε(x)مانند ،ε شعاع به و

.f(x) ≤ f(x)

٢١ Global Minimum

٢٢ Local Minimum

٢٣ Global Maximum

٢۴ Local Maximum



١۵ مقدمات و تعاریف .١ فصل

م�ͳشود، نامیده C ⊆ Rn فرین نقطه�ی C محدب مجموعه�ی در xنقطه�ی تعریف١.۴.٣.

مقادیر ͳبرخ برای که طوری به باشد نداشته وجود C در x۲ و x۱ متمایز نقطه�ی دو اگر

،۰ < α < ۱

x = αx۱ + (۱ − α)x۲,

دو هیچ واصل خط روی که است نقطه�ای مجموعه، Έی در فرین٢۵ نقطه�ی این�رو از

باشد. نداشته قرار مجموعه آن از متمایزی نقطه�ی

بΎیرید نظر در را زیر بهینه�سازی مساله�ی تعریف١.۴.۴.

min f(x)

s.t gi(x) ≤ ۰ i = ۱, . . . ,m,

hj(x) = ۰ j = ۱, . . . , l.

x ∈ X,

تعریف زیر صورت به را L : Rn × Rm × Rl −→ R ͳیعن مسأله این لاگرانژی٢۶ تابع

م�ͳکنیم

L(x, λ, ν) = f(x) +
m∑
i=۱

µigi(x) +
l∑

j=۱

νjhj(x).

م�ͳنامیم. لاگرانژی ضرایب νرا و µ
٢۵ Extreme Point

٢۶Lagrangian



١۶ مقدمات و تعاریف .١ فصل

بΎیرید نظر در را زیر بهینه�سازی مساله�ی تعریف١.۵.۴.

min f(x)

s.t gi(x) ≤ ۰ i = ۱, . . . ,m,

hj(x) = ۰ j = ۱, . . . , l.

x ∈ X,

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به و گوییم x در فعال قیدهای اندیس� مجموعه را I(x)

I(x) =
{
i | gi(x) = ۰

}
.

بΎیرید نظر در را زیر بهینه�سازی مساله�ی تعریف١.۶.۴.

min f(x)

s.t gi(x) ≤ ۰ i = ۱, . . . ,m,

hj(x) = ۰ j = ۱, . . . , l.

x ∈ X,

اسالرهای اگر باشند. مشتق�پذیر x در hjها و giها و f ،x موجه نقطه�ی برای کنید فرض

که طوری به باشند داشته وجود i ∈ I که µi و νj

∇f(x) +
∑
i∈I

µi∇gi(x) +
l∑

j=۱

νj∇hj(x) = ۰,

µi ≥ ۰ ∀i ∈ I.

گوییم. کاروش-کان-تاکر نقطه�ی Έی را x آن�گاه


