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যࡪْم�ِااللهّ�ِاॐඟّ໌ْ૱ن�ِاনඟّ໌࣓م

وমࡑࡦࡦشمایوଡماষندساهاشساهساز৯دهایواو॥تমࡑുنده ণتاীشخاص೯داਪیا॥تඓࣂࡣتୀایऩضاوحࢇࢡشجوඵවریوୀଡایࠝطا
وॣ࠽تدهآ່یداৗواعদوদฬون৮دیدهراوଘحࢇ࢟تऒوীشख़حࢇمساࣾتઠॡࣨوعاتراوطلا�ଢیعاॿموओودୀاوख़ਊیඓࣂࡣت.

کارඟ໋دد.ଦداردآنࢁسوراচم ଲشانآীاୀଡشاিگاه ৽یآਣࣂشانඕ࣒ماঘرایਫودازدو৯وࣹࡤتاଘھارا৩ودآओموॿࠩواجاآభندگانسিوड़یਫو ೯دایا
یاभها॥ت. ඟ໊ده؟و৯ଦداردآنࢁسورا

೯دایاૼنফناৣمభحالوانࢂඟیকمඵෟनرمাسچࢉوඵෟनଡرষباॵمభحالੀ০یدංඋ࣓م೯دایاૼنฬداৣمభࢼنداേিندیাسچࢉوฬଡدانষباॵمభࢼن
کارا॥تواশ࣊حالباهૼنا॥تୀووতیدهඓࣂࡣت.ازوऒواকمජ໑اऒଘودୀسای ଲࢌࣅیانوآশروஅت॥واریૼناऒنଌا ฬدای.೯دایا
یاड़وزଘૼنازداিش ೯دایا ندਛیصادஅభଡ༚روশࢌ. با ජ໑ا یادآر ଘو ජ໑اୀذاࢌراঘ࣒ماਫی່ما ৗورऒود ଘسা،موओیਗࣱلॻد ذاتوୀو وଘوণیه

کانభگاتیارایوଘراهاঔلذଘوॴوमࢌධැر. ජ໑اଘࣹقاقେد৾ ලයख़وষࢌوख़࡛ࡼومدارଘدهઍॡوষࢌ.೯دایا
ජ໑ا ೯دایا ਟیষیاز૽نජ໑ا৬ଘدඵැرऒودتభبارهاماز৬دඵැرऒودموଘا౻ංیارऒودتازا౻ංیارऒودموୀجای࣌چارਛیوభما৯دਛیامජ໑اواपفඟ໋دان. ೯دایا
وউل࣒مাس ଘویاریओومাسوকمیارم૽نوୀو داऊلদورمඟ໋دم. پاঊم૽نازورکऒودمஅازآنૢه ازऒواریࡶࡪمجاتدهو

ජ໑اوامఴذاروازوऒభوا॥ت࣒مাسฬاঃیدممࢂඟدان.

ଷروزభ(ع)نඌࣹشاتامامীما່یازࡑম

یک



اশثاروازऒودথذਜวতی، ଘپاسඵ෭ৎر࣓ࠝمواিسایشانازک࢙ૡه
ଘپاسعاهໆرشاروඟ໋مایاঃیدমࡑشوओودشانభاଌنໆردଌୃنروزگارانනرଌن௵نا॥ت،

ଘپاسقࢋیБЗرঝشان່یادرسا॥توໆرඟ໋دایوୃسসభناشان९ଘجاࠥتਗیඟ໋اید
وଘپاسख़࡛ࢴتیਟیభࡂشان່ච໋ଽوইشਖ৶یند.

:ଘمقدৎ

৮درБЗرদواروماෙय़భباৣم
وୀاభوऒواସଽ୍م

دو



نام೯دا

اॺمدااللهرباॹعاൕॿن.

భما ৮درو ෙय़بای، ازअورণیاॼشඵසرابਗیندوরوਗଖیزৣمୀد॥تیپاک೯داو৯دگارانෙय़و امرا ു়ه وओود ॺࡗه گاਗଡیسامॺࡗه ໆرণپاسୀآণتانآن৾
ସ୍مଘپاسऒوਟییਟیభغ،ख़࡛ࢴتیਟیدلوঙاਘیاশثارඟ໋اଡشان.

با ଡاୀوصاଡواراদرБЗ࣒میਗمقدৎ পنابآ༚یدනرصداमࢌ७ࢯاد ਠࣵیو ارേ॒ندمপنابآ༚یدනرغلاජ໑ضا و اণتادانঘ່࣌൏ه अور را ਾࠫ࣪قଌୃنदدردایऒود

راঘ࣒ماਪییارز৯ده�شانراھࢂشایૼنభیاଌنඵේज़رরود৯د.
ඒࣂඛുھادیارزേॷندऒودୀࣆنای با ৎ࣫لड़່ود৯دو ازপنابآ༚یدනراواز،পنابآ༚یدනربابൎیانوপنابآ༚یدනرख़ࡏਣീیग़قدمزॐ࢟تداوریاଌنرساଔرا

آناල່ود৯د،േ઼࣓ماণଡپاسࢂචارم.
ازریا॥تනख़رمداهعومریاિیপنابآ༚یدනراماग़عਚی�ور،ॠدশୌࢌනख़رمඟ໋وهریاિیکارୀدیপنابآ༚یدනرඵෆریوساୌاسایدඟ໋وهریاિیکارୀدی

لพ়ࢁඟرادارم.
భپایانୀایૡঙهସ୍ایৗଘوਐیජ໑اଘభاجامرسا৯دناଌنय़ࢯمیاری৶ࢤودها৯د،ଘوهୀاభوऒواସଽ୍مآرزویॣعادتروزاල່وندارم.

భازا॥ترهग़ࡻચدوૼنৗوॣࡶජم േঙ࣎مدرଝیراه૽نایطاदୌدس

༙ضਚی േॶه
ඟ໕داد۱۳۹۱

سه



سمیه نام: فاضلی دانشجو: خانوادگی نام

هم�محلی چندگامی روش�های با ولترا انتگرال معادلات از رده�ای عددی حل عنوان:

شهمراد صداقت دکتر و حجتی غلامرضا دکتر : راهنما استادان

تبریز دانشگاه عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضی رشته: دکتری� تحصیلی: مقطع

١۶٠ صفحات: تعداد ١٣٩١ التحصیلی: فارغ تاریخ ریاضی علوم دانشکده

روش�های هم�محلی، چندگامی روش�های هم�محلی، روش�های ولترا، انتگرال معادله�ی واژه�ها: کلید

پایداری. همگرایی، فوق همگرایی، هرمیتی، هم�محلی چندگامی روش�های فراضمنی، هم�محلی چندگامی

چکیده

مورد (VIE) ولترا انتگرال معادلات عددی حل برای هم�محلی روش�های از جدیدی رده�ی رساله، این در

معادلات از نوع دو حل برای را هم�محلی چندگامی روش�های از جدیدی دسته�ی می�گیرد. قرار بررسی

را آن�ها که روش�ها این می�کنیم. معرفی غیرسخت و سخت مسائل شامل غیرخطی ولترای انتگرال

بازه، زیر هر در جواب تقریب برای می�نامیم، (SIMCMs) فراضمنی هم�محلی چندگامی روش�های

معینی تعداد و قبلی گامی نقاط از معینی تعداد از استفاده با یکنواخت، افراز یک گرفتن نظر در با

روش�های ساختن منظور به ادامه، در می�آیند. دست به بعدی و جاری زیربازه�ی هم�محلی نقاط از

هم�محلی چندگامی روش�های می�کنند، تولید هموار تقریب�های که بالاتر همگرایی مرتبه�ی از A-پایدار

را جواب از تقریبی روش�ها این می�کنیم. معرفی هرمیت، درونیابی اساس بر را (MHCMs) هرمیتی

نقطه�ی معینی تعداد در آن مشتق تقریبی مقادیر نیز و جواب تقریبی مقادیر از استفاده با زیربازه هر در

پایداری ویژگی�های و بالا همگرایی مرتبه�ی می�کنند. تولید هم�محلی نقطه�ی معینی تعداد و قبلی گامی

می�کند ترغیب را ما بعدی، یک VIE عددی حل در هم�محلی چندگامی روش�های ملاحظه�ی قابل خطی

هم�محلی چندگامی روش�های همچنین بریم. کار به دوبعدی VIE عددی حل برای را روش�ها این تا



دامنه�ی مستطیل�بندی از پس روش�ها، این می�دهیم. پیشنهاد دوبعدی VIE عددی حل برای را تکراری

در جواب تقریبی مقادیر از معینی تعداد به وابسته مستطیل، هر در جواب تقریب برای انتگرال�گیری

مرتبه�ی شده، ساخته روش�های برای است. جاری مستطیل در هم�محلی نقاط و قبلی بندی شبکه نقاط

پایداری ویژگی�های هم�چنین، می�شوند. بیان موضعی همگرایی فوق مرتبه�ی نیز و روش�ها همگرایی

می�دهد نشان که می�گیرد قرار بررسی مورد MHCMs در و SIMCMs نوع دو هر برای روش�ها خطی

ساخته روش�های کارایی هستند. موجود روش�ها دسته این از A-پایدار روش�های حالات برخی در که

عددی روش�های با حاصل نتایج مقایسه�ی و عددی نتایج از استفاده با شده ثابت نظری نتایج و شده

می�گیرد. قرار تائید مورد مشابه



مطالب فهرست

۶ مقـدمـه

١٠ مقدماتی مفاهیم و پژوهش پیشینه ١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه مفاهیم و انتگرال معادلات انواع معرفی ١.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال معادلات انواع ١.١.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال معادلات پایداری ٢.١.١
١۴ . . . . . . . . . ولترا انتگرال معادلات جواب منحصربه�فردی و وجود ٣.١.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال معادلات حل عددی روش�های ٢.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی روش�های پایداری ١.٢.١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�محلی روش�های ٢.٢.١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�محلی چندگامی روش�های ٣.٢.١

٣١ فراضمنی هم�محلی چندگامی روش�های ٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش ساختار ١.٢
٣۵ . غیرسخت معادلات برای یک نوع فراضمنی هم�محلی چندگامی روش ١.١.٢
٣٨ . . . سخت معادلات برای دو نوع فراضمنی هم�محلی چندگامی روش ٢.١.٢
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش همگرایی مرتبه�ی ٢.٢
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش پایداری ٣.٢
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . یک نوع SIMCMs پایداری تحلیل ١.٣.٢
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . دو نوع SIMCMs پایداری تحلیل ٢.٣.٢
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۴.٢

١



٢ مطالب فهرست

٧٢ هرمیتی هم�محلی چندگامی روش�های ٣
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش ساختار ١.٣
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش همگرایی مرتبه�ی ٢.٣
٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی پایداری ٣.٣
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۴.٣

١٠٧ دوبعدی ولترای انتگرال معادله�ی عددی حل برای هم�محلی چندگامی روش�های ۴
١٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطی دوبعدی VIE جواب یکتایی و وجود ١.۴
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش ساختار ٢.۴
١١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش همگرایی مرتبه�ی ٣.۴
١٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش خطی پایداری ۴.۴
١٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکراری هم�محلی چندگامی روش�های ۵.۴
١۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۶.۴

١۴۶ پیشنهادات و گیری نتیجه

١۵١ مراجع

١۵٧ فارسی به انگلیسی نامه واژه

١۵٩ انگلیسی به فارسی نامه�ی واژه



اشکال فهرست

٢٩ . . . . .c1 = 1 و r = 3 ،m = 1 با هم�محلی چندگامی روش پايداری ناحيه�ی ١.١
فوق پارامترهای و r = 3 و m = 2 با هم�محلی چندگامی روش پايداری ناحيه�ی ٢.١

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c2 = 1 و c1 = 21
38
همگرایی

پارامترهای و r = 3 و m = 2 با هم�محلی چندگامی روش پايداری ناحيه�ی ٣.١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c2 = 1 و c1 = 7

10

و m = 1 ،r = 3 با یک نوع فراضمنی هم�محلی چندگامی روش پايداری ناحيه�ی ١.٢
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c1 = 1

و m = 2 ،r = 3 با یک نوع فراضمنی هم�محلی چندگامی روش پايداری ناحيه�ی ٢.٢
۶٠ . . . . . . . . . . .c2 = 1 ،c1 = 3+

√
4783

154
(ب) ،c2 = 1 ،c1 = 7

10
(الف)

و r = 3 با A-پایداری خاصیت با SIMCMs برای (c1, c2) قبول قابل مقادیر ٣.٢
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .m = 2

و m = 1 ،r = 3 با دو نوع فراضمنی هم�محلی چندگامی روش پايداری ناحيه�ی ۴.٢
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c1 = 1

٧١ . . . . . . . ١.۴.٢ مثال برای معنی با ارقام به نسبت هسته محاسبات تعداد ۵.٢
٧١ . . . . . . . ۴.۴.٢ مثال برای معنی با ارقام به نسبت هسته محاسبات تعداد ۶.٢

و r = 2 با A-پایداری خاصیت با MHCMs برای (c1, c2) قبول قابل مقادیر ١.٣
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .m = 2

و r = 3 با A-پایداری خاصیت با MHCMs برای (c1, c2) قبول قابل مقادیر ٢.٣
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .m = 2

١٠٢ . . . . .c1 = 1 و r = 3 ،m = 2 حالت در MHCM مطلق پایداری ناحیه�ی ٣.٣

٣



۴ اشکال فهرست

c1 = پارامترهای و m = 2 ،r = 3 حالت در MHCM مطلق پایداری ناحیه�ی ۴.٣
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c2 = 1 ، 7

10

١٠۶ . . . . . . . ١.۴.٣ مثال برای معنی با ارقام به نسبت هسته محاسبات تعداد ۵.٣

١۴۵ . . . . . . . ١.۶.۴ مثال برای معنی با ارقام به نسبت هسته محاسبات تعداد ١.۴



جداول فهرست

۵٣ . . . . . . . هم�محلی. چندگامی و هم�محلی روش�های با SIMCMs مقایسه�ی ١.٢
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.۴.٢ مثال عددی حل از حاصل نتایج ٢.٢
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.۴.٢ مثال عددی حل از حاصل نتایج ٣.٢
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.٢ مثال عددی حل از حاصل نتایج ۴.٢
٧٠ . . . . . . . . . . . . . λ = 150 با ۴.۴.٢ مثال عددی حل مطلق خطای ۵.٢
٧١ . . . . . . . . . . . . . هسته. محاسبات تعداد به نسبت روش�ها مقایسه�ی ۶.٢

١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.۴.٣ مثال عددی حل از حاصل نتایج ١.٣
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.۴.٣ مثال عددی حل از حاصل نتایج ٢.٣
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.٣ مثال عددی حل از حاصل نتایج ٣.٣
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . λ = 400 با ۴.۴.٣ مثال عددی حل مطلق خطای ۴.٣

١۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.۶.۴ مثال عددی حل از حاصل نتایج ١.۴
١۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.۶.۴ مثال عددی حل از حاصل نتایج ٢.۴
١۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۶.۴ مثال عددی حل از حاصل نتایج ٣.۴
١۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۶.۴ مثال عددی حل از حاصل نتایج ۴.۴

۵



مقدمـه

در هم�چنین و شد پیشنهاد بویس-ریموند١ توسط ١٩٨٨ سال در بار اولین انتگرال معادلات نام
سال�های در پایان�نامه این که گردید ظاهر انتگرال معادلات هم�زمانی خم روی بر آبل٢ پایان�نامه�ی
مربوط انتگرال معادلات پیدایش اولین دیگری، نظریه�ی طبق است. رسیده چاپ به ١٨٢۶ و ١٨٢٣
١٩٠٠-١٩٠٣ سال�های در .[۵١ ،١٧ ،١۵] می�باشد ١٧٨٢ سال در لاپلاس پژوهشی کارهای به
سال�ها همان در کرد. کار انتگرال معادلات از نوعی روی بر ولترا٣ ویتو به�نام ایتالیایی ریاضیدان
انتگرال معادلات از دیریکله مسأله�ی جواب وجود اثبات در فردهلم۴ ایوار نام به دیگری ریاضیدان
نوع دو در انتگرال معادلات ریاضیدان، دو این ارزنده�ی کارهای به توجه با .[٢٧] نمود استفاده

شدند. نامگذاری فردهلم انتگرال معادلات و ولترا انتگرال معادلات
می�شود انتگرال معادلات به منجر طبیعی پدیده�های و فیزیکی مسائل از بسیاری ریاضی مدل�بندی
الکترواستاتیک در مسأله�ای مثال عنوان به می�شود. ظاهر انتگرال علامت زیر در مجهول تابع آن در که
می�گردد انتگرال معادله�ی به منجر معلوم پتانسیل توزیع حسب بر برق توزیع هزینه�ی چگالی تعیین برای
به�دست انتگرال معادله�ی یک از استفاده با جمعیت رشد نرخ و خازن در شده ذخیره انرژی هم�چنین و
به منجر زمان و فضا در گسترش مسائل از برخی ریاضی مدل�بندی همچنین .[۵١ ،٢۶ ،۵] می�آید
زیستی، مدل�های و [٣۵] سهموی مرزی مقدار مسائل به می�توان که می�شود دوبعدی انتگرال معادلات

نمود. اشاره [٣۶] مکانیکی و فیزیکی
است. شده پیشنهاد انتگرال معادلات انواع عددی حل برای متعددی روش�های اخیر سال�های در
،[۴٣] گالرکین۵ روش ،[۶٠ ،۵٣ ،٢٣] ضربی انتگرال�گیری روش ،[۶۴ ،۶٣ ،٣٣] سازی خطی روش

١Bois-Reymond
٢Abel
٣Vito Volterra
۴Ivar Fredholm
۵Galerkin

۶



٧ مقدمه

قرار مطالعه مورد انتگرال معادلات انواع عددی حل برای هم�محلی روش�های و [٣۴] نیستروم۶ روش
گرفته�اند.

تاو٨ روش ،[٧٢ ،٢٨ ،۴] آدومیان٧ تجزیه�ی روش�های به می�توان عددی تحلیلی روش�های جمله از
[۵۵ ،١۶ ،٣ ،٢] هموتوپی١٠ آنالیز روش و [۶۶ ،۶۵ ،۵٨ ،۵۴ ،۴١] تیلور٩ روشسری ،[۴٨ ،۴۶ ،۴۵]
برای استفاده سادگی وجود با روش�ها این از بسیاری در نمود. اشاره انتگرال معادلات حل برای
ولی است برخوردار خوبی دقت از بسط نقطه�ی نزدیکی در تنها تقریبی جواب علوم، سایر متخصصین
از استفاده با حالت�ها از برخی در اما نیستند. کارآمد بزرگ طول با بازه�هایی در معادلات حل برای

.[۴٧] می�شود حاصل بهتری نتایج دلخواه، پایه�های با بسط
برای بلوکی روش [۵٩] در و بسط روش�های [۶٩ ،۶٨] در هم�محلی، روش�های [٢١] در همچنین

شده�اند. معرفی دوبعدی ولترای انتگرال معادلات حل
بزرگتر، بازه�های در و سخت١١ ولترای انتگرال معادلات حل برای موجود، عددی روش�های بیشتر
به نسبت که هستیم روش�هایی دنبال بیشتر رساله این در بنابراین هستند. همراه خطا سریع رشد با
هزینه�ی هم�چنین و باشند برخوردار وسیع�تری پایداری ناحیه�ی و بالاتر دقت مرتبه�ی از موجود روش�های

باشند. داشته موجود روش�های به نسبت کمتری محاسباتی
بعد با فضا یک به متعلق که مناسبی تابع با دقیق جواب تقریب ایده�ی اساس بر هم�محلی روش�های
درونیابی خاصیت با تکه�ای جمله�ای�های چند فضای اغلب فضا این است. شده پایه�ریزی است، متناهی
جواب تقریب برای تکه�ای چندجمله�ای�های فضای کاربرد مبدأ می�شود. گرفته نظر در هم�محلی، نقاط در
حل برای روش�ها این ١٩۶٠ سال حدود در آن از پس می�باشد. ١٩٣٠ سال مرزی، مقدار مسأله�ی
تکه�ای چندجمله�ای�های فضای در هم�محلی روش�های که شدند برده به�کار معمولی دیفرانسیل معادلات

می�شوند. رونگه-کوتا ضمنی روش�های از مهمی دسته�ی به منجر
معادله�ی عددی حل برای هم�محلی روش با تکه�ای های چندجمله�ای با تقریب بردن کار به ایده�ی
توسط شده تألیف کتاب�های .[۶١ ،۴٩] می�شود داده نسبت ١٩٣٩ سال در هوبر١٢ به ولترا انتگرال

۶Nystrom
٧Adomian decomposition
٨Tau
٩Taylor series

١٠Homotopy Analysis
١١stiff
١٢Huber



٨ مقدمه

حل مورد در فراوانی اطلاعات [٢٠] (١٩٨۶) برونر١۵ و [۵٢] (١٩٨۵) لینز١۴ ،[١١] (١٩٧٧) بیکر١٣
را هم�محلی روش�های [١٨] در برونر هرمان دارند. بر در آن تاریخچه�ی و ولترا انتگرال معادلات عددی
است. پرداخته آن�ها ویژگی�های بررسی به و نموده معرفی ولترا انتگرال معادلات انواع عددی حل برای
”محققان می�کند: بیان جمله این با را قبلی موجود مقادیر از استفاده علت [۵٠] ایزرلس١۶ آریه
کنار را قبلی گره�های در شده محاسبه مقادیر چرا هستند، صرفه�جویی انسان�های طبیعتاً عددی آنالیز

نکنیم؟“ وابسته هستند، دست در اکنون که قبلی تقریبی مقادیر به را جواب چرا بگذاریم؟
روش�های باعنوان هم�محلی، روش�های خانواده�ی از جدیدی روش�های ٢٠٠٧-٢٠٠٨ سال�های در
یک در شدند. معرفی همکارانش و کنته١٧ توسط هم�محلی چندگامی روش�های و هم�محلی دوگامی
r و بازه زیر آن در هم�محلی نقاط در جواب تقریبی مقادیر به زیربازه هر در تقریبی جواب روشr-گامی
ناحیه�ی و بالاتر همگرایی مرتبه�ی با روش�هایی ساخت باعث ایده این است. وابسته قبلی گامی نقطه�ی
چندجمله�ای�های می�شود. همگرایی مرتبه�ی به نسبت محاسباتی هزینه�ی افزایش بدون وسیع�تر پایداری
گرهی نقاط در هم�محلی چندگامی روش از استفاده با ولترا انتگرال معادله�ی جواب تقریب برای تکه�ای
خاص انتخاب برای جز هم�محلی روش�های در درحالی�که ندارند، بیشتری همواری ولی هستند پیوسته

هستند. ناپیوسته گرهی نقاط در چندجمله�ای�ها این هم�محلی پارامترهای از
هم�محلی روش با دوم نوع ولترای انتگرال معادله�ی جواب تقریب که است داده نشان [١٩] در برونر
می�شود. واگرا جواب به منجر حالت�ها از برخی در بیشتر، همواری با تکه�ای چندجمله�ای�های فضای در
ولترای انتگرال معادلات عددی حل برای هم�محلی روش�های خانواده از روش�هایی رساله این در
ناحیه�ی از موجود، روش�های به نسبت بالاتر مرتبه�ی داشتن ضمن که کرد خواهیم معرفی غیرخطی

باشند. داشته کمتری محاسباتی هزینه و بوده برخوردار نیز وسیع�تری پایداری
پرداخته انتگرال معادلات انواع معرفی به اول فصل در است: شده تدوین فصل چهار در رساله این
قرار مطالعه مورد را ولترا انتگرال معادله�ی عددی حل برای هم�محلی چندگامی و هم�محلی روش�های و
برای را هم�محلی چندگامی فراضمنی روش دوم فصل در می�پردازیم. ویژگی�هایشان بیان به و می�دهیم
هرمیتی هم�محلی چندگامی روش بیان به سوم فصل در می�کنیم. معرفی ولترا انتگرال معادله�ی حل
ولترای انتگرال معادله�ی عددی حل برای را هم�محلی چندگامی روش چهارم فصل در و می�پردازیم

١٣Baker
١۴Linz
١۵Herman Brunner
١۶Arieh Iserles
١٧Conte
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١١ مقدماتی مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

مقدمـه

عددی حل رساله موضوع چون داشت. خواهیم انتگرال معادلات انواع بر مروری رساله، اول فصل در
ارائه�ی بدون معادلات نوع این برای را جواب یکتایی و وجود قضایای می�باشد، ولترا انتگرال معادلات
خواهیم هم�محلی چندگامی روش�های و هم�محلی روش�های بر اجمالی مروری سپس می�کنیم. بیان اثبات
چند�گامی روش خطی پایداری بررسی به و کرده بیان را همگرایی فوق� و همگرایی مرتبه�ی و داشت

است. شده نوشته [٣١ ،٢٠ ،١٨ ،١] مراجع اساس بر فصل این مطالب می�پردازیم. هم�محلی

اولیه مفاهیم و انتگرال معادلات انواع معرفی ١.١

انتگرال معادلات انواع ١.١.١

شکل به و می�شود ظاهر انتگرال علامت زیر مجهول تابع آن در که است معادله�ای انتگرال معادله�ی
کلی

F

(
x, y(x),

∫ β(x)

α(x)

G(x, t, y(t))dt

)
= 0 (١.١)

معادله�ی هسته�ی G(x, t, y(t)) تابع هستند. معلوم توابع F و β ،α ،G و مجهول تابع y آن در که است
ثابت مقادیر انتگرال حدود صورتی�که در هستند، انتگرال حدود β(x) و α(x) و می�شود نامیده انتگرال
از تابعی انتگرال حدود از یکی حداقل چنا�نچه و می�شود نامیده فردهلم معادله�ی انتگرال معادله باشند،

می�شود. نامیده ولترا انتگرال معادله�ی باشد، x
معادله�ی

h(t)y(t) = g(t) +

∫ β(t)

α(t)

K(t, τ, y(τ))dτ, t ∈ I := [0, T ], (٢.١)

صورت به (٢.١) معادله�ی h(t) ≡ 0 اگر است. (١.١) از خاصی حالت ،T ∈ R آن در ∫که β(t)

α(t)

K(t, τ, y(τ))dτ = g(t),

از انتگرال معادله h(t) ̸= 0 صورتی�که در و می�شود نامیده اول نوع انتگرال معادله که می�شود نوشته



١٢ مقدماتی مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

است. دوم نوع
متداول صورت به دوم نوع ولترای انتگرال معادلات

y(t) = g(t) +

∫ t

0

K(t, τ, y(τ))dτ, t ∈ I := [0, T ], (٣.١)

هستند.

معادله را انتگرال معادله�ی باشد، متغیره چند تابع مجهول تابع انتگرال معادله�ی در اگر .١.١.١ تعریف
معادله�ی می�نامند. چند�بعدی انتگرال

h(t, x)y(t, x) = f(t, x) +

∫ t

0

∫ x

0

G(t, x, s, ξ, y(s, ξ))dsdξ, (۴.١)

خطی غیر ولترای انتگرال معادله�ی یک T,X ∈ R ،(t, x) ∈ I × J := [0, T ] × [0, X] آن در که
دو به h(t, x) مقدار به توجه با معادلات نوع این بعدی یک انتگرال معادلات مشابه است. بعدی دو

می�شوند. تقسیم دوم و اول نوع

یا باشد، نامتناهی بالا یا پایین حدود از یکی حداقل آن در که را انتگرالی معادله�ی .٢.١.١ تعریف
انتگرال معادله�ی باشد، نامتناهی انتگرال�گیری دامنه�ی از بیشتری نقاط یا نقطه یک در معادله هسته�ی

می�گویند. منفرد

و بوده نامتناهی t = τ در هرگاه گویند منفرد ضعیف به�طور را K(t, τ, .) هسته�ی .٣.١.١ تعریف
باشیم داشته M مانند ثابتی به�ازای

|K(t, τ, .)| ≤M |t− τ |−α, 0 < α < 1.

به�صورت معمولا منفرد ضعیف به�طور هسته�ی با ولترا انتگرال معادله�ی

y(t) = f(t) +

∫ t

0

pα(t− τ)K(t, τ, y(τ))dτ, t ∈ I := [0, T ], (۵.١)

و است متغیرهایش از پیوسته�ای تابع K(t, τ, y(τ)) هسته�ی آن در که است

pα(t− τ) =

{
(t− τ)−α, 0 < α < 1

log(t− τ), α = 1.
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معادله�ی .۴.١.١ مثال
y(t) = 1−

∫ t

0

y(τ)(t− τ)−
1
2dτ, t ∈ [0, 1],

است. منفرد ضعیف به�طور دوم نوع ولترای انتگرال معادله�ی یک

مورد و معرفی ١٨٢٣ سال در آبل نیلز نام به نروژی ریاضیدان توسط بار اولین معادلات نوع این
و الکتروشیمی گرما، انتقال نظیر مهندسی مسائل در معمولا معادلات این�گونه .[١] گرفتند قرار بررسی

.[۵١] هستند فراوانی کاربرد�های دارای غیره و کریستال�ها در هم�چنین

آنگاه باشند، داشته حضور انتگرال معادله�ی در نيز مجهول تابع مشتقات از برخی اگر .۵.١.١ تعریف
مثال عنوان به می�نامند. انتگرال-دیفرانسیل معادله�ی نوع از را معادله

D1y(t) = f(t) +

∫ β(t)

α(t)

k(t, τ)
(
D2y(τ)

)
dτ

دسته�بندی هستند. ديفرانسيل عملگرهای D2 و D1 آن در كه است انتگرال-ديفرانسيل معادله�ى� يك
می�باشد. انتگرال معادلات مشابه معادلات این

انتگرال معادلات پایداری ٢.١.١

اختلال به نسبت y(t)جواب تابع حساسیت مطالعه حقیقت در (٢.١) انتگرال معادلات پایداری بررسی
می�باشد. t −→ ∞ که زمانی به�ویژه ،g(t) معلوم تابع در

آزمون معادله�ی در

y(t) = g(t) + λ

∫ t

0

y(τ)dτ, (۶.١)

انتگرال معادله�ی ،g(t) در δ اندازه�ی به تغییر با

Y (t) = g(t) + δ + λ

∫ t

0

Y (τ)dτ (٧.١)

معادله�ی (۶.١) از (٧.١) تفریق با می�شود. حاصل

ε(t) = δ + λ

∫ t

0

ε(τ)dτ



١۴ مقدماتی مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

است. ε(t) = δeλt صورت به معادله، این جواب .ε(t) = y(t) − Y (t) آن در که می�آید دست به
که می�شود جواب در ε(t) = δeλt به�اندازه�ی تغییر باعث g(t) در δ اندازه�ی به تغییر بنابراین

.Re(λ) ≤ 0 اگر تنها و اگر است کراندار ε(t) •

.Re(λ) < 0 اگر تنها و اگر t −→ ∞ وقتی ε(t) −→ 0 •

داشت: خواهیم را زیر تعریف بنابراین

به�طور و Re(λ) < 0 هرگاه می�شود نامیده پایدار (۶.١) ولترای انتگرال معادله�ی .۶.١.١ تعریف
.[١٠] Re(λ) ≤ 0 هرگاه می�شود نامیده پایدار مجانبی

ولترا انتگرال معادلات جواب منحصربه�فردی و وجود ٣.١.١

می�باشد، بعدی دو و یک ولترای انتگرال معادلات عددی حل رساله، این اصلی هدف اینکه به توجه با
با را غیرخطی و خطی ولتراى انتگرال معادله�ی جواب یکتایی و وجود براى لازم شرايط قسمت این در

می�کنیم. بیان زیر قضایای از استفاده

خطی دوم نوع ولترای انتگرال معادله�ی [۵٧] .٧.١.١ قضیه

y(t) = g(t) +

∫ t

0

K(t, τ)y(τ)dτ, t ∈ I := [0, T ] (٨.١)

پیوسته I و 0 ≤ τ ≤ t ≤ T روی به�ترتیب g(t) و K(t, τ) توابع کنید فرض بگیرید. نظر در را
است. I روی یکتا پیوسته�ی جواب دارای (٨.١) ولترای انتگرال معادله�ی صورت این در باشند.

S ×R ناحیه�ی و I بازه�ی در ترتیب به K(t, τ, y) و g(t) معلوم توابع کنید فرض [٩] .٨.١.١ قضیه
شرط در سوم مولفه�ی به نسبت نیز هسته و باشند پیوسته S = {(t, τ)|0 ≤ τ ≤ t ≤ T} آن در که

کند: صدق شیتس لیپ
|K(t, τ, y1)−K(t, τ, y2)| ≤ L|y1 − y2|, ∀(t, τ, y1), (t, τ, y2) ∈ S × R,

متناهی T هر برای (٣.١) معادله�ی صورت این در است. τ و t ،y2 ،y1 از مستقل L ضریب آن در که
است. منحصربه�فرد پیوسته�ی جواب دارای


