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نمايم. سپاسͽزاری
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بودند. من پشتیبان بهترین که بی�پایانشان، دلͽرمͬ�های و بی�دریغ کمͺهای پاس به عزیزم،

عطاپور مریم
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چͺیده

است عبارت v ∈ V رأس باز ͬͽهمسای باشد. E یالهای مجموعه و V رئوس مجموعه با ساده گراف ͷیG فرضکنید

حقیقͬ تابع ͷی f کنید فرض .N [v] = N(v) ∪ {v} با است برابر آن بسته ͬͽهمسای و N(v) = {u| uv ∈ E} از

ͷی را f : V (G) −→ {−١ , ١} تابع �مͬ�نامند. f تابع وزن را
∑
v∈V

f(v) صورت این در باشد. V (G) بر مقدار

مینیمم .(f(N(v)) ≥ ١ ) f(N [v]) ≥ ١ ،v ∈ V (G) هر ازای به هرگاه نامند G در علامت�دار (تام) احاطه�گر تابع

(γst(G) ) γs(G) با و نامیده G علامت�دار (تام) احاطه�ای عدد را G علامت�دار (تام) احاطه�گر توابع تمام میان در وزن

f هرگاه نامند کلͬ علامت�دار (تام) احاطه�گر تابع ͷی را Gگراف در f علامت�دار (تام) احاطه�گر تابع مͬ�دهند. نشان

باشد. G در علامت�دار (تام) احاطه�گر تابع ͷی

در علامت�دار احاطه�گر −k تابع ͷی را f : V (G) −→ {−١,١} تابع باشد. صحیح عدد ͷی k ≥ ١ فرضکنید

را G علامت�دار احاطه�گر −k توابع تمام میان در وزن مینیمم .f(NG[v]) ≥ k ،v ∈ V (G) هر ازای به هرگاه نامند G

مͬ�دهند. نشان γks(G) با و نامیده G علامت�دار احاطه�ای −k عدد

ازای به هرگاه نامند علامت�دار احاطه�گر خانواده ͷی را G در علامت�دار احاطه�گر توابع از {f١, . . . , fd} خانواده

علامت�دار ͷدماتی عدد را G در علامت�دار احاطه�گر خانواده ͷی اعضای تعداد بیشترین .
d∑

i=١
fi(v) ≤ ١ ،v ∈ V هر

نامند. G در

تام احاطه�ای عدد برای را کرانهایی و نموده معرفͬ را کلͬ علامت�دار تام احاطه�گر توابع مفهوم رساله، این در

تام احاطه�ای عدد و کلͬ علامت�دار تام احاطه�ای عدد تفاضل براساس را درختها و مͬ�آوریم دست به کلͬ علامت�دار

ͷدماتی−k عدد و k−دماتیͷعلامت�دار عدد و علامت�دار k−احاطه�ای عدد همچنین مͬ�کنیم. دسته�بندی علامت�دار

درجه مانند پارامترهایی حسب بر پارامترها این برای را کرانهایی و نموده معرفͬ را جهت�دار گرافهای در دار علامت� تام

مͬ�آوریم. دست به� گراف ͷی پارامترهای دیͽر و اندازه مرتبه، رئوس، خروجͬ و ورودی

علامت�دار (تام) احاطه�گر تابع علامت�دار، (تام) احاطه�ای عدد علامت�دار، (تام) احاطه�گر تابع کلیدی: کلمات

ͷدماتی−k عدد و k−دماتیͷعلامت�دار عدد k−احاطه�ایعلامت�دار، عدد کلͬ، علامت�دار (تام) احاطه�ای عدد کلͬ،

علامت�دار. تام

پ



پیشͽفتار

قرار مطالعه مورد و شده معرفͬ گرافها در احاطه�گری مفاهیم از مختلفͬ انواع اخیر، های سال در

ͷی G کنید فرض نمود. اشاره علامت�دار احاطه�گری مفهوم به مͬ�توان جمله آن از که گرفته�اند

از است عبارت v ∈ V رأس باز ͬͽهمسای باشد. E یالهای مجموعه و V رئوس مجموعه با گراف

تابع ͷی f اگر .N [v] = N(v) ∪ {v} با است برابر آن بسته ͬͽهمسای و N(v) = {u| uv ∈ E}

f : V (G) −→ {−١,١} تابع .ω(f) =
∑
v∈V

f(v) با است برابر f وزن آنگاه باشد، V بر حقیقͬ

مینیمم .f(NG[v]) ≥ ١ ،v ∈ V (G) هر ازای به هرگاه نامند G در علامت�دار احاطه�گر تابع ͷی را

γs(G) با و نامیده G علامت�دار احاطه�ای عدد را G علامت�دار احاطه�گر توابع تمام میان در وزن

مͬ�نامند. G در تابع −γs ͷی را γs(G) وزن با تابع ͷی مͬ�دهند. نشان

از و گردید [٧]معرفͬ همͺارانش و ١ دونبار توسط ١٩٩۵ سال در دار، علامت گر احاطه توابع

دیͽران و [١١] ۴ فوردی ،[٨] ٣ فاوارون ،[۶] ٢ کوکین همچون زیادی مؤلفین مطالعه مورد پس آن

عدد تعریف در باز ͬͽهمسای به بسته ͬͽهمسای تغییر با [٣٢] ۵ زلینکا ٢٠٠١ سال در گرفت. قرار
۶ هنینگ ٢٠٠۴ سال در و نمود معرفͬ را علامت�دار تام احاطه�ای عدد مفهوم علامت�دار، احاطه�ای

کرد. بررسͬ گسترده بطور را علامت�دار تام احاطه�ای عدد [١۵]

را کرانهایی و نمود معرفͬ را گرافها در علامت�دار احاطه�گر −k توابع مفهوم [٢٩] ٧ وانگ
١Dunbar
٢Cockayne
٣Favaron
۴Furedi
۵Zelinka
۶Henning
٧Wang

ت



مفهوم [٣١] زلینکا ٢٠٠۵ سال در آورد. دست به گرافها در علامت�دار احاطه�ای −k عدد برای

احاطه�ای عدد برای را کرانهایی و کرده تعریف را دار جهت گرافهای در دار علامت احاطه�گر تابع

[١٨] همͺارانش و کرمͬ ،٢٠٠٩ سال در آن از پس آورد. دست به جهت�دار گرافهای در علامت�دار

این برای را جالبی کرانهای و داده قرار مطالعه مورد را جهت�دار گرافهای در علامت�دار احاطه�ای عدد

علامت�دار احاطه�ای عدد و کلͬ علامت�دار احاطه�گر توابع مفهوم آنها همچنین کردند. ارایه پارامتر

.[١٩] دادند قرار مطالعه مورد و معرفͬ را کلͬ

است: شده تنظیم زیر صورت به و بوده [۴] و [٣] [٢] ، مقالات[١] تفصیلͬ بیان حاضر، رساله

احاطه�گر توابع مفهوم دوم فصل در مͬ�کنیم. بیان را رساله در نیاز مورد اولیه مفاهیم اول، فصل در

دست به کلͬ علامت�دار تام احاطه�ای عدد برای را کرانهایی و نموده معرفͬ را کلͬ علامت�دار تام

کرانهایی جهت�دار، گرافهای در علامت�دار k−احاطه�ای عدد معرفͬ از بعد سوم، فصل در مͬ�آوریم.

چهارم، فصل در . مͬ�آوریم دست به گراف رنگͬ عدد و اندازه مرتبه، برحسب پارامتر این برای را

فصل در و مͬ�دهیم قرار مطالعه مورد و معرفͬ را جهت�دار گرافهای در علامت�دار ͷدماتی −k عدد

مͬ�کنیم. بررسͬ را جهت�دار گرافهای در علامت�دار تام ͷدماتی −k عدد پنجم،

ث



١ فصل

پژوهش پیشینه و مقدماتͬ مفاهیم

مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد بعدی فصلهای در که را مقدماتͬ قضایای و تعاریف برخͬ فصل این در

تعریف اینجا در که گراف نظریه در اولیه نمادهای و تعاریف با بیشتر آشنایی برای مͬ�کنیم. مطرح

مͬ�دهیم. ارجاع [٣٠] و [١۴] ،[۵] به را خواننده نشده�اند،

گراف نظریه مقدماتͬ تعاریف ١.١

مجموعه�ای V آن در Eاستکه و V مجموعه دو از متشͺل ریاضͬ یͷساختار ،G = (V,E)گراف

را E اعضای و رأس را V اعضای است. V روی نامرتب تاییهای دو از مجموعه�ای E و نقاط از

مͬ�نامند. آن اندازه�ی و مرتبه ترتیب به را گراف ͷی یالهای تعداد و رئوس تعداد مͬ�نامند. یال

به مجاورند، v با که است G از رأسهایی تمام مجموعه ،NG(v) ،G از v رأس باز ͬͽهمسای

دیͽر، عبارت

NG(v) = {u ∈ V (G)| uv ∈ E(G)}.

.S ⊆ V (G) کنید فرض .NG[v] = NG(v) ∪ {v} از است عبارت v رأس بسته ͬͽهمسای

.NG[S] = NG(S)∪S NG(S)و =
∪

v∈S NG(v) از ترتیبعبارتند به S بسته و باز همسایͽیهای

و کوچͺترین مͬ�شود. داده نشان deg(v) یا degG(v) با که |NG(v)| با است برابر v رأس درجه

١



پژوهش پیشینه و مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

دیͽر، عبارت به مͬ�دهند، نشان ∆(G) و δ(G) با ترتیب به را Gگراف درجه بزرگترین

δ(G) = min{deg(v)| v ∈ V (G)}

و

∆(G) = max{deg(v)| v ∈ V (G)}.

مجاور رأس و برگ را ١ درجه از رأس مͬ�نامند. تنها رأس ͷی را v رأس آنگاه ،degG(v) = ٠ اگر

،v ∈ V (G) هر ازای به هرگاه مͬ�نامند منتظم −r را G گراف مͬ�نامند. اتکا رأس را برگ ͷی با

.deg(v) = r

رئوس مجموعه که است G از زیرگرافͬ ،G[S] ،S توسط القایی زیرگراف ،S ⊆ V (G) هرگاه

باشند. S در آن انتهایی رأس دو هر که است G از یالهایی از متشͺل آن یالهای مجموعه و بوده S آن

را مشترک انتهایی رئوس با یال دو مͬ�کند. وصل خودش به را رأس ͷی که است یالͬ طوقه ͷی

گراف باشد. نداشته چندگانه یال و طوقه که است گرافͬ ساده، گراف ͷی مͬ�نامیم. چندگانه یالهای

Kn با را n مرتبه�ی از کامل گراف مجاورند. باهم آن رأس دو هر که است ساده�ای گراف کامل،

U زیرمجموعه دو به مͬ�توان را آن رئوس مجموعه که است گرافͬ دوبخشͬ گراف مͬ�دهند. نشان

داشته W در انتهایی رأس ͷی و U در انتهایی رأس ͷی G از یال هر که طوری به کرد افراز W و

که است دوبخشͬ ساده گراف کامل، دوبخشͬ گراف مͬ�نامند. گراف بخشهای را W و U باشد.

m که دوبخشͬ کامل گراف باشد. مجاور دیͽر بخش در رأس هر با بخش ͷی در رأس هر آن، در

را K١,n گراف مͬ�دهند. نشان Km,n با را باشد داشته دیͽر بخش در رأس n و �بخش ͷی در رأس

مͬ�نامند. آن مرکز را n درجه از رأس ،n+ ١ ≥ ٣ مرتبه�ی از ستاره ͷی در و نامیده ستاره ͷی

به باشد موجود V (H) به V (G) از دوسویی تابع ͷی هرگاه نامند یͺریخت را H و Gگراف دو

مͬ�بریم. کار به را G ≃ H نماد ،H و Gگراف دو یͺریختͬ برای کند. حفظ را مجاورتها که قسمͬ

،u, v ∈ V (G) هر ازای به و V (G) = V (G) آن در که است گرافͬ ،G، G گراف مͺمل

.uv /∈ E(G) اگر تنها و اگر uv ∈ E(G)

آن در که است G مانند گرافͬ G١ ∨ G٢ با که G٢ و G١ گراف دو الحاق

٢



پژوهش پیشینه و مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

V (G) = V (G١) ∪ V (G٢)

و

E(G) = E(G١) ∪ E(G٢) ∪ {uv| u ∈ V (G١), v ∈ V (G٢)}.

رئوس از مرتب دنباله�ای ،G گراف در گشت) −(v٠, vn) (یا vn رأس به v٠ رأس از گشت ͷی

مانند یالها و

W = v٠, e١, v١, e٢, · · · , vn−١, en, vn

vi−١, vi ،i هر ازای به که طوری به هستند G یالهای و رأسها متناوب، طور به آن جملات که است

بدون پیͽرد ͷی مسیر ͷی و تکراری یال بدون گشت ͷی پیͽرد ͷی هستند. ei یال انتهایی رئوس

نامند. مͬ دور ͷی را است) ͬͺی آن انتهای و ابتدا که (مسیری بسته مسیر ͷی است. تکراری رأس

و u رأس دو برای مͬ�دهند. نشان Cn با را n مرتبه�ی از دور ͷی و Pn با را n مرتبه�ی از مسیر ͷی

مͬ�دهند. نشان d(u, v) با و نامیده v و u فاصله را G در مسیر −(u, v) کوتاهترین طول ،v

و باشد داشته وجود یͷگشت حداقل آن متمایز رأس دو هر بین هرگاه گویند همبند را Gگراف

درخت ͷی نامند. درخت ͷی را دور بدون همبند گراف گویند. ناهمبند را آن صورت، این غیر در

ریشه�دار درخت ͷی T کنید فرض مͬ�شود. نامیده ریشه�دار درخت ͷی آن، از ثابت رأس ͷی با

مجموعه ،D(v) با را v نوادگان مجموعه ،C(v) با را v فرزندان تمام مجموعه .v ∈ V (T ) و بوده

رساله، این در مͬ�دهند. نشان Tv با را D[v] توسط القایی زیردرخت و D[v] با را D(v) ∪ {v}

مجاور برگهای تعداد و S(T ) با را T اتکای رئوس مجموعه ،L(T ) با را T درخت برگهای مجموعه

مͬ�دهیم. نشان l(v) با را v با

A و رأسها مجموعه V آن در که D = (V,A) زوج از است عبارت جهت�دار گراف ͷی

e = (u, v) اگر Dمͬ�نامند. کمانهای اعضایAرا است. V اعضای روی مرتبها زوج از مجموعه�ای

ͬͽهمسای و ورودی باز ͬͽهمسای مͬ�نامند. آن انتهای را v و e ابتدای را u آنگاه Dباشد، از کمانͬ

از عبارتند مͬ�شوند، داده نمایش ،N+
D (v) و N−

D (v) با ترتیب به که ،D از v رأس خروجͬ باز

N−
D (v) = {u ∈ V (G)| (u, v) ∈ A(D)} و N+

D (v) = {u ∈ V (G)| (v, u) ∈ A(D)}.

٣
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از عبارتند ترتیب به v رأس خروجͬ بسته ͬͽهمسای و ورودی بسته ͬͽهمسای

ͬͽهمسای .S ⊆ V (D) کنید فرض .N+
D [v] = N+

D (v) ∪ {v} و N−
D [v] = N−

D (v) ∪ {v}

از عبارتند ترتیب به S ورودی بسته ͬͽهمسای و باز

N−
D [S] = N−

D (S) ∪ S و N−
D (S) =

∪
v∈S

N−
D (v),

از عبارتند ترتیب به S خروجͬ بسته ͬͽهمسای و باز ͬͽهمسای و

N+
D [S] = N+

D (S) ∪ S و N+
D (S) =

∪
v∈S

N+
D (v).

داده نمایش d+D(v) و d−D(v) با ترتیب به که D جهت�دار گراف در v رأس خروجͬ و ورودی درجه

از عبارتند مͬ�شوند،

d−D(v) = |N−
D (v)| و d+D(v) = |N+

D (v)|.

،m اندازه� از D جهت�دار گراف هر در که دید مͬ�توان آسانͬ ∑به
v∈V (D)

d−(u) =
∑

v∈V (D)

d+(u) = m (١.١)

مͬ�شود حاصل جهت بدون گرافͬ نگیریم، نظر در را کمانها جهت ،D جهت�دار گراف ͷی در اگر

گراف مͬ�دهیم. نشان G(D) با را D جهت�دار گراف زمینه گراف نامند. D زمینه گراف را آن که

نامیده دور D جهت�دار گراف مͬ�شود. نامیده تورنومنت باشد، کامل آن زمینه گراف که جهت�داری

را آن و باشد d+(v) = d−(v) = ١ ،v ∈ V (D) هر ازای به و بوده دور آن زمینه گراف هرگاه مͬ�شود

گراف باشد. r برابر آن رأس هر (خروجͬ) ورودی درجه هرگاه نامند (خروجͬ) ورودی منتظم −r

مͬ�نامند. شده جهت�دهͬ گراف ͷی باشد، نداشته ٢ طول از جهت�دار دور هیچ که را جهت�داری

T آنها انتهای و S در آنها ابتدای که را یالهایی مجموعه ،D رأسهای از T و S زیرمجموعه دو برای

وابسته جهت�دار گراف مͬ�دهیم. نمایش a(S, T ) با را A(S, T ) اعضای تعداد و A(S, T ) با باشد،

خلاف در کمان دو با G یال هر کردن جایͽزین از که است جهت�داری گراف ،D(G) ،G گراف

مͬ�دهیم. نشان K∗
n با را Kn وابسته جهت�دار گراف مͬ�آید. دست به هم جهت

تعریف ،Gرأسهای از S زیرمجموعه برای باشد. حقیقͬ تابع ͷی f : V (G) −→ R فرضکنید

ω(f) با و نامیده f تابع وزن را آن که f(V ) =
∑

v∈V (G)

f(v) بنابراین .f(S) =
∑
v∈S

f(v) مͬ�کنیم

۴
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این در مͬ�دهیم. نشان f [v] با را f(N(v)) ،v ∈ V رأس برای خاص، حالت در مͬ�دهند. نشان

تابع برای مͬ�کنیم. مطالعه جهت�دار گرافهای و گرافها در را f : V −→ {−١,١} توابع رساله،

به ،{v ∈ V : f(v) = و{١− {v ∈ V : f(v) = +١} مجموعه�های ،f : V −→ {−١,١}

گرافͬ گراف، ͷی از منظور رساله، این سراسر در مͬ�دهیم. نشان (M و P (یا Mf و Pf با ترتیب

است. متناهͬ ساده جهت�دار گراف جهت�دار، گراف ͷی از منظور و متناهͬ و ساده جهت، بدون

بود. خواهد مفید رساله این نتایج برخͬ اثبات در زیر قضیه

در که χ(G) ≤ ١+max{δ(H)| Gاست زیرگراف ͷیH} ،G گراف هر در [٢۴] ١.١.١ قضیه

است. G گراف رنگͬ عدد χ(G) آن

جهت�دار گرافهای و گرافها در علامت�دار احاطه�گر توابع ٢.١

هر ازای به هرگاه نامند G در علامت�دار احاطه�گر تابع ͷی را f : V (G) −→ {−١,١} تابع

عدد را G علامت�دار احاطه�گر توابع تمام میان در وزن مینیمم .f(NG[v]) ≥ ١ ،v ∈ V (G)

تابع −γs ͷی را γs(G) وزن با تابع ͷی مͬ�دهند. نشان γs(G) با و نامیده G علامت�دار احاطه�ای

مͬ�دهد. نشان را ٣ برابر علامت�دار احاطه�ای عدد با گراف ͷی ،(١.١) شͺل مͬ�نامند. G در

u u

u u s+١-١+١

+١ +١

.γs(G) = ٣ با Gگراف :١.١ شͺل

از و گردید [٧]معرفͬ همͺارانش و دونبار توسط ١٩٩۵ سال در علامت�دار، احاطه�گر توابع

۵
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قرار دیͽران و [١١] فوردی ،[٨] فاوارون ،[۶] کوکین همچون زیادی مؤلفین مطالعه مورد پس آن

احاطه�ای تعریفعدد در باز ͬͽهمسای به بسته ͬͽهمسای تغییر با [٣٢] زلینکا ٢٠٠١ سال در گرفت.

را f : V (G) −→ {−١,١} تابع نمود. معرفͬ را علامت�دار تام احاطه�ای عدد مفهوم علامت�دار

مینیمم .f(NG(v)) ≥ ١ ،v ∈ V (G) هر ازای به هرگاه Gنامند در علامت�دار تام احاطه�گر تابع ͷی

با و نامیده G علامت�دار تام احاطه�ای عدد را G علامت�دار تام احاطه�گر توابع تمام میان در وزن

سال در است. ٣ برابر ،(١.١) شͺل گراف علامت�دار تام احاطه�ای عدد مͬ�دهند. نشان γst(G)

از انگیزه�اش وی کرد. بررسͬ گسترده بطور را علامت�دار تام احاطه�ای عدد [١۵] هنینگ ٢٠٠۴

مثال، عنوان به کرد. بیان مختلف مسایل مدلسازی در آن کاربرد تنوع را پارامتر این دقیق�تر مطالعه

سازمانهایی یا افراد از شبͺه�هایی مͬ�توان دلخواه گراف ͷی رئوس به -١ و +١ اعداد دادن نسبت با

کنید فرض شود. گرفته منفͬ یا مثبت پاسخ با کلͬ تصمیمͬ آنها در بایستͬ که کرد مدل�سازی را

بیانگر رأس هر به +١ تخصیصعدد باشد. داشته نهایی نظر ͷی و رأی ͷی حق شخص(رأس) هر

نظر در فرد هر رأی که است این بر فرض است. فرد آن منفͬ رأی بیانگر -١ عدد و فرد آن مثبت رأی

بیشتری نفوذپذیری است، بیشتر آنها درجه که افرادی بنابراین مͬ�گذارد. تأثیر مجاورش افراد نهایی

منفͬ آرای تعداد از بیش او مجاور افراد مثبت آرای تعداد هرگاه است مثبت فرد هر نهایی نظر دارند.

هر نهایی نظر آنها واسطه به که است آرایی تخصیص جستجوی هدف، باشد. فرد آن مجاورت در

کلیه بین در سیستم این شود. مͬ نامیده یͺنواخت تخصیص ͷی تخصیصͬ چنین باشد. مثبت فرد

تحت برساند. ممͺن تعداد کمترین به را مثبت آرای با افراد تعداد دارد سعͬ یͺنواخت تخصیصهای

آراست. کل برای ممͺن مجموع مینیمم علامت�دار، تام احاطه�ای عدد شرایط، این

−k تابع ͷی را f : V (G) −→ {−١,١} تابع باشد. صحیح عدد ͷی k ≥ ١ کنید فرض

میان در وزن مینیمم .f(NG[v]) ≥ k ،v ∈ V (G) هر ازای به هرگاه نامند G در علامت�دار احاطه�گر

نشان γks(G) با و نامیده G علامت�دار احاطه�ای −k عدد را G علامت�دار احاطه�گر −k توابع تمام

مفهوم این مͬ�نامند. G در تابع −γks ͷی را γks(G) وزن با علامت�دار احاطه�گر تابع ͷی مͬ�دهند.

،k = ١ اگر که دید مͬ�توان آسانͬ به است. گرفته قرار مطالعه مورد و معرفͬ [٢٩] وانگ توسط

آنها درجه مینیمم که گرافهایی در تنها علامت�دار احاطه�گر −k تابع چون .γks(G) = γs(G) آنگاه

۶
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−k تابع آنها برای که گرافهایی که کرد خواهیم فرض است، تعریف قابل باشد، k − ١ حداقل

مͬ�کنند. صدق شرط این در مͬ�کنیم، بررسͬ را علامت�دار احاطه�گر

کرده معرفͬ را گرافهایجهتدار در علامتدار احاطه�گر تابع مفهوم [٣١] زلینکا ٢٠٠۵ سال در

آورد. دست به جهت�دار گرافهای در علامت�دار احاطه�ای عدد برای را کرانهایی و

ازای به هرگاه نامند D در علامت�دار احاطه�گر تابع ͷی را f : V (D) −→ {−١ , ١} تابع

این برای را کرانهایی [١٨] همͺارانش و کرمͬ ،٢٠٠٩ سال در .f(N−[v]) ≥ ١ ،v ∈ V هر

آوردند. دست به پارامتر

هرگاه نامند آن در کلͬ علامت�دار احاطه�گر تابع ͷی را Gگراف در f علامت�دار احاطه�گر تابع

و معرفͬ [١٩] همͺارانش و کرمͬ توسط مفهوم این باشد. G در علامت�دار احاطه�گر تابع ͷی f

است. شده بررسͬ

در علامت�دار احاطه�گر خانواده ͷی را G در علامت�دار احاطه�گر توابع از {f١, . . . , fd} خانواده

احاطه�گر خانواده ͷی اعضای تعداد بیشترین .
d∑

i=١
fi(v) ≤ ١ ،v ∈ V هر ازای به هرگاه نامند آن

و ١ والͺمن توسط علامت�دار ͷدماتی عدد نامند. G در علامت�دار ͷدماتی عدد را G در علامت�دار

مورد را علامت�دار ͷدماتی عدد مقاله چندین در همͺارانش و والͺمن گردید. معرفͬ [٢٨] زلینکا

هنینگ ،٢٠٠۶ سال در نمود. اشاره [٢٧] و [٢۶] ،[٢۵] به مͬ�توان جمله آن از که دادند قرار مطالعه

شیخ و خودکار ٢٠١١ سال در نمود. مطالعه و معرفͬ را علامت�دار تام ͷدماتی عدد مفهوم [١۶]

علامت�دار تام ͷدماتی عدد از تعمیمͬ عنوان به را علامت�دار تام ͷدماتی −k عدد [٢٠] الاسلامͬ

نمودند. معرفͬ

١Volkmann

٧
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کلͬ علامت�دار تام احاطه�گر توابع

f هرگاه نامند کلͬ علامت�دار تام احاطه�گر تابع ͷی را Gگراف در f علامت�دار تام گر احاطه تابع

علامت�دار تام احاطه�گر تابع گرافGدارای که کنید توجه Gباشد. در علامت��دار احاطه�گر تابع ͷی

،G کلͬ علامت�دار تام احاطه�ای عدد باشند. نداشته منفرد رأس G و G اگر تنها و اگر است کلͬ

تابع هر چون است. G در کلͬ علامت�دار تام احاطه��گر تابع ͷی وزن مینیمم با برابر ، γgst(G)

لذا است، G و G در علامت�دار تام احاطه�گر تابع ͷی G در کلͬ علامت�دار تام احاطه�گر

γgst(G) ≥ max{γst(G), γst(G)}. (١.٢)

در را پارامتر سپساین دستمͬ�آوریم. به علامت�دار تام احاطه�ای عدد برای را کرانهایی فصل، این در

،∆(T ) ≤ n−٢ و n ≥ ۴ مرتبه�ی از T درخت هر در که مͬ�دهیم نشان و کرده کرده مطالعه درختها

ندارند). منفرد رأس T و T ،∆(T ) ≤ n − ٢ شرط بنابر که کنید (توجه γgst(T ) ≤ γst(T ) + ۴

صدق γgst(T ) = γst(T ) + ٢ و γgst(T ) = γst(T ) + ۴ در که را T درختهای تمام همچنین

دوبخشͬ گرافهای در را کلͬ علامت�دار تام احاطه�ای عدد بالاخره، مͬ�کنیم. بندی دسته مͬ�کنند،

مͬ�کنیم. محاسبه کامل

کرانها و اولیه نتایج ١.٢

برای را کرانهایی و مطالعه را گرافها کلͬ علامت�دار تام احاطه�ای عدد اولیه خواص بخش، این در

مͬ�آوریم. دست به آن

٨
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∆ درجه ماکسیمم و δ ≥ ٢ درجه مینیمم با n مرتبه�ی از گراف ͷی G اگر [١۵] ١.١.٢ قضیه

آنگاه باشد،

γst(G) ≥

(
⌈ δ−١

٢ ⌉ − ⌊∆−١
٢ ⌋+ ١

⌈ δ−١
٢ ⌉+ ⌊∆−١

٢ ⌋+ ١

)
n.

مͬ�شود. حاصل ١.١.٢ قضیه از زیر نتیجه

آنگاه باشد، ٢ ≤ δ ≤ ∆ ≤ ٣ و n ≥ ١٣ مرتبه�ی از گراف ͷی G اگر ١.١.٢ نتیجه

γgst(G) = γst(G).

تابع ͷی f مͬ�دهیم نشان باشد. v ∈ V (G) و بوده G در تابع �−γst ͷی f کنید فرض : برهان

.�γst(G) ≥ ۵ رو این از و � �γst(G) ≥ n
٣ ،�١.١.٢ قضیه بنابر است. G در علامت�دار تام احاطه�گر

(١.٢) از حͺم و f(NG(v)) ≥ γst(G)− ۴ ≥ ١ بنابراین .f(NG[v]) ≤ ۴ � لذا ،�∆(G) ≤ ٣ چون

� مͬ�شود. حاصل

γst(T ) ≥ اینصورت٢ در باشد. n ≥ مرتبه�ی٢ از یͷدرخت T فرضکنید [١۵] ٢.١.٢ قضیه
deg(v)−١

٢ حداقل با و بوده فرد درجه از v ∈ V (T )\L(T رأس( هر اگر تنها و استاگر برقرار تساوی و

هر برای آنگاه باشد، T در تابع −γst ͷی f و �γst(T ) = ٢ اگر این، بر علاوه باشد. مجاور برگ

.�Mf ⊆ L(T ) و
∑

x∈N(v)

f(x) = ١ ،�v ∈ V (T )

،δ(G) ≥ ٢ درجه مینیمم و n ≥ ٢ مرتبه�ی از G گراف هر در [٣٢] ٣.١.٢ قضیه

γst(G) ≡ n (mod ٢).

در باشند. نداشته منفرد رأس G و G و بوده n مرتبه�ی از گراف ͷی G کنید فرض ١.١.٢ گزاره

صورت این

γgst(G) ≡ n (mod ٢).

و n = |Pf | + |Mf | چون باشد. G در تابع −γgst ͷی f کنید فرض : برهان

لذا ،γgst(G) = |Pf | − |Mf |

n− γgst(G) = ٢|Mf |

٩
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� مͬ�شود. حاصل حͺم و

است. ١.١.٢ گزاره و ٣.١.٢ قضیه مستقیم نتیجه زیر گزاره

صورت این در باشند. نداشته منفرد رأس G و G کنید فرض ٢.١.٢ گزاره

γgst(G) ≡ γst(G) (mod ٢).

است. مثبت عدد ͷی گرافها در کلͬ علامت�دار تام احاطه�ای عدد که مͬ�دهد نشان زیر گزاره

صورت این در باشند. نداشته رأسمنفرد و بوده n ≥ مرتبه�ی۴ Gاز Gو فرضکنید ٣.١.٢ گزاره

γgst(G) ≥ max{٣, γst(G), γst(G)}.

است. وصول قابل کران این بعلاوه،

.γgst(G) ≥ max{γst(G), γst(G)} که مͬ�شود نتیجه (١.٢) رابطه و n ≥ فرض۴ از : برهان

.�P ̸= ∅ وضوح، به باشد. G در تابع −γgst ͷی f کنید فرض .��γgst(G) ≥ ٣ مͬ�دهیم نشان حال

صورت این در .�x ∈ P کنید فرض

|NG(x) ∩ P | ≥ |NG(x) ∩M |+ ١ (٢.٢)

و

|NG(x) ∩ P | ≥ |NG(x) ∩M |+ ١ (٣.٢)

که مͬ�شود نتیجه (٣.٢) و (٢.٢) از

|NG(x) ∩ P |+ |NG(x) ∩ P | ≥ |NG(x) ∩M |+ |NG ∩M |+ ٢.

.�γgst(G) = |P | − |M | ≥ ٣ لذا و |P | ≥ |M |+ داشت٣ خواهیم ،�x ∈ P چون

با گراف ͷی G و k ≥ ١ کنید فرض است. وصول قابل کران این که مͬ�دهیم نشان حال

رئوس مجموعه

V (G) = {ui, vi, xj, yj, zj | ١ ≤ i ≤ ٣ , ١ ≤ j ≤ ٢k + ١}

١٠
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یالهای مجموعه و

E(G) = {uiui+١, uivi, ui+١vi | ١ ≤ i ≤ ٣} ∪ {u١xj, u٢yj, u٣zj | ١ ≤ j ≤ ٢k + ١}

ازای به آن در که f : V (G) −→ {−١,١} تابع که دید مͬ�توان آسانͬ به .�u۴ = u١ آن در که باشد

،x رئوس سایر برای و f(vi) = f(xj) = f(yj) = f(zj) = −١ ،١ ≤ j ≤ k و ١ ≤ i ≤ ٣ هر

γgst(G) = ٣ بنابراین .�ω(f) = ٣ و است G در کلͬ علامت�دار تام احاطه�گر تابع ͷی ،f(x) = ١

� مͬ�کند. کامل را برهان این و

کافͬ اندازه به مͬ�تواند γgst(G) − max{γst(G), γst(G)} تفاضل که مͬ�دهد نشان زیر قضیه

باشد. بزرگ

G که قسمͬ به است موجود G همبند گراف ͷی ،k مثبت صحیح عدد هر ازای به ۴.١.٢ قضیه

و بوده همبند

γgst(G)−max{γst(G), γst(G)} ≥ ٢k + ١.

و V (G) = {ui, vi | ٠ ≤ i ≤ ۴k − ١} رئوس مجموعه با گراف ͷی G کنید فرض : برهان

یالهای مجموعه

E(G) = {vivj | ٠ ≤ i ̸= j ≤ ۴k−١}∪{uivi, uivi+١, . . . , uivi+٢k−١ | ٠ ≤ i ≤ ۴k−١}

فرض .γst(G) = γst(G) لذا Gو ∼= G که است واضح هستند. ۴k پیمانه به اندیسها آن در که باشد

به و ١ مقدار vi به ،�i = ٠,١, . . . ,٣k هر ازای به که باشد تابعͬ f : V (G) −→ {−١,١} کنید

علامت�دار تام احاطه�گر تابع ͷی f که دید مͬ�توان آسانͬ به مͬ�دهد. نسبت ١−را رئوسمقدار سایر

.max{γst(G), γst(G)} ≤ ٢− ٢k بنابراین .γst(G) ≤ ω(f) = ٢− ٢k رو این از و است G در

که مͬ�شود نتیجه �٣.١.٢ گزاره از

γgst(G)−max{γst(G), γst(G)} ≥ ٢k + ١

� است. تمام برهان و

،�n مرتبه�ی از G گراف هر برای ۵.١.٢ قضیه

γgst(G) ≤ n− ٢min{⌊δ(G)− ١
٢ ⌋, ⌊δ(G)− ١

٢ ⌋}.

١١
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فرض .θ = ⌊ δ(G)−١
٢ ⌋ = min{⌊ δ(G)−١

٢ ⌋, ⌊ δ(G)−١
٢ ⌋} کنید فرض کلیت، از کاستن بدون : برهان

زیر صورت به را f : V (G) −→ {−١,١} تابع باشند. G از متمایزی رئوس vθ ،�. . . ،�v١ کنید

کنید تعریف

f(x) =

{
−١ x ∈ {v١, . . . , vθ} اگر

١ صورت این غیر در .

این .ω(f) = n−٢θ و بوده G در کلͬ علامت�دار تام احاطه�گر تابع ͷی f که دید مͬ�توان آسانͬ به

� مͬ�کند. کامل را قضیه برهان

درختها در کلͬ علامت�دار تام احاطه�ای عدد ٢.٢

درخت که کنید توجه مͬ�کنیم. مطالعه را درختها در کلͬ علامت�دار تام احاطه�ای عدد بخش، این در

،�∆(T ) ≤ n−٢ اگر تنها و اگر است کلͬ علامت�دار تام احاطه�گر تابع دارای ،n ≥ ۴ مرتبه�ی از T

بود. خواهد مفید بخش این نتایج اثبات در زیر لم ندارد. منفرد رأس T صورت این در زیرا

تابع ͷی f اگر .∆(T ) ≤ n − ٢ و بوده n ≥ ۴ مرتبه�ی از درخت ͷی T کنید فرض ١.٢.٢ لم

،�v ∈ V (T ) هر ازای به آنگاه باشد، T در علامت�دار تام ∑احاطه�گر
u∈NT (v)

f(u) ≥ ٠.

اتکای رأس به مجاور برگ ͷی v اگر باشد. شده ریشه�دار v در T و v ∈ V (T ) فرضکنید : برهان

که مͬ�شود نتیجه �٢.١.٢ قضیه از و f(w) = ١ آنگاه باشد، w∑
u∈NT (v)

f(u) =
∑

x∈V (T )

f(x)− f(v)− f(w) ≥ ١− f(v) ≥ ٠.

مͬ�کنیم. بررسͬ را زیر حالتهای باشد. N(v) = {v١, v٢, . . . , vt} و نبوده برگ v کنید فرض

f تحدید ،�١ ≤ i ≤ t هر ازای به و نیست اتکا رأس v صورت این در .f(v) = −١ .١ حالت
که مͬ�شود نتیجه �٢.١.٢ قضیه از است. Tvi در علامت�دار تام احاطه�گر تابع ͷی Tvi درخت بر

f(NT (v) ∩ V (Tvi)) = f(V (Tvi))− f(vi) ≥ ٢− f(vi) ≥ ١.

١٢


