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  ، روح پدر عزیزم و مادر زحمتکشم

  که همواره در کــوره راههاي سخت مشکلات همـراه من بودند 
  .و دستهاي گرم حمایتشگرشان را هیچ گاه از من دریغ نکردند 

  

  

  و همراهیهاي همسر مهربانم ، امید
  هترین راهنمایم بودکه وسعت سکوت نگاهش ب

  .به او که چون نهالی کوچک سایه گستر بیابان زندگیم شد 
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دراین قسمــــت جا دارد که از استــــاد راهنمــایم سـرکار خـانم   
دکتر نرگس عباسی که در طول این مدت زحمت راهنمایی این پایان نامه 

نین از سـرکار خـانم   را به عهده گرفتند، تشکر و قدردانی نموده و همچ
دکتر مینا توحیدي که استاد مشاور اینجانب بودند، سپاسگذاري نمایم و 
از جناب آقاي دکتر مسعود یارمحمدي که داوري این پایان نامه را تقبـل  

 .نمودند نهایت قدردانی را دارم
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  چکیده
  

هاي ایم و با تعمیم آن خانوادههاي آن را بیان کردهگیچوله و ویژ - هاي متقارننامه توزیعدر این پایان

چوله چند متغیره را مورد  - چوله چند متغیره و تی - چوله چند متغیره و کوشی -هاي نرمالتوزیع

هاي چوله با اعمال شرایط هاي نرمال و کوشی در حالتارتباطات بین توزیع. ایممطالعه قرار داده

توان از روي متغیرهاي اینکه چگونه توزیع کوشی چوله را می. دهیمن میاستقلال و هم توزیعی را نشا

با . باشدتصادفی دیگر به دست آورد و پارامترهاي آن را برآورد کرد یکی از نتایج این پایان نامه می

همچنین، توزیع  .ایمهاي برآورد شده را مورد تجزیه و تحلیل قرار دادهاستفاده از یک مثال پارامتر

بعدي پایه بررسی شده است و نتیجه گرفتیم که هر تبدیل خطی از آن نیز داراي توزیع  kی چوله کوش

ایم و با تغییراتی توانستیم یک یک گروه جدید از توزیع کوشی چوله را بیان کرده. کوشی چوله است

یافته اصی از توزیع کوشی چوله تعمیمهاي خدرانتها بررسی و مثال. متغیرجدید کوشی چوله ایجاد کنیم

هاي متفاوت نشان هایی از تابع چگالی احتمال متغیر تصادفی، تحت حالتنیزارائه شده است و نمودار

  .داده شده است
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  فصل اول

  هاي چولهتوزیع

  

  مقدمه 1-1

آنگاه توزیع . کنیمشود را بیان میابتدا ساختار یک توزیع چوله که از روي یک توزیع متقارن ساخته می

تهاي این دهیم و در انهاي توزیع نرمال چوله را ارائه مینماییم، سپس ویژگیچوله را معرفی می- نرمال

هاي آن در ارتباط با توزیع نرمال چوله به صورت مختصر فصل، توزیع کوشی چوله و برخی از ویژگی

  .بیان خواهد شد 2- 3و  1- 3ها به طور آشکار در قضیه شود که این ویژگیبیان می

  

  چوله-توزیع متقارن 1-2

  :شکل زیر باشد به Xاحتمال متغیر تصادفی اگر تابع چگالی      

RxxGxfxf X ∈= ),()()( λ2  

باشد و تابع اندازه پذیر لبـگ  Gتابع چگـالی احتمال متغیر تصادفی متقارن حول صفر و  fکه در آن 

  :باشدها میداراي این ویژگی

Rx به ازاي هر ∈    ،( ) ( ) 1=−+ xGxG    ،( ) 10 ≤≤ xG  ،  

  .توزیع متقارن چوله داردیک  X تابع توزیع یک متغیر تصادفی متقارن است، آنگاه Gیعنی 



                                                                          

استودنت، کوشی، تینرمال، تابع چگالی احتمال  fهاي خاصی که در حالت) 2002(و دیگران  1گوپتا

  .کند، نتایجی ارائه دادندرا اختیار میلاپلاس، لجستیک و توزیع یکنواخت 

را  با میانگین صفر چند متغیره تابع چگالی احتمال نرمالبا  fهایی از مدل )2003( 2ناداراجا و کوتز 

اند، ترکیب کردند و نتایجی حاصل آمدههاي متقارن پیوسته مذکور از توزیع اي کهGفته و با در نظر گر

  .شد

مورد ) 2004(و دیگران  3و وانگ) 2003(بوسیله گوپتا و چانگ  ،متغیره چوله چند -توزیع متقارن     

به  که متغیره چوله چندتییره و توزیع متغ توزیع کوشی چوله چند در این میان .قرار گرفتمطالعه 

هاي خاصی که مطرح گردید، با توجه به ویژگی) 2003(و گوپتا ) 2000(4ترتیب به وسیله آرنولد و بیور

  .داشتند مورد توجه قرار گرفت

  .دهیمهاي متقارن چوله را شرح میها، از توزیعترین توزیعدر بخش بعدي یکی از جنجالی     

  

  رمال چولهتوزیع ن 1-3

و ) 1986و1985( 5آزالینی :از جمله حققانسیله بسیاري از مبه وتوزیع نرمال چوله یک متغیره      

بنا به تعریف مطـرح شده  .مطالعه شده بود) 2009(و گوپتا و دیگران ) 1998(7و چیوگنا) 1986( 6هنز

و با نمــاد دارد  λتوزیع نرمال چوله با پارامتر ، X ،ادفیــتص تغیر، م)1985( یآزالین توســط

)(~ λSNX اگر تابع چگالی احتمالشودنشان داده می ،)( pdf8 این صورت باشد به .  

Rxxxxf X ∈Φ= ,)()()( λλφ2  

  

                                                
1 Gupta 
2 Nadarajah and kotz 
3 Wang 
4 Arnold and Beaver 
5 Azzalini 
6 Henze 
7 chiogna 
8 Probability density function 



                                                                          

)(تابع چگالی احتمال  ،φ که در آن pdf مربوط به توزیع نرمال  cdf)(ی تابع توزیع تجمع ،Φ و 

ار به صورت زیر نیز آشک Xتابع چگالی احتمال متغیر تصادفی در یک حالت دیگر، . استاندارد است

  :شودمی

0
1

2 212
2

1 ≥∈
+

Φ= λλ
λ

λ
φ ,,)()()( Rx

x

x
xxf X  

تعریف کردند به صورت فوق یافته را اصلاح توزیع نرمال چوله تعمیم) 2004(و دیگران  1واله- آرلانو      

),(صورت  ها این توزیع را بهو آن 21 λλGSN نشان دادند.  

  

  :کنیمرا بیان می λSN)(هاي مدل آزالینی پایه در این قسمت برخی از ویژگی

  آنگاه،. هاي تصادفی نرمال استاندارد مستقل باشندمتغیر Vو  Uفرض کنید  - 1

)(~ λλ SNbVUaZ +=  

  که در آن 

21 λ

λ

+
=a  و

21
1

λ+
=b  

به  Yطی رآنگاه، توزیع ش. هاي تصادفی نرمال استاندارد مستقل باشندمتغیر Yو  Xفرض کنید  - 2

YXشرط  λ<  برابر است با)(λSN.  

در این صورت رابطه زیر . هاي تصادفی نرمال استاندارد مستقل باشندغیرمت Wو  Yفرض کنید  - 3

  :شودتعریف می

2
1

21 )(

)(

λ

λ

+

−
=

WYX  

  آنگاه

                                                
1 Arellano-valle 



                                                                          

)1 (),( YX با ضریب همبستگی  توزیع نرمال دو متغیره استاندارد
21 λ

λ

+
  .دارد 

 .λSN)(برابر است با  X<0 به شرط Yتوزیع ) 2(

  

 2، آزالینی و کاپیتانیو)1996( 1وسیله آزالینی و دالاواله توزیع نرمال چوله چند متغیره اغلب به      

 X بعدي pبردار تصادفی . است مطرح بوده) 2004(،گوپتا و دیگران )2003( 3،گوپتا و کالو)1999(

~),(صورت  که به، توزیع نرمال چوله چند متغیـره دارد αΩPSNX  تابع  ، هرگاهشودمیتعریف

  :باشد ورت زیربصچگالی آن 

)();()( xαxxf '
pX ΦΩ= φ2  

);( ثبت ویک ماتریس همیشه م Ωو  pR∈αکه در آن  Ωxpφ  تابع چگالی احتمال توزیع

),( ΩoN p )توزیع نرمال pکوواریانسبا بردار میانگین صفر و ماتریس  يبعد Ω (هاي شکـل. است

، آزالینی و )1996(، آزالینی و دالاواله)1985(وسیله آزالینی  رمال چوله بهندرجه دوم از بردار تصـادفی 

مطالعه شده ) 2002( 6، گوپتا و هانـگ)2001(و دیگران  5، جنتون)2001( 4، لوپرفیدو)1999(کاپتانیو 

چوله چند متغیره - نرمال توزیع يخانواده خواصبعضــی از  ،)2002(گوپتا و هانگ  از روي نتایج. بود

  .، حاصل شد)2006( 7هانـگ و چن توسط

  

توزیع نرمال چوله چند متغیره 1-4  

                                                
1 Azzalini and dalla valle 
2 Azzalini and capitanio 
3 kollo 
4 Loperfido 
5 Genton 
6 haang 
7 chen 



                                                                          

)(بردار تصادفی پیوسته  1×pY       داراي توزیع نرمال چوله چند متغیره اسـت اگـر تـابع چگـالی آن بـه

  شکل زیر باشد

[ ] )()(),;(
);(

),,;( 11
0

1
−−ΦΣ

′Σ+ΙΦ
=Σ µµφµ yDy

DD
Dyf pp

p
p

 

)(،  pR∈µ  ،0>Σکه در آن  ppD .);,(و  × Σµφ p  معرف تابع چگالی احتــمال و  

);(. ΣΦ p  تابع توزیع تجمـعی توزیع نرمالp  بعدي با میانگینµ و ماتریس کوواریـانس  

0>Σ هر چنـد . باشـدمی),;(. Ip 0φ  به صورت(.)pφ  و),;(. ΣΦ 0p به صـورت  

);(. ΣΦ p بردار تصادفی بر مبناي  .نشان داده خواهد شدMSN هاي با پارامترD,,Σµ  

~),,(توزیع شده و با  DSNY p Σµ دشونشان داده می.  

  

1-1قضیه   

~),,(اگر  DSNY p Σµ  مولد گشتاور چنین است تابعبرقرار باشد، آنگاه  

  

)(,
);(

);(
)( 12

0
2
1

−∈
′Σ+Φ

′Σ+ΣΦ
=

Σ′+′
pttt

p

p
Y Rte

DDI
DDItD

tM
µ

  

  

),...,( توجه کنید که اگر pdiagD δδ1=  و),...,( 22
1 pdiag σσ=Σ برقرار باشد آنگاه  

  

22
11 2

1

22

2
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2

ii tt
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Y e
t
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
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





+
ΦΠ=)(  

  



                                                                          

.که در حالت استقلال برقرار لست  

  .توان به دست آوردرا می Y، توزیع تبدیل خطی 1-1قضیه  از

  

  

2-1قضیه   

~),,( فرض DSNY p Σµ  برقرار باشد و اگر)( ppA  ∋pRbیک ماتریس غیر تکین و  ×

  ثابت باشد، آنگاه

),;(~ 1−′Σ++ ADAAAbSNbAY p µ  

  3-1قضیه 

نید فرض ک  

















Σ′Σ

Σ′Σ+
















D

DDDI
N

Y
X

p ,~
µ
ξ

2  

  

} آنگاه توزیع بردار تصادفی }ξ≥XY به صورت ),,( DSN p Σµ باشدمی.  

  

 اثبات

 با استفاده از

)(
)()(

)(
ξ

ξ
ξ

>
>

=>
XP

yXPyf
Xyf

r

rY
XY  

yYبه شرط  X و چگالی شرطی   ه شده استکه به صورت زیر نشان داد =

 

{ } )),((~ IyDNyYX p µξ −+=  



                                                                          

 داریم

[ ])(
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4-1قضیه   

~);( فرض کنید INW p ~),(و  0 Σ0pNX دو بردار تصـادفی مستقـل هستند وD  یک

ppماتریس  }دلخواه است، آنگاه  × }WDXXY   )1- 1(داراي تابع چگالی داده شده در  =≤

 .باشدمی

 

توزیع کوشی چوله 1-5  

مسـتقل و   Yو  Xتوان در این ویژگی نشان داد که اگر ارتباط بین دو توزیع نرمال و کوشی را می     

ع با توزیع نرمال استاندارد باشند، توزیهم
X
Y  و

X
Y   هر دو داراي توزیـع کوشـی ،),( 10C باشـند مـی .

  ).16فصل . (1994و دیگران  1رجوع شود به جانسون(

هـاي  ه بـا برقـراري ویژگـی   چوله محققان به دنبال ارائه ارتبـاطی مشـاب  -با ساخته شدن توزیع نرمال     

  .در ادامه در یک حالت به این ارتباط خواهیم رسید. غیرچوله براي توزیع کوشی چوله بودند

λ ،)Rλ، توزیع کوشی چوله با پارامتر λWمتغیر تصادفی       نمـایش   λSC)(به وسیله (دارد ) ∋

اگر ). شودداده می
X

Z
W

d
λ

λ )هـاي  که در آن متغیـر  = )λλ SNZ ~),(و  ~ 10NX   مسـتقل

  .هستند

                                                
٥ : Janson 



                                                                          

باشد،  λ≠0توجه دارید که اگر      
X

Zλ فقط بـا قـرار گـرفتن     تواند توزیع کوشی را ایجاد کند ونمی

 2و بیور 1آرنولد. شودتوزیع نرمال چوله بر روي قدر مطلق نرمال استاندارد، توزیع کوشی چوله حاصل می

بـه   Xبعـدي   kیک خانواده متشکل از توزیع کوشی چوله چند متغیره بر پایه بردار تصادفی ) 2000(

0yYشرط  ),(معرفی کردند که در آن  < YX  بردار تصادفی)( 1+k هاي مسـتقل کوشـی   با مؤلفه

  .است

  

                                                
٣ : Arnold 
٤ : Bevear 



                                                                          

 

 

 

  فصل دوم

  توزیع کوشی چوله

  

  مقدمه 2-1

. کنـد اي آن را بررسی میهاي شرطی و حاشیهبعدي پایه، توزیع kاین فصل، مبناي توزیع کوشی چوله 

هـاي مربـوط بـه    شوند و به عنوان یـک کـاربرد، داده  همچنین پارامترهاي توزیع کوشی چوله، برآورد می

  .گیردورزشکاران استرالیایی مورد تجزیه و تحلیل قرار می

با وجود این دیدگاه، . باشدبعدي پایه دنباله سنگینتر از مدل کوشی چوله می kتوزیع کوشی چوله      

  .این مدل، با مدل کوشی به مقایسه گذاشته خواهد شد

  

  بعدي پایه kتوزیع کوشی چوله  2-2

UWWWمتغیر تصادفی کوشی استاندارد مسـتقل،   k+1این توزیع با  k ,,...,, .  شـود شـروع مـی   21

W),,,(توزیع شرطی  kWWW K21=   به شـرطU>′+ Wλ10λ   1کـه در آنλ   بـرداري ،k 

  .نامیده شده است توزیع کوشی چوله پایهمتشکل از اعداد حقیقی است،  بعدي

براي تعیین تابع چگالی این توزیع و اینکه مطالب به صورت راحتتر قابل تعقیب باشند، پیشامد زیـر       

  .کنندرا معرفی می
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  که در آن 

( ) ( ) }{ .wλ:,λ, uuwB >′+= 1010 λλ  

)شرطی تابع چگالی  )U,W  به شرط( )10 λ,λA آیدبه صورت واضح از قسمت زیر بدست می.  

  

  در نتیجه خواهیم داشت
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   ψکه در آن تابع چگالی کوشی استاندارد با 

                                ℜ∈u                      ( ) ,
)( 21
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π

ψ  

  ،Ψو تابع توزیع آن با 

                              ℜ∈u                 ( ) ,tan uu 11
2
1 −+=Ψ

π
  

، جهت خارج کردن این متغیر، u، نسبت به )1-2(با انتگرالگیري از تابع چگالی . اده شده استنشان د

  .آوریمرا به دست می Wتابع چگالی 
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  .آوریمنیست، در اینجا براي بهتر شدن نتایج آن را به دست می، دشوار )2- 2(ي مخرج برابري محاسبه
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هـاي تصـادفی مسـتقل کوشـی یـا در واقــع       یک ترکیب خطی از متغیر Wλ1′−Uتوجه شود که      

Wλ1′−U  داراي توزیع کوشی∑ =+ K
i i1 110 ),( λ ن است که در آi1λ  ي مولفـهi  1ام از بـردارλ   

  در نتیجه. باشدمی
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  .شودبعدي پایه به صورت زیر نمایش داده میkاین، توزیع کوشی چوله بنابر
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00اگر       =λ  وo=1λ  تابع چگالی ) 3- 2(باشند، عبارتkاي کوشی متغیره با تابع چگالی حاشیه

  .شوداستاندارد مستقل می

) دار شـده از تـابع وزن   یـک نسـخه وزن  ) 3- 2(کلـی، عبـارت   به طـور       )wλ10 ′+Ψ λ اگـر  . سـت ا

00 =λ  باشد، توزیعWλ1′−U  به مقدار) 3- 2(متقارن است، مخرج
2
  بنابراین. شودساده می 1
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   1-2پیامد 

، یک تـابع چگـالی   )4- 2(در تابع چگالی  Ψ*، به وسیله یک توزیع متقارن Ψبا جایگزینی تابع توزیع 

توان بـه صـورت زیـر نشـان     هاي کوشی چوله مختلف را میاین، چگالیبنابر. آیدمعتبر دیگر به دست می

  .داد
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  .ل، نرمال، لجستیک و یا لاپلاس باشدتواند براي مثامی Ψ*که در آن 

، نیـز داراي  Wرا داشته باشد، آنگـاه هـر تبـدیل خطـی از     ) 3- 2(توزیع کوشی چوله پایه  Wاگر      

  به شکل زیر  Xتوزیع کوشی چوله است، یعنی هر بردار تصادفی 

WμX ∑+= 2
1

  

∑و kℜ∈µباشـد و  ) 3- 2(داراي چگـالی   Wزیـرا اگـر   . داراي توزیع کوشی چوله اسـت  2
1

یـک   

  ماتریس مثبت معین باشد، آنگاه
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  در نتیجه
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  از آنجا که مقدار ژاکوبین برابر است با
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