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چکیده

چندجمله روش از استفاده با غیرخطی و خطی فردهلم -دیفرانسیل انتگرال معادلات عددی حل نامه پایان این در

گردیده ارایه زیر صورت به که است فصل پنج شامل نامه پایان این است. گرفته قرار بررسی مورد برنولی ایهای

نامه پایان این به مربوط قضایای و تعاریف و انتگرال معادلات مورد در کوتاه ای مقدمه اول فصل در اند.

سری حسب بر توابع بسط و برنولی ایهای چندجمله از توضیحاتی مختصر شامل دوم فصل است، شده بیان

انتگرال-دیفرانسیل معادلات عددی حل برای روش این سوم فصل در باشد. می آن برنولی ایهای چندجمله

فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات عددی حل است. شده برده کار به مثال چندین همراه به خطی فردهلم

عددی حل انتها، در است. شده بررسی چهارم فصل در مثال چندین و مذکور روش از استفاده با غیرخطی

ایم. نموده بیان پنجم فصل در مثال چند همراه به را خطی فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات دستگاه
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١ فصل

مقدماتی مفاهیم و انتگرال معادلات تاریخچه



مقدمه ١.١

آن بندی دسته و انتگرال معادلات تاریخچه بیان به سپس و کرده تعریف را انتگرال معادلات ابتدا فصل این در

روش شرح به انتها در و کرده ارایه را نامه پایان این با مرتبط و لازم قضایای و تعریف آن از پس پردازیم. می

پردازیم. می نیوتن روش به غیرخطی های دستگاه حل

شود؛ می ظاهر انتگرال علامت چند یا یک زیر مجهول، تابع که است ای معادله انتگرال، معادله ١.١ تعریف
شود ظاهر نیز انتگرال علامت از خارج در انتگرال، علامت زیر بر علاوه تواند می مجهول تابع این همچنین

.[٣, ١٠, ١٢, ١۶]

هستند: فردهلم انتگرال معادلات از هایی نمونه زیر، معادلات ١.١ مثال

x(x) =

∫ b

a
k(x, t)y(t)dt, (١.١)

y(x) = x(x) +

∫ b

a
k(x, t)y(t)dt, (٢.١)

y(x) =

∫ b

a
k(x, t)y٢(t)dt, (٣.١)

انتگرال معادله هسته k(x, t) متغیره دو تابع هستند. معلوم توابع سایر و مجهول تابع y(x) و a ≤ t ≤ b آنها در که

معادله همچنین باشند. x و t حقیقی متغیرهای از مختلط یا حقیقی مقدار توانند می توابع این شود. می نامیده

: مثال برای باشد. وابسته متغیر چندین به است ممکن انتگرال

y(x) = x(x) +

∫
Ω
k(x, t)y(t)dt, (۴.١)

معادلات دستگاه توانیم می همچنین است. n-بعدی فضای از ای ناحیه Ω و n-بعدی بردارهای tوs آن در که

بردار یک صورت به آن مجهول تابع دیگر عبارت به باشد، داشته مجهول تابع چندین که کنیم بررسی را انتگرالی

باشد. می ستونی یا سطری

٢



هرگاه گوییم متقارن را هسته یک ٢.١ تعریف

k(x, t) = k∗(x, t), (۵.١)

باشد. می k مختلط مزدوج k∗ آن در که

است. k(x, t) = k∗(x, t) آنگاه باشد، مقدار حقیقی k اگر ١.١ تذکر

تاریخچه ٢.١

می رو به رو معادلاتی با جزئی، مشتقات با معادلات و معمولی دیفرانسیل معادلات از برخی بررسی روند در

آنالیز های شاخه ترین مهم از یکی انتگرال معادلات نظریه شود. می گفته انتگرال معادلات آنها به که شویم

شود. می ظاهر مهندسی و فیزیکی مسائل از بسیاری در که است ریاضی

(١٩٢٧−١٨۶۶)به فردهلم٢ ایوار اریک و (١٨۶١٩−٠۴٠) ولترا١ ویتو انتگرال معادلات نظریه اصلی گذاران بنیان

انتگرال معادله حل ابتدا در باشند. می (١٨٧۶) ۴ اسمیت ارهارد و (١٨٢۶ − ١٩۴٣) ٣ هیلبرت دیوید همراه

بویس توسط انتگرال معادله اصطلاح بار اولین لیکن شد، می تلقی انتگرال از گرفتن معکوس عنوان تحت

معرفی با دیفرانسیل، معادلات حل برای که بود کسی اولین ۶ لاپلاس ١٧٨٢ سال در شد. پیشنهاد ۵ ریموند

کرد. آغاز را انتگرال معادلات نظریه درباره بحث x(x) = ∫∞
٠ e−xty(t)dt

نوعی به و کرد کار حرارت نظریه روی ١٨١١ سال در ٧ فوریه ریاضیات، پیشرفت و تکامل جریان در

آبل مکانیکی مساله به که خود، مساله در ١٨٢٣ سال در نیز ٨ آبل آن دنبال به کرد. برخورد معادلات این از

به خود، مغناطیسی نظریه در پواسن٩ سال١٨٢۶ در کرد. مطرح را انتگرال معادلات کاربرد است، معروف

١Vito Volterra
٢Erik Ivar Fredholm
٣David Hilbert
۴Irhard Smith
۵Bois Reymond
۶Laplace
٧ Fourier
٨Able
٩Poissone

٣



رسید: زیر انتگرال معادله

x(x) =
١
٢πi

∫ a+i∞

a−i∞
exty(t)dt,

١٨٣٢ سال از را خاصی انتگرال معادلات مستقیماً نیز لیوویل١ است. بزرگ کافی قدر به عددی a آن در که

معادلات بعضی حل چگونگی آن و برداشت انتگرال معادلات توسعه در اساسی گام یک و نمود حل بعد به

بود. انتگرال معادلات کمک به دیفرانسیل

موثری نقش که بود کسانی دیگر از انتگرال معادله یک به دیریکله٣ مساله تبدیل با ٢ نیومن ١٨٧٠ سال در

داشت. انتگرال معادلات تکامل در

هیلبرت توسط رود، می کار به انتگرال معادلات در امروزه که دوم و اول نوع اصطلاح بار اولین برای

های نمونه از دو هر که بود مطرح زیر های فرم به لیوویل و آبل معادلات هیلبرت از قبل البته شد. پیشنهاد

هستند: انتگرال معادلات در مهم

x(x) =

∫ t

a
k(x, t)y(t)dt; a ≤ t ≤ b,

و

y(x) = x(x) +

∫ t

a
k(x, t)y(t)dt; a ≤ t ≤ b,

است. مجهول تابعی y(x) و معلوم توابعی x(x) و k(x, t) آنها در که

دست به باشد می موج حرکت جزئی دیفرانسیل معادله با متناظر که را انتگرالی معادله پوانکاره۴ ١٨٩۶ سال در

آورد:

▽y(x, t) + λy(x, t) = x(x, t); λϵR

آن در که

∇ =
∂٢

∂x٢
+

∂٢

∂t٢
,

١Liouville
٢Neuman
٣Dirichlet
۴Poincare

۴



و

y(x) + λ

∫ b

a
k(x, t)y(t)dt = x(x).

و کرد مطرح را انتگرال معادلات عمومی نظریه بار اولین برای ولترا نام به ایتالیا از دانشمندی سال همان در

پرداخت. موضوع این در بررسی و تحقیق به اصولی شکلی به و شناخت رسمیت به را نظریه این اهمیت
هامیلتون١ نظریه که داد نشان تابعی، دیفرانسیل و انتگرال حساب مفاهیم از استفاده با ١٨٩٠ سال در ولترا

داد. توسعه فیزیک ریاضی مسائل دیگر به توان می را دینامیکی معادلات از گیری انتگرال برای ٢ ژاکوبی و

کرد. منتشر جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات عنوان تحت مقالاتی ١٨٩۴ تا ١٨٩٢ های سال خلال در ولترا

سال در را زمینه این در مطالعه او باشد. می انتگرال معادلات زمینه در کارهایش واسطه به بیشتر او شهرت

. شود می شناخته ولترا انتگرال معادلات عنوان تحت اکنون هم که کرد شروع ١٨٨۴

در تحقیق به اوایل او نداشت. نظریه این گسترش و بسط در ای عمده نقش ١٩٠٠ سال حدود تا فردهلم

داد. ادامه کاربردی ریاضیات روی بر کار به اش زندگی اواخر در و پرداخت کاربردی مکانیک های مساله مورد

اولین ١٩٠٠ سال در باشد. می طیفی نظریه و انتگرال معادلات نظریه در کارهایش خاطر به بیشتر او شهرت

عنوان: تحت انتگرال معادلات نظریه در فردهلم مقاله

Sur une nouvelle methode du de dirichle,

ای نظریه از خاصی حالت که بودند کرده حل را مسائلی پوانکاره نیومن، ،۴ شوارتز ،٣ ریمان شد. منتشر

داشت. انتگرال معادلات در او نظریه بودن قدرتمند از نشان امر این که بود کرده ارایه فردهلم که بود

اریک نام به سوئدی ریاضیدان یک توسط ،١٩٠١ سال در گوتینگن در فردهلم نظریه درباره که سخنرانی در

تحقیق به را هیلبرت علاقه و شد شناخته ریاضیات عرصه در ای چهره عنوان به فردهلم شد، ارایه ۵ هولمگر

گرفت. کمک انتگرال معادلات از فیزیک ریاضی مسائل از بسیاری در او و برانگیخت انتگرال معادلات روی

از تری کامل نسخه ١٩٠٣ سال در فردهلم کرد. فرض پیوسته را هسته و (٠,١) را گیری انتگرال فاصله هیلبرت

عنوان: تحت انتگرال معادلات در را اش نظریه
١Hamilton
٢Jacobi
٣Riemann
۴Schwartz
۵Erick Holmger ۵



Sur classe d′equations,

جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله که کرد ثابت بود، برده پی فردهلم نظریه اهمیت به که هیلبرت کرد. منتشر

شود. متقارن هسته با فردهلم انتگرال معادله یک به منجر تواند می صفحه یک نوسانات از حاصل

مقادیر نظریه به منجر که داد توسعه را او کارهای و پرداخت فردهلم نظریه روی کار به سال ده حدود هیلبرت

موضوعات ترین عمده از یکی انتگرال معادلات بیستم قرن اول دهه دو حدود شد. انتگرال معادلات برای ویژه

بود. ریاضیات در تحقیق

انتگرال معادلات انواع ٣.١

ضرورت معادلات از دسته این برای جامع بندی تقسیم آن وسیع کاربردهای و انتگرال معادلات توسعه به توجه با

شود می ظاهر انتگرال معادلات از خاصی انواع فیزیکی، مختلف مسائل در طرف یک از که خصوص به دارد؛

لازم فوق، موارد به توجه با است. متفاوت است، شده ارایه آنها انواع حل جهت که هایی راه دیگر طرف از و

آن به اینجا در که بندی دسته اولین کنیم. معرفی را معادلات از نوع این های بندی دسته از برخی که است

باشد. می معادلات این بودن خطی غیر یا خطی شود می اشاره

باشند؛ خطی مجهول، تابع روی شده اعمال عملگرهای هرگاه گوییم، خطی را انتگرال معادله یک ٣.١ تعریف
.[٣, ١٠, ١٢, گوییم[١۶ خطی غیر را آن صورت این غیر در

می غیرخطی انتگرال معادله (٣.١) معادله و هستند خطی انتگرال معادلات (٢.١) (١.١)و معادلات ٢.١ مثال
باشد.

در شود. می معادلات از نوع این شامل دیگری بندی دسته انتگرال، بالای کران بودن متغیر یا ثابت حسب بر

.[٣, ١٠, ١٢, ١۶] کنیم می تقسیم عمده نوع سه به را انتگرال معادلات بندی دسته این

معادله را آن باشد، ثابت عددی انتگرال بالای کران انتگرال، معادله در چنانچه فردهلم: انتگرال ١)معادله

: است زیر صورت به خطی فردهلم انتگرال معادلات کلی فرم نامیم. می فردهلم انتگرال

h(x)y(x) = x(x) + λ

∫ b

a
k(x, t)y(t)dt; a ≤ t ≤ b, (۶.١)

ثابت، عددی λ ̸= ٠ ثابت اعدادی b و a مجهول، تابعی y(x) معلوم، توابعی k(x, t)و h(x) ، x(x) آن در که

باشد. می مختلط یا حقیقی
۶



ولترا انتگرال معادله را آن باشد، متغیر انتگرال بالای کران انتگرال، معادله در اگر ولترا: انتگرال معادله (٢

آید. می دست به خطی ولترا انتگرال معادلات کلی فرم b = x دهیم قرار (۶.١) معادله در چنانچه نامیم. می

یا باشد، نامتناهی b یا a یعنی گیری انتگرال حدود از یکی حداقل اگر منفرد: یا تکین انتگرال معادله (٣

نامیم. می منفرد یا تکین انتگرال معادله را آن باشد، نهایت بی نقاطی یا نقطه در گیری انتگرال فاصله در هسته

شوند. می تقسیم دسته چهار به فوق معادلات از یک هر همچنین

خطی انتگرال معادله باشد، h(x) = ٠ معادلات این از کدام هر کلی فرم در چنانچه اول: نوع انتگرال معادله (١

شود. می حاصل آن اول نوع

است: زیر صورت به اول نوع خطی فردهلم انتگرال معادله ٣.١ مثال

x(x) + λ

∫ b

a
k(x, t)y(t)dt = ٠. (٧.١)

خطی انتگرال معادله باشد، h(x) = ١ معادلات این از کدام هر کلی فرم در چنانچه دوم: نوع انتگرال معادله (٢

شود. می حاصل آن دوم نوع

است: زیر صورت به دوم نوع خطی فردهلم انتگرال معادله ۴.١ مثال

y(x) = x(x) + λ

∫ b

a
k(x, t)y(t)dt. (٨.١)

است. آن سوم نوع خطی انتگرال معادله معادلات، این از کدام هر کلی فرم سوم: نوع انتگرال معادله (٣

باشد. می سوم نوع خطی فردهلم انتگرال معادله ،(۶.١) معادله ۵.١ مثال

معادله باشد، x(x) = و٠ h(x) = ١ معادلات این از کدام هر کلی فرم در چنانچه همگن: انتگرال معادله (۴

شود. می حاصل آن همگن خطی انتگرال

٧



است: زیر صورت به همگن خطی فردهلم انتگرال معادله ۶.١ مثال

y(x) = λ

∫ b

a
k(x, t)y(t)dt. (٩.١)

مقدماتی قضایای و تعاریف ۴.١

روی داخلی ضرب حاصل باشد، F ( مختلط یا (حقیقی میدان روی برداری فضای یک X اگر ۴.١ تعریف
:[٧] باشند برقرار زیر شرایط x, y, z ∈ X و α, β ∈ F هر ازای به که طوری به است، U : X ×X → F تابع ،X

، U(x, x) ≥ ٠ و U(x, x) = ٠ ⇔ x = ١)٠

، U(αx+ βy, z) = αU(x, z) + βU(y, z)(٢

، U(x, αy + βz) = αU(x, y) + βU(x, z)(٣

.U(x, y) = U(y, x)(۴

هستند. U(x, y), α, β مختلط مزدوج U(x, y), α, β که

شود: می داده نمایش زیر صورت به بردار دو داخلی ضرب ٢.١ تذکر

U(x, y) =< x, y > . (١٠.١)

هیلبرت ،فضای < ., . داخلی< ضرب حاصل با همراه F حقیقی میدان روی را H برداری فضای ۵.١ تعریف
. [٧] باشد کامل متریک فضای یک d(x, y) =∥ x− y ∥ نُرم وسیله به شده القا متر به نسبت H هرگاه نامیم، می

یعنی هستند موجود آنها مربع انتگرال که است پذیر اندازه و پیوسته توابع از متشکل L٢ فضای

L٢(a, b) =

{
f(t)|

∫ b

a
|f(t)|٢dt < ∞

}
.

کنیم: تعریف زیر صورت به را شده القا نُرم همچنین باشد، < f, g >=
∫
fgdµ و H = L٢(µ) اگر ٧.١ مثال

∥f∥ = (

∫
| f |٢ dµ)١/٢, (١١.١)

است. هیلبرت فضای یک L٢(µ) که داشت خواهیم اندازه نظریه کمک به

٨



باشیم: داشته گاه هر گوییم، پذیر انتگرال مربع طور به [٠,١) فاصله روی را f(t) تابع ۶.١ تعریف
∫ ١

٠
| f(t) |٢ dt < ∞. (١٢.١)

حقیقی عدد و باشد پذیر مشتق (٠,١) فاصله در و پیوسته [٠,١) فاصله روی f(t) تابع کنیم فرض ١.١ قضیه
ازای به صورت این .در | f ′

(t) |≤ M ، [٠,١) فاصله به متعلق t هر ازای به که طوری به باشد، داشته وجود M

:[٣١] داریم [٠,١) فاصله به متعلق b و a هر

| f(b)− f(a) |≤ M | b− a | . (١٣.١)

نیوتن روش به خطی غیر معادلات دستگاه عددی حل ۵.١

کنیم فرض ،F (X) =


f١(x١, ..., xn)

...
fn(x١, ..., xn)

 =


٠
...
٠

 خطی غیر معادلات دستگاه عددی حل برای روش این در

نزدیک تقریبی ،X(٠) = [x
(٠)
١ , ..., x

(٠)
n ]T یعنی اولیه حدس و است دستگاه این دقیق جواب ،X̂ = [x̂١, ..., x̂n]

T

دهیم: می قرار همچنین است). ماتریس ترانهاده T آن در (که بهX̂باشد

X̂ −X(٠) =


x̂١
...
x̂n

−


x
(٠)
١
...

x
(٠)
n

 =


h١
...
hn

 = H. (١۴.١)

خواهیم بنابراین کنیم. می استفاده X(٠) حول fi(X̂); i = ١, ..., n توابع تیلور بسط از H آوردن بدست برای حال

داشت:

٠ = f١(x̂١, ..., x̂n) = f١(x
(٠)
١ + h١, ..., x

(٠)
n + hn) = f١(x

(٠)
١ , ..., x

(٠)
n )

+h١
∂f١
∂x١

|X(٠) + · · ·+ hn
∂f١
∂xn

|X(٠) + · · ·

...
٠ = fn(x̂١, ..., x̂n) = fn(x

(٠)
١ + h١, ..., x

(٠)
n + hn) = fn(x

(٠)
١ , ..., x

(٠)
n )

+h١
∂fn
∂x١

|X(٠) + · · ·+ hn
∂fn
∂xn

|X(٠) + · · ·

, (١۵.١)

٩


