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 چكيده

برودر را بيان مي كنيم و سپس تعميم هايي از اين اصل را در فضاهاي مرتب ثابت مي كنيم و با استفاده از اصل _ابتدا اصل بريزيس نامه پايان اين در

و در ادامه  بيان شده، قضيه وجود مينيمال قوي را در يك فضاي شبه مرتب به دست مي آوريم، كه از آن براي اثبات قضيه وجود جواب قوي استفاده مي شود
رداري مورد بررسي قرار مي گيرد، كه يكي از مهمترين روش ها در پيدا كردن نقاط مينيمال و ماكسيمال براي نگاشت هاي برداري مقدار مسأله بهينه سازي ب

تب ول مريكي از ابزارهاي مهم رياضي كه به طور ويژه، همراه با دستاوردهايش در مطالعه اين بهينه سازي به كار گرفته مي شود، مفهوم مخروط و اص. است

ن اصول مرتب سازي، اصل تغييراتي اكلند را در فضاهاي مرتب بيان مي كنيم و در پايان قضيه هاي نقطه ثابت بيا از پس.  سازي است
 . نظير عملگرهاي چندمقداري را ثابت مي كنيم

 اصل تغييراتي اكلند، بهينه سازي برداري، ماكسيمال، مينيمال، مخروط، مرتب :ديكليواژه هاي 
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پیشΎفتار
مطلوب مسائل از بسیاری در یΈمجموعه از ماکسیمال و مینیمال نقاط کردن پیدا امروزه

برای نقاط این کردن پیدا در روشها مفیدترین از ͳی برداری بهینهسازی مͳباشد.

را خود تحقیقات [۴] برودر و بریزیس ١٩٧۶ سال در است. مقدار برداری نگاشتهای

برودر١ اصلبریزیس نامه پایان این در ما که کردند، آغاز مقدار ͳحقیق نگاشتهای برای

تعمیم مرتب فضاهای در را اصل این ادامه در و مͳکنیم بیان ضعیفتر شرایط با را

اولیه ( EVP اختصار (به اکلند٢ ͳتغییرات اصل [٩] اکلند، ١٩٧٢ سال در مͳدهیم.

بهدست نتیجه مهمترین که کرد، ثابت غیرمحدب مینیماکس مسائل تقریبی حل برای را

دارد بهینه کنترل تئوری بهینهسازی، در ͳمهم کاربردهای و است ͳغیرخط آنالیز در آمده

و برودر بریزیس اصل از استفاده با مرتب فضاهای در را اصل این نامه پایان این در ما و

مͳکنیم. ثابت قوی مینیمال نقاط وجود قضیه

آنالیز و توپولوژی مفاهیم بیان به دوم و اول بخش در مͳباشد. بخش سه شامل اول فصل

که را فضایی و ترتیب ابتدا سوم بخش در مͳپردازیم. نامه پایان این در نیاز مورد ͳتابع

Brezis-Browder١
Ekeland٢

پ



ت پیشͽفتار

مͳپردازیم. مخروط انواع تعریف به آن از پس و کرده ͳمعرف مͳکنیم کار آن در

از تعمیمهایی دوم بخش در مͳکنیم. بیان را برودر بریزیس اصل ابتدا دوم فصل در

اصول مورد در قضیههایی ادامه در و مͳکنیم ثابت مرتب فضاهای در را شده بیان اصل

مͳکنیم. ͳمعرف مͳگیرد، قرار استفاده مورد برودر بریزیس اصل تعمیم در که مرتبسازی

پیدا دنبال به و مͳپردازیم OP (F,≤) بهینهسازی مسائل از ͳی ͳمعرف به سوم بخش در

هستیم. OP (F,≤) مسأله برای قوی مینیمال نقاط کردن

اول بخش در مͳکنیم. بیان مرتب فضاهای در را اکلند ͳتغییرات اصل چهارم فصل در

اصل دومین و اولین و مͳدهیم قرار ͳبررس مورد را OP ((i, F ),≼e) بهینهسازی مسأله

برای را اصل این دوم بخش در مͳشود. ͳمعرف شبهمرتب فضای در اکلند ͳتغییرات

Έی نظر، مورد فضای سوم بخش در مͳکنیم. ثابت چندمقداری برداری نگاشتهای

آوردن بهدست هدف چهارم بخش در ادامه در و مͳباشد F نوع از ͳتوپولوژی فضای

مͳباشد. بهینهسازی مسأله برای تقریبی جوابهای بر ͳمبن اکلند ͳتغییرات اصول

قضیههای ͳقبل فصلهای در شده بیان مرتبسازی اصول از استفاده با چهارم فصل در

مͳکنیم. ثابت را چندمقداری عملΎرهای نظیر ثابت نقطه



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

پایان�نامه این در نیاز مورد نتایج و قضایا تعاریف، از ͳبرخ ارائه به ما فصل این در

،١۶ ،١٣ ،١٢ ،١٠ ،٧ ،۶ ،۴] منابع از فصل این در که است ذکر به لازم م�ͳپردازیم.

است. شده استفاده [١٨ ،١٧

توپولوژی مفاهیم بر مروری ١.١

.f : X −→ R∪{∞} تابع و باشد ͳغیرته مجموعه Έی X کنید فرض تعریف١.١.١.

مͳشود. تعریف زیر صورت به f تابع نمودار و دامنه صورت دراین

domf := {x | f(x) < ∞},

Graphf := {(x, f(x)) | x ∈ domf}.



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

باشد موجود xای ∈ X هرگاه گویند، سره را f : X −→ R ∪ {∞} تابع تعریف٢.١.١.

.domf ̸= ∅ دیΎر عبارت به ،f(x) < ∞ که

F : X −→ ٢Y نگاشت باشند. ͳناته مجموعه دو X, Y کنید فرض .٣.١.١ تعریف

نشان را Y زیرمجموعههای تمام ،٢Y آن در که گویند، مقدار مجموعه نگاشت Έی را

مͳدهد.

و F برد ImF := ∪
x∈X

F (x) ،F دامنه domF := {x ∈ X | F (x) ̸= ∅} مجموعهی

مͳکنند. مشخص را F نمودار GraphF := {(x, y) | y ∈ F (x)} مجموعهی

نگاشت Έی F : M −→ ٢M و Έمتری فضای Έی (M,d) اگر .۴.١.١ تعریف

F نگاشت برای ثابت نقطهی Έی را x٠ ∈ M نقطهی آنگاه باشد، مقدار مجموعه

.x٠ ∈ F (x٠) هرگاه گویند،

هر برای هرگاه گویند، محدب را X برداری فضای از A زیرمجموعه .۵.١.١ تعریف

باشیم داشته λ ∈ [٠,١] هر و x, y ∈ X

λx+ (١− λ)y ∈ A.

زیرمجموعهی شامل هرگاه گویند، تفکیΈپذیر را متری فضای Έی .۶.١.١ تعریف

باشد. شمارشپذیری چΎال

مͳباشد. پذیر Έتفکی پذیر، Έتفکی Έمتری فضای Έی زیرفضای هر .٧.١.١ قضیه

کنید. رجوع [٧] به اثبات.



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

E خانواده از است عبارت X مجموعه Έی در ینواخت ساختار Έی تعریف٨.١.١.

که بهطوری X ×X زیرمجموعههای از

است، قطر دهنده نمایش △ آن در که ،△ ⊂ V آنگاه ،V ∈ E اگر (١

،W ⊂ V١ ∩ V٢ که ͳبهقسم دارد وجود W ∈ E آنگاه ،V١, V٢ ∈ E اگر (٢

،W ∈ E آنگاه ،V ⊂ W و V ∈ E اگر (٣

.W ◦W−١ ⊂ V که بهطوری دارد وجود W ∈ E آنگاه ،V ∈ E اگر (۴

آن توپولوژی که بهطوری باشد. ͳتوپولوژی فضای Έی X کنید فرض تعریف٩.١.١.

فضای Έی را X صورت دراین شود. تعیین {dα}α∈(٠,١] Έشبهمتری از خانوادهای توسط

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه گویند، F نوع از ͳتوپولوژی

،x = y اگر فقط و اگر dα(x, y) = ٠ ،α ∈ (٠,١] هر برای (١

،dα(x, y) = dα(y, x) ،x, y ∈ X هر و α ∈ (٠,١] هر برای (٢

،dα(x, y) ≤ dλ(x, y) ،x, y ∈ X هر و λ ≤ α هر برای (٣

،x, y, z ∈ X هر برای و λ ≤ α که است موجود λ ∈ (٠,١] ،α ∈ (٠,١] هر برای (۴

dα(x, y) ≤ dλ(x, z) + dλ(z, y).



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

در هرگاه گویند، F نوع از قوی ͳتوپولوژی فضای را X فضای .١٠.١.١ تعریف

باشد. برقرار زیر رابطه همچنین و کند صدق قبل تعریف (٣) و (٢) و (١) شرایط

dα(x, y) ≤ dα(x, z) + dα(z, y), ∀x, y, z ∈ X ∀α ∈ (٠,١].

است. F نوع از ͳتوپولوژی فضای Έی ،Έمتری فضای هر .١١.١.١ مثال

تابعͬ آنالیز مفاهیم بر مروری ٢.١

هرگاه گویند، (TV S) ͳتوپولوژی برداری یΈفضای را (X, τ) فضای تعریف١.٢.١.

که بهطوری باشد X روی توپولوژی Έی τو F میدان روی برداری فضای Έی X

باشد، X به X ×X از پیوسته تابع Έی (x, y) −→ x+ y (١

باشد. X به F×X از پیوسته تابع Έی (t, x) −→ tx (٢

(X روی پیوسته توابع (فضای C(X) و Cn و Rn مثل دار نرم فضاهای مثال عنوان به

مͳدهند. ما به (TV S) Έی نرمشان از حاصل توپولوژی با ͳΎهم

(LCS)گویند، موضعاًمحدب را (X, τ) ͳتوپولوژی برداری فضای .٢.٢.١ تعریف

باشد. صفر حول محدب مجموعههای همسایͳΎهای از پایه Έی دارای (X, τ) هرگاه

تابعک Έی از منظور باشد. ͳتوپولوژی برداری فضای Έی X هرگاه تعریف٣.٢.١.

و ͳخط تابعکهای تمام فضای است. اسالر میدان به X از ͳخط نگاشت Έی ͳخط

مͳدهند. نشان X∗ با و مͳنامند X دوگان را X روی پیوسته



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است ∥ . ∥: X −→ R تابع Έی X برداری فضای روی نیمنرم Έی .۴.٢.١ تعریف

که بهطوری

،∥ x ∥≥ ٠ ،x ∈ X هر برای (١

،∥ tx ∥=| t |∥ x ∥ ،t ∈ F هر و x ∈ X هر برای (٢

.∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ ،x, y ∈ X هر برای (٣

اگر فقط و اگر ∥ x ∥= ٠ که شود اضافه شرط این هرگاه مͳشود، نامیده نرم نیمنرم، Έی

.x = ٠

روی پیوسته نیمنرمهای تمام خانواده P و LCS فضای Έی (X, τ) اگر .۵.٢.١ قضیه

بهطوری است X روی توپولوژی ضعیفترین σ(X,P) که ،τ = σ(X,P) آنگاه باشد، X

باشد. پیوسته p ∈ P نیمنرمهای که

کنید. رجوع [١٧] به اثبات.

موضعاًمحدب فضای Έی از محدب و بسته زیرمجموعه K کنید فرض .۶.٢.١ قضیه

که بهطوری دارد وجود x∗ ∈ X∗ صورت دراین .x /∈ K و باشد X هاسدورف و

Re⟨x∗, x⟩ > sup{Re⟨x∗, y⟩ : y ∈ K }.

کنید. رجوع [١٧] به اثبات.

E ⊂ X و توپولوژی فضای Έی X کنید فرض تعریف٧.٢.١.



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

باشد، فشرده E هرگاه گویند، نسبی فشرده را E (a

باشد، تجم΄ نقطه دارای E در دنباله هر هرگاه گویند، مشروط ͳشمارش فشرده را E (b

زیردنبالهی Έی دارای E در دنباله هر هرگاه گویند، مشروط دنبالهای فشرده را E (c

باشد. همΎرا

برای قبل تعریف از a, b, c آنگاه باشد، ͳخط نرمدار فضای Έی X اگر .٨.٢.١ قضیه

معادلند. ضعیف توپولوژی

کنید. رجوع [١٧] به اثبات.

مخروط و مرتب فضاهای ٣.١

است، گردیده ارائه مرتب یΈفضای در پژوهش، این از آمده دست به نتایج اینکه به نظر

مͳپردازیم. فضا این از ͳتعریف به ابتدا ادامه در لذا

باشد. ͳغیرته مجموعه Έی X کنید فرض تعریف١.٣.١.

نامیده X روی R دوتایی رابطه Έی X ×X مجموعه از R ͳغیرته زیرمجموعه هر الف)

مͳشود.

شرایط هرگاه مͳشود، نامیده X روی ͳترتیبجزئΈی ،X روی ≤ دوتایی رابطه هر ب)

باشد: برقرار زیر

،x ≤ x ،x ∈ X هر برای (١



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

،x = y آنگاه ،y ≤ x و x ≤ y اگر ،x, y ∈ X هر برای (٢

.x ≤ z آنگاه ،y ≤ z و x ≤ y اگر ،x, y, z ∈ X هر برای (٣

≤ رابطه آنگاه کند، صدق (٣) و (١) شرط در فقط ،X روی ≤ دوتایی رابطه اگر

رابطه کند صدق (٣) شرط در فقط هرگاه و مͳکند ͳمعرف X روی شبهترتیب Έی

مͳکند. ͳمعرف X روی پیشترتیب Έی ≤

اگر فقط و اگر است ͳترتیبکل ،X مجموعه روی ≤ ͳترتیبجزئ Έی تعریف٢.٣.١.

.y ≤ x یا x ≤ y باشیم داشته x, y ∈ X هر برای

باشد. تابع Έی + : E ×E −→ E و ͳغیرته یΈمجموعه E کنید فرض تعریف٣.٣.١.

دارای (E ,≼) هرگاه گویند، صفر عنصر با مΎما١ پیشترتیب را (E صورت(≽,+, دراین

کند: صدق زیر شرط در و باشد تعدی خاصیت

y, y١, y٢ ∈ E , y١ ≼ y٢ =⇒ y + y١ ≼ y + y٢, y١ + y ≼ y٢ + y (١.١)

باشیم داشته ٠E ∈ E و y ∈ E هر برای بهعلاوه

y + ٠E = ٠E + y = y.

مͳپردازیم. آن مختلف انواع و مخروط ͳیعن پژوهشمان ͳاصل ابزار ͳمعرف به اکنون

برای هرگاه گویند، مخروط Έی را X برداری فضای از D زیرمجموعه تعریف٣.١.۴.

.λD ⊆ D ،λ ≥ ٠ هر
preordered magma١



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

λ ≥ ٠ هر برای هرگاه گویند، محدب را D مخروط تعریف٣.١.۵.

.D +D ⊆ D (١

باشیم داشته y١, y٢ ∈ D و λ١, λ٢ ≥ ٠ هر برای اگر معادل، بهطور

λ١y١ + λ٢y٢ ∈ D.

.D ∩ (−D) = {٠} هرگاه نامند، نوکدار را D محدب مخروط تعریف٣.١.۶.

زیرمجموعهی آنگاه ،X = Rn اگر .٧.٣.١ مثال

D := {x ∈ Rn : xi ≥ ٠ ; ∀ i ∈ {١,٢,٣, ....., n}} = Rn
+.

است. Rn در محدب نوکدار مخروط Έی

صورت به D مجموعه و دلخواه برداری فضای Έی X کنید فرض .٨.٣.١ مثال

D := { f : X −→ R : f(x) = f(−x) ∀x ∈ X}

محدب مخروط Έی پیوسته توابع مجموعه برداری فضای در D صورت دراین باشد.

نیست. نوکدار ͳول است

مخروط Έی D ⊂ X و ͳتوپولوژی برداری فضای Έی X کنید فرض تعریف٩.٣.١.

مͳشود: تعریف زیر صورت به را اکید مثبت و مثبت مخروط صورت دراین باشد. محدب

D+ := {ζ ∈ X∗ : ζ(d) ≥ ٠, ∀d ∈ D},

D+S := {ζ ∈ X∗ : ζ(d) > ٠, ∀d ∈ D \ {٠}}.



٩ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مخروط D ⊂ X و ͳتوپولوژی برداری فضای Έی X کنید فرض .١٠.٣.١ تعریف

باشد. شده مرتب زیر صورت به X و باشد ͳغیرته و محدب

x ≤D y ⇐⇒ y − x ∈ D ∀x, y ∈ X.

مرتب ͳتوپولوژی برداری فضای را آن و مͳدهند نمایش (X,D) با را فضا صورت دراین

گویند. D مخروط وسیله به شده

زیرمجموعهی آنگاه ،X = Rn اگر مثال برای

D := {x ∈ Rn : xi ≥ ٠ ; ∀ i ∈ {١,٢,٣, ....., n}} = Rn
+.

ͳترتیبجزئ رابطهی مͳتوان آن بهوسیله که است Rn در بسته محدب نوکدار مخروط Έی

مͳنامند. Rn روی ͳطبیع ترتیب مخروط را آن و کرد تعریف را ≤

Έی D ⊂ X و ͳتوپولوژی برداری فضای Έی (X, τ) کنید فرض .١١.٣.١ تعریف

نرمال (τ توپولوژی به (نسبت را D ⊂ X مخروط صورت دراین باشد. محدب مخروط

،i ∈ I هر برای که ͳبهقسم باشند D در دلخواه تور دو (yi)i∈I و (xi)i∈I هرگاه گویند،

lim
i∈I

yi = ٠ , ٠ ≤D xi ≤D yi,

.lim
i∈I

xi = ٠ باشیم داشته آنگاه

{x١, x٢, ......xn} و هاسدورف موضعاًمحدب یΈفضای X فرضکنید مثال١٢.٣.١.

صورت دراین باشد. X از ͳخط مستقل مجموعهای

D = {
n∑

i=١
λixi : λi ≥ ٠ i = ١,٢,٣......, n }.


