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 .دس ایي فصل ًوبدّب ، سؼبسیف ٍ لعبیبی هَسد ًیبص دس فصل ّبی ثؼذی سا ثیبى هیٌوبیین 

J ًـبى هیذّین  ℕٍ ℤٍ هدوَػْی اػذاد ؼجیؼی ٍ صحیح سا ثِ سشسیت ثب ًوبدّبی  ⊂ 𝕫 ّوَاسُ ؿوبسؽ -

 .دزیشاػز 

 

    فضاّای ًزهذار 1.1

 

.     یک فعبی ثشداسی هخشلػ ثبؿذ ، ًگبؿز   Xکٌیذفشض .  1.1.1تعزیف   : X →  ℝًزم، سا یک  

, x  هیٌبهین ّشگبُ ثشای ّش Xسٍی  y ∈ Xثشای ّش ٍ    α ∈ ℂ ، 

 ,  ∘ = x اگشٍ سٌْب اگش   ∘ =  x .     (الف)

=  αx .                (ة)   α   x  ,       

.  x + y  ≤   x  +  y    (ح)      .  

.   سا ّوشاُ ثب ًشم Xّوچٌیي فعبی ثشداسی   .  هیٌبهینفضای ًزهذار  یک  

 :  یک فعبی ًشهذاس ثبؿذ دس ایي صَسر X فشض کٌیذ .2.1.1قضیِ 

xًگبؿز    . (الف) →   x  دیَػشِ اػز  . 

 : یک فعبی ّیلجشر ثبؿذ ، آًگبُ Xاگش . (ة )

 x  = sup  < 𝑥, 𝑦 > ∶ y ∈ H ,  y = 1  . 

  .[37] 7-1-2 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

 . ثبؿذ X دًجبلْبی دس xn n∈ℕ  یک فعبی ًشهذاس ثبؿذ ٍ X فشض کٌیذ .3.1.1تعزیف 

                                                
 Normed space 
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x ثِ xn n∈ℕ گَیین .(الف  ∈ X  ُّوگشاػز ّشگب limn→∞ xn − x  = ∘ یؼٌی ثِ اصای ّش ε > ∘ ، 

Nεیک  ∈ ℕ هَخَد ثبؿذ ثِ ؼَسی کِ ثشای ّش n ≥ Nε   ،  xn − x < ε.  

εّش  کَؿی اػز ّشگبُ ثشای X دس xn n∈ℕ گَیین . (ة Nε ، یک ∘ < ∈ ℕ ِهَخَد ثبؿذ ثِ ؼَسی ک 

,nثشای ّش  m ≥ Nε    ،  xn − xm <  ε .  

 .  ّش دًجبلِ ّوگشا ، کَؿی اػز Xدس فعبی ًشهذاس  .4.1.1قضیِ 

  .[16] 3-5-3 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

 دسآى هیٌبهین، ّشگبُ ّش دًجبلِ کَؿی (کبهل ) فضای تاًاخ سا یک Xفعبی ًشهذاس  . 5.1.1تعزیف 

 . ّوگشا ثبؿذ

 ًـبى دادُ هیـَد ٍ ثِ صَسر صیش δα,β ثب ًوبد α ٍ βدلشبی کشًٍکش ثِ اصای ّش    .(الف)  .6.1.1تعزیف 

 :سؼشیف هیـَد 

δα,β =  
1         α = β
∘           α ≠ β 

  . 

,X اگش . (ة  ) m, μ  1 یک فعبی اًذاصُ ثبؿذ آًگبُ ثشای < 𝑝 < ,Lp X ، فعبی ∞ μ  ػجبسر اػز اص  : 

Lp X, μ =  𝑓: X → ℂ; ,𝑓 اًذاصُ دزیشاػز  𝑓 p =    𝑓 pdμ 

1
p

< ∞  

≥ 1ّوچٌیي ثشای  p <  : ثِ صَسر صیش اػز ℓp ، فعبی ∞

ℓp =  

 
 

 

x =  xj j∈J
:  x p =    xj 

p

j∈J

 

1
p

< ∞

 
 

 

 . 

≠ ∅ یک فعبی ثشداسی ٍ Vفشض کٌیذ . (ص ) A ⊆ V ، Span (A) سا هدوَػِ سوبم سشکیجبر خؽی  

 : سؼشیف هیکٌین یؼٌی Aاػعبی 

Span  A  =   cixii∈F ∶ ,F هشٌبّی xi ∈ A , ci ∈ ℂ  

                                                
 Banach space 

 Cauchy 
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 سَلیذ ؿذُ  اػز ٍ آى سا صیش فعبیA اػز کِ ؿبهل V کَچکششیي صیش فعبی ثشداسی Span (A)دس ٍالغ 

 . هیٌبهین Aسَػػ 

 . 7.1.1هثال 

 .  ّوشاُ ثب ًشم لذسهؽلك فعبّبی ثبًبخ ّؼشٌذℂٍ ℕ .(الف)

, X اگش. (ة) m , μ 1 یک فعبی اًذاصُ ثبؿذ آًگبُ ثشای ≤ P < LP  ، فعبی ∞   ( X, μ) ثب ًشم   .  P 

 .یک فعبی ثبًبخ اػز 

X =   xn n∈ℕ;                           (ح) xn n∈ℕ   دًجبلِ  ای  اصاػذاد  هخشلػ کِ  اص  هشحلِ  ای  ثِ  ثؼذ  صفش اػز

   یک فعبی ثشداسی اػز کِ ثب ًشم 

x =  xn n∈ℤ    ,  x  = supn∈ℕ xn   . 

 .ثبًبخ ًیؼز 

.  دٍ ًشم  .8.1.1تعزیف   1 ٍ  . هیٌبهین ّشگبُ اػذاد ثبثز  (ّن اسص) سا هؼبدل X دس فعبی ًشهذاس 2 

  ،                                                     X ∈𝑥  هَخَد ثبؿٌذ ثِ ؼَسی کِ ثِ اصای ّشA ٍB ٍهثجز 

      A  x  1 ≤  x 2  ≤  B x 1 . 

.  فشض کٌین .9.1.1قضیِ   1 ٍ  .  X  ثبؿٌذ ، دس ایي صَسر X دٍ ًشم ّن اسص سٍی فعبی ثشداسی 2 

. ثب .  ثب X ثبًبخ اػز اگش ٍفمػ اگش، 1   . ثبًبخ ثبؿذ 2 

  .[26] 4-8-21 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

 .دس یک فعبی ثشداسی هشٌبّی الجؼذ ، ّوْی ًشهْب هؼبدلٌذ . 10.1.1قضیِ 

  .[50] 5-6-3 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

,xثشای ) هؼبدلٌذ ℝ2ّوْی ًشهْبی صیش دس . 11.1.1هثال y ∈  ℝ2: )  

,   x, y  2  =   x2  +  y2      الف)  . ) 

,   x, y  1  =   x  +  y         (ة)    .  

,   x, y  1 =  max  x  ,  y  (ج)       .  



5 

 

  .   x, y   =  
x2

a2  +
y2

b2           (د)       .  

dim ثبؿذ ، ثِ ؼَسی کِ X صیش فعبیی اص Y یک فعبی ًشهذاس ٍ Xفشض کٌیذ . 12.1.1قضیِ  Y  <  ∞ 

 . ثؼشِ اػز Y، دس ایي صَسر 

  .[14] 5-12-5 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

≥ 1  ثشای  Lp(. ریس فیطز).13.1.1قضیِ  p <  . ، یک فعبی ثبًبخ اػز ∞ 

 [ .22[ 7-3-14 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                
 Risez-fisher 
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 عولگزّای خطی رٍی فضاّای ًزهذار    2.1

𝑇  دٍ فعبی ثشداسی ثبؿٌذ ، ػولگشX  ٍ Yفشض کٌیذ .  1.2.1تعزیف  ∶ X →  Y   هیٌبهین ، خطیسا 

, yّشگبُ ثِ اصای ّش  x ∈ X ٍّش  ℂ ∈𝛼   داؿشِ ثبؿین : 

T  αx + y  = α T  x + T  y  , 

فضای  سا ثِ سشسیت X ٍY اص N  ٍ} X ∈ x ,T  x   } =( :T )R( T : )=  {T  x , X ∈ x ∘=}صیش فعبّبی 

- ًـبى هیI یب ثِ ؼَس خلاصِ ثب IX  سا ثب ًوبد Xّوچٌیي ػولگشّوبًی سٍی .  هیٌبهینT ٍ فضای تزد  پَچ

 .دّین 

T   دٍ فعبی ًشهذاس ثبؿٌذ X  ٍYٍ فشض کٌیذ . 2.2.1تعزیف  ∶ X →  Y ُػولگشی خؽی ثبؿذ ، آًگب 

 : ًـبى هیذّین ٍ ثِ صَسر صیش سؼشیف هیکٌین  T   سا ثبTًشم ػولگش 

 T  = sup  
 Tx 

x
∶ x ∈ X , x ≠∘  ; 

>  T    هیٌبهین  ّشگبُ   کزاًذارسا T ػولگش =  T     هیٌبهین ّشگبُتیکزاى  ٍ آى سا ∞ ∞. 

, L X سا ثبY  ثِ Xفعبی سوبم ػولگشّبی خؽی ٍ کشاًذاساص  Y   ًـبى هیذّین ٍ اگشX = Y آى سا ثب (X )L 

Yّوچٌیي دس حبلز خبف اگش . ًوبیؾ هیذّین = ℂ ثبؿذ ، آى سا ثب X∗ ًـبى هیذّین ٍّش یک اص اػعبی 

X∗ هیٌبهین تاتعک خطی کزاًذار سا یک . 

, Y فشض کٌیذ . 3.2.1قضیِ  X، دٍ فعبی ًشهذاس ثبؿٌذ  

∋ Tثشای ّش . (الف) L (X, Y) سحز ًشم کشاًذاس ٍ ،  T ∶ = sup  Tx ∶  x  = 1  ، L (X, Y) یک 

 .فعبی ًشهذاس هیجبؿذ 

,L (X یک فعبی ثبًبخ ثبؿذ ، دس ایي صَسر  Yثِ ػلاٍُ اگش . (ة) Y) ًیض یک فعبی ثبًبخ  هیجبؿذ  . 

 [ .42[5-1-15 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

𝑇دو فضای باناخ و  Y  وXفرض کنید .  4.2.1قضیه  ∶ X →  Y عملگری خطی باشد ، دراین صورت   : 

                                                
 Bounded linear functional 
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 T  = sup  y∗(Tx) ∶ x ∈ X , y ∈ Y ,  x  ≤ 1 ,  y∗  ≤ 1  

 [ .46[ 6-4-10 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

, Y فشض کٌیذ (.ًگاضت تاس ).5.2.1قضیِ  X دٍ فعبی ثبًبخ ثبؿٌذ   ٍT یک ػولگشخؽی ٍ کشاًذاس اص 

X ثشٍی Y ثبؿذ ، دس ایي صَسر T یک ًگبؿز ثبص اػز . 

 ، هؼکَع داسد ٍ Tیؼٌی  ). یک َّهئَهَسفیؼن ًیض هیجبؿذ T یک ثِ یک ًیض ثبؿذ ، آًگبُ Tثِ ػلاٍُ اگش 

  .(هؼکَع آى ًیض دیَػشِ هیجبؿذ

 [ .32[ 5-9-5 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

, Xفشض کٌیذ   .6.2.1قضیِ  Y ٍ دٍ فعبی ًشهذاس  T ∶ X → Y  ػولگشی خؽی ثبؿذ ، دسایي صَسر

 :گضاسُ ّبی صیش ّن اسصًذ 

 . کشاًذاس اػز T (الف 

x هَخَد اػز ثِ ؼَسی کِ ثشای ّش Mػذدی ثبثز هبًٌذ  (ة ∈ X  ،  Tx  ≤ M  x .  

 .  دس صفش ثب سَدَلَطی ًشم ، دیَػشِ اػز T. (ح)

 . ثب سَدَلَطی ًشم ، دیَػشِ اػز T. (ر)

 [ .32[ 3-1-5 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

دس یک  خؽی اگش یک ػولگش. ّش ػولگش خؽی کشاًذاس ، ثِ ؼَس یکٌَاخز دیَػشِ اػز  .7.2.1قضیِ 

  ( دس ًشیدِ دیَػشِ یکٌَاخز اػز ). ًمؽِ دیَػشِ ثبؿذ ،کشاًذاس اػز 

 [ .17[ 4-7-11 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

   ساXفعبی ًشهذاس   .8.2.1تعزیف 

≅ Xثبصسبثی هیٌبهٌذ ّشگبُ .  (الف)  X∗.  

≅ Xاًؼکبػی هیٌبهٌذ ّشگبُ  .   (ة)  X∗∗.  

                                                
 Open maping theorem 
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, X فشض کٌیذ .9.2.1قضیِ  Yدٍ فعبی ًشهذاس   ٍ X ≠ , L X اگش، ثبؿذ     ∘   Y  ثبًبخ   یک فعبی

  .  ًیض ثبًبخ اػزYثبؿذ ، آًگبُ  

 [ .51[ 6-8- 12 لعیِسخَع ؿَد ثِ. اثثات 

 ثِ یک فعبی X ، هشـکل اص ّوِ ی ػولگشّبی خؽی کشاًذاس اص فعبی ًشهذاس ℬ فعبی .10.2.1قضیِ  

 . ، یک فعبی ثبًبخ اػز Yثبًبخ 

 [ .45[ 9-7-12 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

:𝑓 ثبؿذ ٍ X صیش فعبی M  یک فعبی ًشهذاس ٍ   Xفشض کٌیذ  .(ّاى تاًاخ) .11.2.1قضیِ  M → ℂ 

∋ Fدس ایي صَسر . سبثؼک خؽی کشاًذاس ثبؿذ  X∗ ِهَخَد اػز ثِ ؼَسی ک  

F ∣M  = 𝑓 . 

 [ .45[ 9-13-8 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

X فعبی ثشداسی. 12.2.1هثال  =   xn n∈N ; ِ ای  ثِ  ثؼذ صفش هیـَد  ثب   xn n∈N  اص  هشحل
 x  = supn∈N  xn  . یک فعبی ًشهذاس غیش ثبًبخ هیجبؿذ  

, X فشض کٌیذ  (.گزاف تستِ.)13.2.1قضیِ  Y ٍ دٍ فعبی ثبًبخ  T ∶ X → Y ٍ ػولگشی خؽی ثبؿذ 

G =    x, T(x) ∣ x ∈ X  (  گشافT )  دسX × Y ثؼشِ ثبؿذ ، دس ایي صَسر T کشاًذاس اػز . 

 [ .45[ 7-5-21 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

 

 

 

 

 

                                                
 Close maping theorem 
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        فضای ّیلثزت3.1

 

  گَیین ، اگش ًگبؿزفضای ضزب داخلی سا یک Hیک فعبی ثشداسی هخشلػ  .1.3.1تعزیف 

< . , . >∶  𝐻 ×  𝐻 →  ℂ 

 x, y ⟼ < x, y > , 

:ثبؿین  ∋ α داؿشِ    ℂ  ّش ٍ x, y, z ∈  H   هَخَد ثبؿذ کِ ثِ اصای ّش

; < x, y > = < 𝑦, 𝑥 >            (  الف)                       .  

; <  𝛼𝑥 + 𝑦, 𝑧 > =  𝛼 < 𝑥, 𝑧 >  + < 𝑦, 𝑧 .  (ة) <   

>.                                         (ح) x , x > ≥∘ ; 

> اگش ٍ فمػ اگش        ∘ = x.   (ر) x , x > =∘.  

>ثِ ػذد هخشلػ   x , y > ظشة داخلی ، x , y  هی (یکِ ای  ) هیگَیٌذ ٍ ًگبؿز فَق سا ظشة داخلی-

 : چٌیي سؼشیف هیکٌین Hثب سَخِ ثِ سؼشیف ظشة داخلی ، ًشم سا دس فعبی . ًبهٌذ 

 x  = < 𝑥, 𝑥 >
1
2 . 

∋ xیؼٌی ثِ اصای ّش   H سیـِ دٍم ظشة داخلی < 𝑥, 𝑥 > کِ ػذدی ًبهٌفی اػز ، ثشاثش ثب ًشم xهیجبؿذ   . 

∋ α ثِ اصای ّش .2.3.1ًتیجِ   ℂ  ّش ٍ x, y, z ∈  H ، ُظشة داخلی ًشبیح  اص سؼشیف فعبی ثب اػشفبد

 .صیش ثِ دػز هیآیذ 

;  <∘, x > =∘ .                                            (الف  )  

;  < z, αx + y > =  α  < 𝑧, 𝑥 >  + < 𝑧, 𝑦 > .        (ة  )  

 

: ؿَاسسض –ًب هؼبٍی کَؿی . (ح  )     

;   < 𝑥, 𝑦 >  ≤   x   y  

:اسحبد هشَاصی الاظلاع . (ص  )  
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;   x + y 2 +  x − y 2 = 2 (  x  2  +  y 2) 

− x اص ًب هؼبٍی هثلثی ًشیدِ هیگیشین کِ  z  ≤  x − y  +  y − z     .  اگش فبصلِ ثیيx ٍ  y سا ثب 

 x − y  ، ًـبى دّین H دس سوبم ؿشایػ هششیک صذق هیکٌذ ٍ اگش  x   =∘ ُآًگب، x  یک H ، لزا ∘=

 .فعبی هششیک اػز

گَیین ّشگبُ ثب هشش حبصل اص ظشة  فضای ّیلثزت سا یک Hظشة داخلی  فعبی .3.3.1تعزیف 

 .ثبؿذ  (ثبًبخ  )داخلی ، یک فعبی هششیک کبهل 

 . ثب ظشة داخلی صیش یک فعبی ّیلجشر اػز ℂnفعبی ثشداسی . (الف  ). 4.3.1هثال 

< x, y > =  xiyi  ,n
i=1  y =  y1, y2 , … , yn   ٍ x =  x1, x2 , … , xn ∈ ℂ

n  

  ًیض یک فعبی ثبًبخ اػز ، ℝnدس حبلز خبف 

,L2 X فعبی . (ة)  μ  ثب ظشة داخلی صیشسٍی آى یک فعبی ّیلجشر اػز.  

< 𝑓,𝑔 > =   𝑓 𝑔 dμ               𝑓, 𝑔 ∈ L2 X, μ  . 

 .ثب ظشة داخلی صیش یک فعبی ّیلجشر اػز  ℓ2 ℤ فعبی . (ح )

< x, y > =   xnyn   

n∈ℤ

         x =  xn n∈ℤ , y =  yn n∈ℤ  ∈ ℓ2 ℤ  . 

, Xاگش  . 5.3.1تعزیف  Y ُدٍ فعبی ثشداسی هخشلػ ثبؿٌذ ، آًگب T ∶ X → Y هشدٍج خطی  سا

,x  هیٌبهٌذ ّشگبُ ثِ اصای ّشکزاًذار y, z ∈  H ٍ α ∈  ℂ داؿشِ ثبؿین : 

T αx + y  =  α  T x  + T y  . 

∋ y ، ثشای ّش Hدس فعبی ّیلجشر   .6.3.1هثال   H ًگبؿز ّبی ، x → < y, x > ٍ  x → < x, y > 

 .ثِ سشسیت ، هضدٍج خؽی کشاًذاس ٍ کشاًذاسًذ 

 ثبؿذ ،آى گبُ ػعَ H یک سبثؼک خؽی ٍ دیَػشِ سٍی Tفشض کٌیذ (. ًوایص ریس .)7.3.1قضیِ 

y هَخَد اػز ثِ ؼَسی کِ ثشای ّش x هبًٌذ Hهٌحصش ثِ فشدی اص  ∈ H داسین : 

                                                         T x =< x , y > , 

                                                
 Hilbert space 

 Riesz representation 
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 ٍ ّوچٌیي  

 T  =   y  ,  

 . هیٌبهٌذ x ًـبى هیذٌّذ ٍ آى سا سبثؼک المب ؿذُ سَػػ ػٌصش φx سا ثب Tهؼوَلا 

 [ .45[ 6-6-17 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

𝑢α  هدوَػْی   .8.3.1تعزیف  : α ∈ A  دس H سا  

, α هیٌبهٌذ ّشگبُ ثِ اصای ّش هتعاهذ. (الف) β ∈ A ِک α ≠ β  ، ;  < uα , uβ  > =∘   

, α هیٌبهٌذ ّشگبُ ثِ اصای ّش هتعاهذیکِ. (ة) β ∈ A     ، ِک < uα , uβ  > = δα,β   .  

ej  دبیْی. 9.3.1تعزیف  : j ∈ J  هیٌبهٌذ ّشگبُ پایِ هتعاهذیکِ سا یک  ej : j ∈ J  ُیک دػشگب 

 هشؼبهذیکِ ثبؿذ یؼٌی 

< ek , ej  > = δk,j . 

= card X ثبؿٌذ آًگبُ H دٍ دبیِ هشؼبهذیکِ ثشای X ٍ Yاگش . 10.3.1تَجِ card Yتعذ  ٍایي همذاس سا 

𝐇 هیٌبهٌذ ٍ آى سا ثب dim H ًـبى هیذٌّذ . 

-جذایی سا فعبی ّیلجشر H داسای صیش هدوَػِ چگبل ؿوبسؽ دزیشی ثبؿذ ، Hاگش . 11.3.1تعزیف 

 . هیٌبهین پذیز

 .دس یک فعبی ّیلجشر خذایی، دزیش ؿوبساػز  ّش خبًَادُ هشؼبهذیکِ. 12.3.1قضیِ 

 [ .42[ 7-23-8 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

xm)دٍ دًجبلْی .  13.3.1تعزیف  )m∈N ٍ  (yn)n∈Nسا دس H  هیٌبهٌذ ّشگبُ ثِ اصای ّش  دٍ هتعاهذ 

m , n ∈ ℕ     ِک  m ≠ n  داؿشِ ثبؿین < xm , yn  هیٌبهٌذ ّشگبُ  ثشای دٍ هتعاهذیکِ  ٍ ایي سا ∘= < 

, ℕ mّش   n ∈ ،  δm ,n < x𝑚 , yn  > = . 

xi  دًجبلِ . 14.3.1تعزیف  : i ∈ I سا دس H   گَیین اگش سٌْب ػعَ ػوَد ثش ایي خبًَادُ ، (هَلذ)کاهل  

xصفش ثبؿذ یؼٌی اگش   ∈  H چٌبى ثبؿذ کِ ثشای ّش I  ∈  i  ِک ،  < x, xi x  ًشیدِ ثگیشیوکِ∘= <  =∘   ،

Spa𝑛 xiیؼٌی ثِ ؼَس هؼبدل  : i ∈ I  دس  Hچگبل ثبؿذ . 
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 ثبؿذ دس ایي H دًجبلِ ای اص اػعبی دٍ ثِ دٍ هشؼبهذ ثشّن دس n∈N(xn) فشض کٌیذ کِ . 15.3.1قضیِ 

 :صَسر گضاسّْبی صیش ّن اسص ّؼشٌذ 

xn . (الف)
∞
n=1 دس H ّوگشاػز . 

 xn   >  ∞.   (ة)
2∞

n=1.  

>   ، ػشی H ∈ xثِ اصای ّش   . (ح) x, xn  >∞
n=1 ّوگشاػز . 

 [ .22[ 6-11-1 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

∋ T دٍ فعبی ًشهذاس ثبؿٌذ ٍ X ٍ Yفشض کٌیذ . 16.3.1قضیِ  L(X, Y) دس ایي صَسر هشٌبظش ، T 

∗Tػولگش هٌحصش ثِ فشدی هبًٌذ   ∈ L (Y∗, X∗) هَخَد اػز ثِ ؼَسی کِ ثِ اصای ّش    y∗  ∈ Y∗ داسین : 

T∗ y∗ =  y∗ o T , 

=  T ثِ ػلاٍُ سؼبٍی   T∗   ػولگش .  ثشلشاس هیجبؿذT∗ الحاقی سا T هیٌبهین . 

 [ .22[ 8-14-8 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

∋ T فعبّبی ًشهذاس ثبؿٌذ ٍ X ٍ Yٍ   Zفشض کٌیذ . 17.3.1قضیِ  L(X, Y) ٍ   S ∈ L(Y, Z) ٍ

α ∈  ℂ دس ایي صَسر حکن ّبی صیش ثشلشاسًذ ، . 

;. (الف)   αT + S ∗  =  α  T∗  +  S∗ 

;.          (ة)   TS ∗  =    S∗ T∗ 

;.                (ح)  IX
∗  =  IX∗   

T∗−1 ًیض ٍاسٍى دزیش اػز ٍ ∗T  ٍاسٍى دزیش ثبؿذ آى گبُ Tاگش . (ر)  =  T−1 ∗. 

 [ .22[ 7-5-16 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

, H  فشض کٌیذ. 18.3.1قضیِ  < . , . >H  ٍ  K , < . , . >K  ٍ ُدٍ فعبی ّیلجشر ثَد  

T ∈  ℬ (H, K) ٍ S ∈  ℬ (H) دس ایي صَسر ،  

∗T. (الف)  ∈  ℬ (K∗ , H∗) الحبلی اػز اگش ٍ فمػ اگش ثِ اصای ّش x ∈ H ٍ y ∈ K داؿشِ ثبؿین : 
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<  Tx , y >K  = <  x, T∗y >H  , 

. .                                                   (ة ) S∗∗ = S                  

 [ .38[ 2-7-10 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

∋ Tفشض کٌیذ . 19.3.1قضیِ   ℬ (H) چٌبى ثبؿذ کِ ثِ اصای ّش x ∈ H داؿشِ ثبؿین  :< Tx, x > =  ⃘  

Tٍ دس ایي صَسر  =  ⃘.  

 [ .38[ 2-7-7 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

,Tفشض کٌیذ . 20.3.1ًتیجِ  S ∈  ℬ (H) ثِ اصای ّش ٍ x ∈ H ، < Tx, x > = < 𝑆𝑥, 𝑥 دس ایي  . <

Tصَسر  = S .  

 [ .38[ 2-6-21 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

∋ Tػولگش . 21.3.1تعزیف   ℬ (H) سا  

;خَد الحبق هیٌبهٌذ ّشگبُ        . (الف)  T =  T∗ 

;یکبًی هیٌبهٌذ ّشگبُ  .  (ة)  T T∗  = T∗T =  IH    

⊥ N T  . هشؼبهذ هیٌبهٌذ ّشگبُ          . (ص)  = R T      

∋ Tاگش . 22.3.1قضیِ   ℬ (H) آًگبُ گضاسّْبی صیش ّن اسصًذ : 

 . یکْبی اػز  T. (الف)

= R T.   (ة) H ثشای ّش ٍ x ∈ H ، < Tx , Ty > =< x , y >.  

= R T.   (ح) H ثشای ّش ٍ x ∈ H         ،   Tx  =  x . 

 [ .38[ 2-4-15 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

> 1اگش . 23.3.1قضیِ  𝑝, 𝑞 < 1 ثِ ؼَسی کِ ∞

p
  +

1

q
 = = x ، آًگبُ ثشای ّش 1   xn n∈𝕫 اص ℓp 

= yٍ ّش دًجبلِ    yn n∈ℤ اص ℓq ًبهؼبٍی صیش کِ ثِ ًبهؼبٍی َّلذس هؼشٍف اػز ، ثشلشاس اػز : 



14 

 

 xy 1  =   xnyn

n∈ℤ

  ≤     xn  
p

n∈ℤ

 

1
p

.    yn  
q

n∈ℤ

 

1
q

  

                                                              =  x p y q  . 

= pدس حبسی کِ  q =  . هیٌبهٌذ  ضَارتش– ًاهساٍی کَضی  ثبؿذ ، آى سا2

 [ .16[ 11-5-4 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 
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 های رایسقاتْا ٍ پایِ. 4.1

 

𝑓j  دًجبلْی  .1.4.1تعزیف : j ∈ J  اص اػعبی Hثشای   قاب ، یکH اػز ّشگبُ اػذاد ثبثز ٍهثجز   A 

ٍ B هَخَد ثبؿٌذ ثِ ؼَسی کِ ثشای ّش 𝑓 ∈ 𝐻:  

A 𝑓 2 ≤  < 𝑓،𝑓j >  
2

≤

j∈Ј

 B  𝑓 2    .  

 .سا کشاًْبی لبة هیٌبهٌذ Aٍ   Bدس ایي خب اػذاد 

Bدس حبلز خبف اگش  = A هیگَیٌذ قاب تٌگ ثبؿذ ، لبة هَسد ًظش سا . 

>  ) ؿَاسسض –ؼجك ًبهؼبٍی کَؿی  .2.4.1تَجِ 𝑓،𝑓j > 
2

≤  𝑓 2 𝑓j 
2

𝑓 ، ثشای ّش (   ∈ 𝑉  ًِشید ،

 :هیگیشین کِ 

  < 𝑓،𝑓j >  
2

≤

j∈Ј

  𝑓 2    𝑓j 
2
≤

j∈Ј

 B  𝑓 2 . 

ّش چٌذ کِ اغلت هیشَاى یک کشاى ثبلایی کَچکشش اص  ). ٍ ایي یؼٌی ؿشغ ثبلایی لبة ّویـِ ثشلشاس اػز 

  𝑓j 
2

j∈Ј ثشای لبة دیذا کشد .) 

ej فشض کٌیذ  .3.4.1هثال  : j ∈ J  یک دبیِ هشؼبهذ یکِ ثشای Hثبؿذ  

ej ثب دٍ ثبس سکشاس ّش ػعَ  . (الف  : j ∈ J  ثِ دػز هیآٍسین، : 

 𝑓j : j ∈ J  =  e1 , e1 , e2 , e2 , …   ,           

Aکِ ایي یک لبة سٌگ ثب کشاى لبثی   = ej  هیجبؿذ صیشا اص ایي کِ 2 : j ∈ J  دبیِ هشؼبهذیکِ اػز داسین  

  < 𝑓, ej  > 
2

∞

j=1

 =  𝑓 2, 

 اص ؼشفی چَى دس ایي خب ّش کذام اص ػٌبصش دٍ ثبس سکشاس هیـَد ثٌبثشایي 

                                                
 Frame 

 Tight frame 
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                                             < 𝑓, e1  > 2 +  < 𝑓, e1  > 2 

                                                  + < 𝑓, e2  > 2 +  < 𝑓, e2  > 2 + ⋯ 

= 2   < 𝑓, ej  > 
2

∞

j=1

 = 2 𝑓 2         

Aدغ  =  . هیجبؿذ 2 ٍ ایي یؼٌی دًجبلِ دادُ ؿذُ یک لبة سٌگ ثب کشاى 2

  سا سکشاس کٌین آًگبُ e1اگش فمػ  . (ة

 𝑓j : j ∈ J  =  e1 , e1 , e2 , e3 , …   , 

Aیک لبة ثب کشاًْبی  = 1 , B =  :یؼٌی ثبیذ ًـبى دّین کِ .  هیجبؿذ 2

 𝑓 2 ≤  < 𝑓, ej  > 
2

∞

j=1

 ≤ 2 𝑓 2 

 ثشای ایي هٌظَس

 𝑓 2  =  < 𝑓, e1  > 2 +  < 𝑓, e2  > 2 + ⋯ 

   ≤   < 𝑓, e1  > 2 +   < 𝑓, e1  > 2  

        + < 𝑓, e2  > 2 +  < 𝑓, e3  > 2 + ⋯   

  ≤   < 𝑓, e1  > 2 +   < 𝑓, e1  > 2  

      + < 𝑓, e2  > 2 +  < 𝑓, e2  > 2 + ⋯ 

 = 2  < 𝑓, ej  > 
2

∞

j=1

 = 2 𝑓 2       

Aٍ ایي یؼٌی ،  دًجبلِ دادُ ؿذُ یک لبة ثب کشاًْبی  = 1 , B =  . هیجبؿذ 2

𝑓j  ثشای لبة  .4.4.1تَجِ  : j ∈ J ػولگش ،  

  
T ∶ ℓ2( ℕ )   → 𝐻 

     T Cj j∈Ј
 ∶ =  Cj fj

j∈Ј
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 . هیٌب هٌذ ، کِ یک ػولگش کشاًذاس ًیض ّؼز عولگز تزکیة یب عولگز پیص قاتیسا 

 . ًـبى دادُ ٍ ثِ صَسر صیش سؼشیف هی کٌین ∗T ساثب Tػولگش الحبلی 

T∗ ∶ H → ℓ2  ℕ    

                                                                   T∗𝑓 =  < 𝑓, 𝑓j  > 
j∈Ј

 , 

 ساثِ صَسر صیش 𝐒 عولگز قاتی ، ∗T ٍ Tثِ ٍػیلْی سشکیت .  ًیض ًبهیذُ هیـَد عولگز تجشیِ ، ∗Tکِ 

 :ثِ دػز هیآٍسین

S ∶  H → H 

S 𝑓 = TT∗𝑓 =   < 𝑓,

j∈Ј

 𝑓j  >  𝑓j  . 

𝑓j فشض کٌیذ   .5.4.1لن  : j ∈ J  یک لبة ثب ػولگش لبثی ، S کشاًْبی لبثی ٍ Aٍ   B ثبؿذ ،آًگبُ احکبم 

 .صیش ثشلشاسًذ 

 . ، کشاًذاس ، ٍاسًٍذزیش ، خَد الحبلی ٍ هثجز اػز Sػولگش . (الف

S−1𝑓j . (ة ∶  j ∈ J  یک لبة ثب ػولگش لبثی S−1 کشاًْبی لبثی ٍ A−1 ٍ B−1 هیجبؿذ . 

  ًیض ػولگشی کشاًذاس اػز یؼٌی S سشکیجی اص دٍ ػولگش کشاًذس اػز ، ثٌبثشایي خَد Sچَى . (الف). اثثات 

 𝑠 =  TT∗ =  T  T∗  ≤  T 2  ≤ B . 

𝑆چَى  =  TT∗ ∗  = TT∗ = S ،  ثٌبثشایيS ّوچٌیي ثشای ّش .  ، خَد الحبلی اػز𝑓 ∈ H،  

A 𝑓 2 ≤ < 𝑠𝑓, 𝑓 > ≤ 𝐵 𝑓 2 .        

𝐴𝐼ثِ ػلاٍُ اص ًبهؼبٍی  ≤ 𝑆 ≤ 𝐵𝐼   𝑖  هثجز ثَدى ، 𝑆 ّوچٌیي .  ًشیدِ هی ؿَد 

⃘ ≤ 𝐼 − 𝐵−1𝑆 ≤
𝐵 − 𝐴

𝐵
 𝐼 

 دس ًشیدِ 

 𝐼 − 𝐵−1𝑆  = sup 𝑓 =1 <  𝐼 − 𝐵−1𝑆 𝑓, 𝑓 >  ≤
𝐵−𝐴

𝐵
  ≤ 1 

                                                
 Pre-frame operator 

 Synthesis operator 

 Analysis operator 

 Frame operator 
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 . ٍاسٍى دزیش اػز 𝑆ٍ ایي یؼٌی 

𝑓اص ؼشفی ثشای .  ًیض خَدالحبلی اػز S−1 خَد الحبلی اػز ، ثٌبثشایي 𝑆چَى ػولگش . (ة) ∈ H،  

  < 𝑓, S−1𝑓𝑗  > 
2

𝑗∈𝐽

=   < S−1𝑓, 𝑓𝑗  > 
2

𝑗 ∈𝐽

≤ B S−1𝑓 2 ≤ 𝐵 S−1 2 𝑓 2. 

S−1𝑓 ٍ اص ایي ًشیدِ هیگیشین کِ 
𝑗
: 𝑗 ∈ 𝐽   اص ؼشفی ثشای .  خَؽ سؼشیف اػز𝑓 ∈ H،  

 < 𝑓, S−1𝑓𝑗 > S−1𝑓𝑗 = S−1  < S−1𝑓, 𝑓𝑗 > 𝑓𝑗 = S−1SS−1𝑓 = S−1𝑓 ; 𝑗 ∈𝐽  𝑗 ∈𝐽 (ii)  

S−1𝑓 ٍ اص سؼبٍی ثبلا ًشیدِ هیگیشین کِ ػولگش لبة ثشای   
𝑗
: 𝑗 ∈ 𝐽   ٍ S−1 حبل اگش .  هؼبٍی هیـًَذ

 :،سغییشاسی اػوبل کٌین ، خَاّین داؿز  (i )دس ساثؽِ 

𝐵−1𝐼 ≤ S−1 ≤ 𝐴−1𝐼 , 

𝑓دس ایي صَسر  ثشای  ∈ H داسین ، : 

𝐵−1 𝑓 2 ≤ < S−1𝑓, 𝑓 > ≤ 𝐴−1 𝑓 2 , 

𝑓، ثشای  ( ii )حبل ثب اػشفبدُ اص ساثؽِ  ∈ H داسین : 

𝐵−1 𝑓 2 ≤   < 𝑓, S−1𝑓𝑗 > 
2

j∈J

 ≤ 𝐴−1 𝑓 2 

S−1𝑓 ثٌبثشایي 
𝑗
: 𝑗 ∈ 𝐽   یک لبة ثب کشاًْبی لبثی 𝐴−1 ٍ 𝐵−1 هیجبؿذ . 

𝑓j فشض کٌیذ   .6.4.1قضیِ  : j ∈ J  یک لبة ثب ػولگش لبثی ، S ثبؿذ ، آًگبُ ثشای ّش 𝑓 ∈ H داسین ، : 

𝑓 =   < 𝑓, S−1

j∈Ј

 𝑓j  >  𝑓j  

   =  < 𝑓,

j∈Ј

 𝑓j  > S−1  𝑓j  . 

 [ .12[ 1-3-5 سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

> دس لعیِ ثبلا اػذاد  .7.4.1تَجِ  𝑓, S−1𝑓j S−1𝑓j  ًبهیذُ هیـًَذ ٍ ضزایة قاب < : j ∈ J  ًیض 

𝑓j  دٍگاى هتعارف  قاب : j ∈ J  ًبهیذُ هیـَد  . 

                                                
 Coefficients frame 

 Canonical dual frame 
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𝑓j اگش   .8.4.1ًتیجِ  : j ∈ J  یک لبة سٌگ ثب کشاى لبثی A ثبؿذ ، دس ایي صَسر دٍگبى هشؼبسف لبة 

A−1𝑓j ثشاثش اػز ثب  ∶  j ∈ J  ثشای ّش ٍ 𝑓 ∈ H،  

𝑓 =
1

A
 < 𝑓,

j∈Ј

 𝑓j  > 𝑓k  . 

𝑓j ثشای لبثْبی  : j ∈ J  کِ دبیِ ًیؼز هیشَاى لبة دیگشی ًظیش  𝑔j: j ∈ J  اص  S−1𝑓j ∶  j ∈ J  دیذا کشد  

∋ 𝑓کِ ثشای ّش  H،  

 𝑓 =  < 𝑓,

j∈Ј

 𝑔𝑗  > 𝑓j    ,  

𝑔j: j ٍدس ایي خب لبة  ∈ J   یک دٍگبى لبة  𝑓j : j ∈ J  ًبهیذُ هیـَد  . 

 [ .12[ 1-4-4 لعیِ سخَع ؿَد ثِ. اثثات 

𝑒j: j  اگش .9.4.1هثال  ∈ J  یک دبیْی هشؼبهذیکِ ثشای H  ، ثبؿذ  e1،e1،e2،e3،… .   =  𝑓j : j ∈ J  سا 

 :دس ًظش ثگیشیذ ، دٍگبى هشؼبسف لبة دس صیش آهذُ اػز 

  
1

2
e1، 1

2
 e1،e2،e3،… .   =  S−1𝑓j ∶  j ∈ J  .   

 :ثِ ػٌَاى یک هثبل اص دٍگبى ًبهشؼبسف لبة هیشَاًین

  ∘ ،e1،e2،e3، … .    =  𝑔j: j ∈ J          ٍ     
1

3
e1، 2

3
e1،e2،e3،. . .   =  𝑔j: j ∈ J  سا رکش کٌین  

𝑓1صیشا اگش   =  e1 ثبؿذ ، ثٌبثشایي داسین : 

𝑓1 =  e1  =< e1 , e1 >  S−1e1  + < e1 , e1 >  S−1e1  

=  e1 
2S−1e1  +  e1 

2S−1e1  = 2S−1e1        

S−1e1ثٌبثشایي  =
1

2
 e1   ِدس ًشید ٍ S−1𝑓1 =

1

2
 e1.  

𝑓2ثِ ؼَس هـبثِ چَى   =  e1 ثٌبثشایي S−1𝑓2 =
1

2
 e1 .  ثشای𝑓3  =  e2 هی ًَیؼین : 

e2 =   < 

∞

j=1

e2 , ej  >  S−1e2  

                                                               =  e2 
2S−1e2  , 

S−1𝑓3ٍ دس ًشیدِ  = e2 𝑔j: j حبل چَى  .   ∈ J  دٍگبى لبة ،  𝑓j : j ∈ J  اػز دس ایي صَسر  
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𝑓 =   < 𝑓,

∞

j=1

gj  >  𝑓j        

                                                           e1 = < e1 , o >  e1  + < e1 , e1 >  e1   

                                                          e2  = < e2 , e1 >  e1  + < e2 , e1 >  e1  

                                                                + < e2 , e2 >  e2  , 

𝑓j دغ ثشای  : j ∈ J  ، ُدادُ ؿذ   𝑔j: j ∈ J  یک دٍگبى ًبهشؼبسف لبة هیجبؿذ . 

= 𝑒j: j  فشض کٌیذ .10.4.1هثال   ثب ظشة   V یک دبیِ هشؼبهذیکِ  ثشای فعبی ثشداسی دٍ ثؼذی 1,2

𝑓1اص ؼشفی  . داخلی ثبؿذ   =  e1  , 𝑓2  =  e1 − e2 , 𝑓3  =  e1 + e2  سا دس ًظش ثگیشیذ ، آًگبُ    

 𝑓j : j =  ّب ثٌَیؼین 𝑓j سا ثِ ػٌَاى یک سشکیت خؽی اص Vهیشَاًین :  هیجبؿذ صیشا V یک لبة ثشای  1,2ٍ3

e2، ثِ ػجبسر دیگش ثشای   = 𝑓1 − 𝑓2  : ، هیشَاًین ثٌَیؼین  

                                                     V = C1e1  + C2e2  = C1𝑓1  + C2 𝑓1 − 𝑓2  . 

ثشای ایي هٌظَس اثشذا ػولگش لبة سا سؼشیف هیکٌین یؼٌی. حبل دٍگبى هشؼبسف لبة سا ثِ دػز هیآٍسین   

S𝑓 =   < 𝑓,
3

j=1
𝑓j  > 𝑓j  

S e1  = < e1 , e1 > e1               

                                                                  + < e1 , e1 − e2 >  e1 − e2  

                                                                  + < e1 , e1 + e2 >  e1 + e2  

                                                                  = < e1 , e1 > e1  

      + < e1, e1 >  e1 − e2  

     − < e1 , e2 >  e1 − e2  

                                                                 + < e1 , e1 >  e1 + e2  

                         + < e1 , e2 >  e1 + e2                       

                                                   = e1  +   e1 − e2  +  e1 + e2 = 3e1 .                    

:ثِ ّویي سشسیت هیشَاًین ثٌَیؼین   

S e2  = < e2 , e1 > e1                       

                                                               + < e2 , e1 − e2 >  e1 − e2  

                                                              +< e2 , e1 + e2 >  e1 + e2  = 2e2  


