


اصفهان دانشΎاه

علوم دانش΋ده

ͳریاض گروه

Έهارمونی آنالیز گرایش محض ͳریاض رشته�ی ارشد ͳکارشناس نامه�ی پایان

فضای از ایزومتری ضربΎرهای

Lp(G,X)

راهنما استاد

ͳرجال ͳعل دکتر

پژوهشΎر

ͳحافظ زهرا

١٣٩١ بهمن



بر مترتب ماد حقوق کليه

و ابتکارات مطالعات، نتايج

تحقيق از ͳناش نوآوری�های

متعلق نامه پايان اين موضوع

است. اصفهان دانشΎاه به



سپاسΎزاری...

کردند. یاری پژوهش این فرجام در مرا که هستم بزرگواری اساتید از سپاسΎزار

مباهات باعث شاگردیشان افتخار همیشه برای که ͳرجال ͳعل دکتر آقای جناب

ستود. خواهم همیشه برای را گرانبهایشان وجود و بود خواهد

تدوین در مرا خود ارزنده های راهنمایی با که ͳبم زاده لشΎری دکتر آقای جناب

نمودند. یاری پژوهش این



: به تقديم

بخشیدند رنگ محبت و عشق منشور در را خاموشم رویاهای آنانکه

مادرم... و پدرم

شان دریغ بی زحمات مدیون را ͳترق های پله پیمودن که

عستم

الله روح ام ͳزندگ تکستاره

بخشید امید مرا ͳزندگ لحظات ͳتمام در که



چ΋یده

Έي را X و ثابت راست هار اندازه Έي با فشرده موضعاً گروه Έي را G

پذير اندازه توابع فضاي Lp(G,X) بΎيريد، نظر در پدير Έتفکي باناخ فضاي

چپ ضربΎر Έي هستند، عادي و معمول Lpآنها نرم توابع که م�Ͷباشد مقدار ،X

انتقال�هاي تمام با که است Lp(G, x) روي کراندار Ͷخط عملΎر Έي Lp(G, x)

غير فضاي زير دو از مستقيم جم΄ -Lp که فرض اين با م�Ͷشود جابه�جا چپ

مشخصکردن براي خودش روي Lp(G, x) ايزومتري�هاي خاصيت از نيست، صفر

براي Lp(G, x) ،Έايزومتري پذير، معکوس چپ، ضربΎرهاي کردن توصيف و

Έي T اگر که م�Ͷکنيم ثابت ما واق΄ در و م�Ͷکنيم استفاده ۱p < و p ̸= q

Έي و y ∈ GΈي پس است. خودش روي Lp(G, x) و Έايزومتري چپ، ضربΎر

Tf(x) = U(Ryf)(x) به�طوري�که دارد وجود خودش روي به X از U ايزومتري

غیر G طوری΋ه و از چپ ایزومتر ضربΎرهای ͳعمل صورت به .f ∈ Lp(G, x) براي

اگر م�ͳکنیم. تعیین را نیست صفر غیر فضای زیر از مستقیم حاصلجم΄ و فشرده

تعریف ما باشد پذیر Έتفکی هیلبرت فضای Έی H و فشرده ͳآبل گروه Έی G

G گروه دوگان Γ جایی΋ه Ap(G,H) = {f ∈ L۱(G,H) : f̂ ∈ Lp(Γ, H)} می��کنیم

این با م�ͳکنیم تعیین را پذیر معکوس و Έایزومتری چپ، ضربΎرهای ما است.

در فشرده G برای ایزومتری خاصیت از ما نهایت در نیست، فشرده G که شرط

∗Xموضعاً که شرط این با م�ͳکنیم استفاده Έایزومتری و چپ ضربΎرهای تعیین

است. محدب

پذير، اندازه توابع باناخ، فضاي اندازه�ها، فشرده، موضعاً گروه کليدی: واژگان

Έايزومتري ضربΎرهاي
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١ فصل

مقدمات تعاریفو

گروهها ͳهمریخت و گروهها ١.١

f : X×X −→ X نگاشت ،X روییΈمجموعه�ی دوتایی عمل تعریف١.١.١.

م�ͳشود تعریف زیر صورت به که م�ͳباشد

f(a, b) = a · b.

Έی با همراه G مانند ͳناته مجموعه�ای نیم�گروه، Έی الف) .٢.١.١ تعریف

است زیر خاصیت با G روی دوتایی عمل

.(ab)c = a(bc) ،a, b, c ∈ G هر ازای به شرکت�پذیری: .١

طرفه) (دو ͳهمان یΈعنصر شامل که G مانند است ͳنیم�گروه تکΎون ب)

.ae = ea = a ،a ∈ G هر برای که است e ∈ G مانند

هرگاه م�ͳنامیم گروه١ Έی را تکΎون ج)

Group١

١



٢ مقدمات و تعاریف .١ فصل

.aa−۱ = a−۱a = e که طوری به است موجود a−۱ ∈ G عنصر ،a ∈ G هر برای .٢

هرگاه گوییم تعویض�پذیر یا ٢ͳآبل را G گروه د)

.ab = ba ،a, b ∈ G هر برای .٣

عنصر آن�گاه باشد + ،G عمل در شده تعریف دوتایی عمل اگر .٣.١.١ تبصره

و نامیده عنصر آن قرینه را عنصر هر معکوس٣ و داده نشان ، ۰، صفر با را ͳهمان

م�ͳکنیم. استفاده −a از a−۱ جای به

داریم، سروکار آن با ریاضیات در که گروههایی معروف�ترین از ͳ΋ی .۴.١.١ نکته

از است. صفر ͳهمان عضو با گروه Έی جم΄ عمل با که است R ͳحقیق اعداد

تحت C مختلط اعداد و Q گویای اعداد و Z صحیح اعداد دیΎر مهم گروههای

م�ͳباشند. ͳمعمول جم΄

ͳاصل عدد صورت این در باشد. گروه Έی G کنید فرض .۵.١.١ تعریف

|G| اگر م�ͳدهیم. نشان |G| با را آن و م�ͳنامیم ۴ G مرتبه�ی را G مجموعه�ی

فرض گوییم. ͳنامتناه ͳگروه را Gصورت این غیر در و ͳمتناه را G باشد ͳمتناه

عدد کوچ΋ترین صورت این در باشد. G گروه از دلخواه عنصر Έی a ∈ G کنید

م�ͳنامیم a مرتبه�ی ،an = e که طوری به را وجود) صورت (در n مثبت صحیح

ͳنامتناه را a مرتبه�ی باشد نداشته وجود عددی چنین اگر م�ͳدهیم. نشان |a| با و

م�ͳنامیم.

باشد، G از ͳناته Hزیرمجموعه�ای و یΈگروه (G, ·) فرضکنید تعریف١.١.۶.

Abelian٢

Inverse٣

Cardinal۴



٣ مقدمات و تعاریف .١ فصل

ͳزیرگروه را H آن�گاه دهد گروه Έی تش΋یل (G, ·) دوتایی عمل به نسبت H اگر

م�ͳدهیم. نشان H 6 G نماد با و م�ͳنامیم G از

Έی f : G −→ H تابع باشند، گروه دو H و G کنید فرض .٧.١.١ تعریف

باشیم داشته a, b ∈ G هر برای اگر است ۵ͳهمریخت

f(ab) = f(a) · f(b).

پوشا f اگر و ͳتکریخت را f باشد، Έبه�ی�Έی نگاشت Έی عنوان به f اگر

ͳریخت΋ی را f باشد، پوشا و Έبه�ی�Έی f که ͳصورت در و ͳبروریخت را f باشد،

گوییم.

Έتوپولوژی مفاهیم ٢.١

زیرمجموعه�های از گردایه�ای τ و ͳناته مجموعه�ی Sکنید فرض تعریف١.٢.١.

که باشد S

.S ∈ τو ∅ ∈ τ .١

آن�گاه ،Gi ∈ τ باشیم داشته i ∈ I هر برای هرگاه .٢

∪
{Gi : i ∈ I} ∈ τ.

آن�گاه ،Gi ∈ τ،i = ۱,۲, . . . , n هر برای هرگاه .٣
n∩

i=۱

Gi ∈ τ.

Homomorphism۵



۴ مقدمات و تعاریف .١ فصل

م�ͳشوند نامیده باز مجموعه�های τ عناصر و است ۶ یΈتوپولوژی τ صورت این در

م�ͳنامیم. Έتوپولوژی فضای Έی را (S, τ) مرتب زوج و

(که B ⊆ ۲S و باشد Έتوپولوژی فضای Έی(S, τ) کنید فرض تعریف٢.٢.١.

گوییم τ برای پایه٧ Έی را B است) S زیرمجموعه�های تمام گردایه�ی ۲S آن در

به که S زیرمجموعه�های تمام و ͳته مجموعه�ی از متش΋ل گردایه�ی اگروفقط�اگر

باشد. τ برابر هستند، B عناصر از ͳاجتماع صورت

یΈتوپولوژی برای یΈپایه B آن�گاه B ⊆ ۲S و S ̸= ∅ فرضکنید .٣.٢.١ قضیه

اگروفقط�اگر است S در τ

.S =
∪
{B : B ∈ B} .١

داشته وجود B۳ ∈ B مانند عنصری x ∈ B۱ ∩ B۲ و B۱, B۲ ∈ B هر برای .٢

.x ∈ B۳ ⊂ B۱ ∩B۲ که ͳقسم به باشد

عدد اگر باشد. ͳحقیق اعداد از زیرمجموعه Έی S کنیم فرض تعریف٢.١.۴.

به ) x ≤ b رابطه x ∈ S هر برای که به�طوری باشد داشته وجود b مانند ͳحقیق

S ( پایین کران ترتیب (به بالای کران Έی را b آنگاه باشد، برقرار (x ≥ b ترتیب

است. کراندار ( پایین ترتیب به ) بالا از S م�ͳگوییم و م�ͳنامیم

(به ماکزیمم آن به باشد، هم S عضو S پایین) کران ترتیب (به بالای کران اگر

م�ͳدهیم. نمایش (minS ترتیب (به maxS با را آن و گوییم S ( مینیمم ترتیب

باشد. کراندار پایین از و بالا از S هرگاه گوییم، کراندار را S مجموعه

Topologic۶

Basis٧



۵ مقدمات و تعاریف .١ فصل

باشد. ͳحقیق اعداد از ͳغیرته زیرمجموعه Έی S کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف

S مجموعه ( ͳپایین کران بزرگترین ترتیب (به بالایی کران کوچ΋ترین را c عدد

کران هر برای و باشد S ( پایین کران ترتیب (به بالای کران Έی c هرگاه م�ͳگویند

ترتیب (به c ≤ b باشیم داشته ،b مانند S دیΎر ( پایین کران ترتیب (به بالای

.(c ≥ b

با را S مجموعه�ی ( پایین کران بزرگترین ترتیب (به بالای کران کوچ΋ترین

م�ͳدهیم. نشان (inf
x∈S

x ترتیب به ) supx∈S x

باشد. A ⊂ S و Έتوپولوژی فضای Έی(S, τ) کنید فرض .۶.٢.١ تعریف

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را ٨Aبستار

A =
∩{

F ⊂ S است: بسته F و A ⊆ F
}

این در باشد. A ⊂ S و Έتوپولوژی فضای Έی(S, τ) کنید فرض .٧.٢.١ قضیه

.G ∩ A ̸= ∅ که کند ایجاب x ∈ G ∈ τ اگروفقط�اگر x ∈ A صورت

با A,B ∈ ۲Sو باشد Έتوپولوژی فضای Έی(S, τ) کنید فرض .٨.٢.١ تعریف

A بنابراین .B = A وتنهااگر اگر است چΎال٩ B در A آن�گاه باشد، A ⊆ B شرط

.G ∩ A ̸= ∅ ،G ∈ τ \ {∅} هر برای اگروتنهااگر است چΎال S در

اگروتنهااگر است تفکی�Έپذیر١٠ (S, τ)Έتوپولوژی فضای گوییم تعریف٩.٢.١.

D = S ͳیعن ) است، چΎال S در که باشد D شمارش�پذیر زیرمجموعه Έی شامل

.(

Closure٨

Danse٩

Seprable١٠



۶ مقدمات و تعاریف .١ فصل

اگروتنهااگر گوییم دوم نوع شمارش�پذیر (S, τ)Έتوپولوژی فضای تعریف١٠.٢.١.

باشد. B = {Bn : n ∈ N} شمارش�پذیر� پایه Έی دارای τ

است. تفکی�Έپذیر (S, τ) دوم نوع شمارش�پذیر فضای هر .١١.٢.١ قضیه

هر برای هرگاه م�ͳشود، نامیده T۲ یا هاسدورف (S, τ) فضای تعریف١٢.٢.١.

y ∈ V و x ∈ U که باشند داشته وجود τ در V و U مجموعه�های x ̸= y و x, y ∈ S

.U ∩ V ̸= ∅ و

در همچنین و باشد Έتوپولوژی فضای Έی(S, τ) کنید فرض تعریف١٣.٢.١.

است (S, τ) برای پوشش Έی Cگردایه�ی.C = {Gi : i ∈ I} ⊆ ۲S بΎیرید نظر

است باز پوشش Έی (S, τ) برای C پوشش .S ⊂ ∪
{Gi : i ∈ I} اگروتنهااگر

.Gi ∈ τ ،i ∈ I هر ازای به اگروتنهااگر

پوشش دو U = {Uβ : β ∈ T} و C = {Gi : i ∈ I} کنید فرض تعریف٢.١.١۴.

C زیرپوشش Έی U گوییم صورت این در باشند. (S, τ) Έتوپولوژی فضای برای

.Uβ ∈ C ،β ∈ T هر برای اگروتنهااگر است (S, τ) برای

زیرپوشش Έی شامل (S, τ) باز پوشش هر هرگاه م�ͳشود، نامیده فشرده١١ (S, τ)

باشد. باپایان باز

ازای به هرگاه م�ͳشود، نامیده فشرده١٢ موضعا (S, τ) فضای .١۵.٢.١ تعریف

که باشد موجود (S, τ) از Kp فشرده زیرفضای و Gp ∈ τ مانند عنصری p ∈ S هر

.p ∈ Gp ⊆ Kp

Compact١١

Locally compact١٢



٧ مقدمات و تعاریف .١ فصل

١٣نامیده پیوسته x ∈ G در f : (S, τ۱) −→ (T, τ۲) تابع الف) تعریف٢.١.١۶.

دارد وجود G ∈ τ۱ مانند عنصری که کند ایجاب f(x) ∈ U ∈ τ۲ هرگاه م�ͳشود،

.f(G) ⊂ U و x ∈ G که ͳقسم به

باشد. پیوسته x ∈ G نقطه هر در f اگروتنهااگر است پیوسته f تابع ب)

فضای Έی X و فشرده موضعا گروه Έی G کنید فرض .١٧.٢.١ تعریف

را G بر X-مقدار پیوسته�ی توابع فضای دراین�صورت باشد، تفکی�Έپذیر باناخ

این باشد، ی�Έبعدی مختلط فضای Έی X هرگاه م�ͳدهیم. نمایش C(G,X) با

م�ͳدهیم. نشان C(G) با را فضا

بستار X Έتوپولوژی فضای بر f مختلط تابع (محافظ) محمل تعریف١٨.٢.١.

م�ͳباشد. {x : f(x) ̸= ۰} مجموعه�ی

C(X) با دارند فشرده محافظ که را X بر پیوسته مختلط توابع تمام گردایه�ی

م�ͳدهیم. نمایش

بی�نهایت توپولوژیXΈدر فضای بر f مختلط-مقدار تابع گوییم تعریف١٩.٢.١.

باشد موجود K ⊂ X مانند فشرده�ای مجموعه��ی ϵ > ۰ هر ازای به اگر م�ͳشود، صفر

.|f(x)| < ϵ ،K در واق΄ غیر x هر ازای به که طوری به

C۰(X) با م�ͳشوند صفر بی�نهایت در که را X بر f پیوسته توابع تمام مجموعه�ی

م�ͳدهیم. نشان

باز f آن�گاه باشد، تابع Έی f : (S, τ۱) −→ (T, τ۲) کنید فرض تعریف٢٠.٢.١.

.f(G) ∈ τ۲ که کند ایجاب G ∈ τ۱ اگروتنهااگر است

Continuse١٣



٨ مقدمات و تعاریف .١ فصل

در که باشد ͳتابع ρ : S×S −→ R+ ∪{۰} و S ̸= کنید∅ فرض تعریف٢١.٢.١.

م�ͳکند صدق زیر شرایط

.x = y اگروتنهااگر ρ(x, y) = ۰،x, y ∈ S هر ازای به .١

است). متقارن ρ ͳیعن) ،ρ(x, y) = ρ(y, x) ،x, y ∈ S هر ازای به .٢

نابرابری در ρ ͳیعن) ،ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) ،x, y, z ∈ S هر ازای به .٣

م�ͳکند). صدق ͳمثلث

است. Έمتری فضای Έی (S, ρ) و است S در متر Έی ρ صورت این در

نگاشت باشند.گوییم Έمتری فضای دو T و S کنید فرض .٢٢.٢.١ تعریف

،ϵ > ۰ هر برای اگروتنهااگر است پیوسته ی΋نواخت طور به f : (S, d۱) −→ (T, d۲)

.d۲(f(x), f(y)) < ϵ آن�گاه d۱(x, y) < δ اگر که باشد داشته وجود δ > ۰ عدد

به باشد ͳ΋توپولوژی فضای Έی (G, τ) و گروه Έی G هرگاه تعریف٢٣.٢.١.

که طوری

باشد. پیوسته (x, y) −→ x · y ضابطه�ی با G×G −→ Gنگاشت .١

باشد. پیوسته x −→ x−۱ ضابطه�ی با G −→ G نگاشت .٢

اگروتنهااگر است پیوسته وارون نگاشت

∀W = nb(e) ∃V = nb(e) s.t V −۱ ⊆ W.

است. ͳ΋توپولوژی گروه Έی (G, τ) بنابراین

[a, b] بر را f باشد. [a, b] بر حقیقͳ-مقدار تابع f فرضم�ͳکنید تعریف٢.١.٢۴.

باشد داشته وجود δ > ۰ Έی ،ε > ۰ هر برای که، ͳدرصورت م�ͳگوییم پیوسته مطلقاً



٩ مقدمات و تعاریف .١ فصل

داشته ،k = ۱,۲, ..., n ،(ak, bk) هم�جدای از و باز زیربازه�ی هر ازای به که ͳبه�قسم

آن�گاه ،
n∑

k=۱

(bk − ak) < δ باشیم

n∑
k=۱

|f(bk)− f(ak)| < ε.

صورت این در باشد، گسسته١۴ توپولوژی با گروه Έی G اگر تعریف٢.١.٢۵.

است. ͳ΋توپولوژی گروه Έی G

Έمتری فضای ٣.١

هرگاه م�ͳنامیم، ١۵ͳخط نرم�دار فضای Έی را X برداری فضای تعریف١.٣.١.

باشد شده مربوط چنان x نرم نام به ∥x∥ مانند ͳنامنف ͳحقیق یΈعدد x ∈ X هر به

که

،x, y ∈ X هر ازای به .١

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

باشد اس΋الر α و x ∈ X اگر .٢

∥αx∥ = |α|∥x∥.

.x = ۰ اگروتنهااگر ∥x∥ = ۰ .٣

Discrete١۴

linear normed١۵



١٠ مقدمات و تعاریف .١ فصل

م�ͳشود. نامیده x نیم�نرم ∥x∥ آن�گاه باشند، برقرار ۲ و ۱ شرط فقط هرگاه

است برقرار ͳمثلث نامساوی ۱ شرط بنابر

∥x− y∥ ≤ ∥x− z∥+ ∥z − y∥.

است. Έمتری فضای Έی ͳخط نرم�دار فضای هر بنابراین و

باشند، X برداری فضای روی نرم دو ∥ · ∥۲ و ∥ · ∥۱ کنید فرض تعریف٢.٣.١.

آن�ها از حاصل توپولوژی�های هرگاه نامیم، معادل نرم دو را ∥ · ∥۲ و ∥ · ∥۱ های نرم

باشند. ی΋سان

صورت این در باشند. X روی نرم دو ∥ · ∥۲ و ∥ · ∥۱ کنید فرض .٣.٣.١ گزاره

به باشند داشته وجود C و c مثبت ثابت�های اگروتنهااگر معادل�اند ∥ · ∥۲ و ∥ · ∥۱
،x ∈ X هر برای قسم�ͳکه

c∥x∥۱ ≤ ∥x∥۲ ≤ C∥x∥۱

کنید. رجوع ۶۶ صفحه�ی به؟ اثبات.

تعریف متر با استکه ͳخط نرم�دار یΈفضای باناخ١۶ فضای هر تعریف٣.١.۴.

همΎرا فضا این در ١٧ͳکش دنباله هر ͳیعن م�ͳباشد، کامل نرمش وسیله�ی به شده

م�ͳباشد.

،x, y ∈ A هر برای هرگاه نامیم زیرضربی را A جبر روی نرم Έی

∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥.

Banach space١۶

Cauchy١٧



١١ مقدمات و تعاریف .١ فصل

نرم�دار جبر Έی (A, ∥ · ∥) آن�گاه باشد، زیرضربی نرم Έی با جبر Έی A هرگاه

م�ͳنامیم.

م�ͳنامند. باناخ جبر Έی را کامل نرم�دار جبر تعریف٣.١.۵.

X از طولپایی Έی باشند، ͳخط نیم�نرم�دار فضاهای Y و X اگر تعریف٣.١.۶.

،x, y ∈ X هر برای که است U : X −→ Y نگاشت Y به

∥Ux− Uy∥ = ∥x− y∥.

دوگان١٨ Xفضای ′ و باشد ͳخط نرم�دار XیΈفضای فرضکنید تعریف٧.٣.١.

صورت این در ،X روی Y پیوسته ͳخط تابعک�های تمام فضای ͳیعن باشد آن

که است توپولوژی کوچ΋ترین ،X روی σ(X,X ′) ضعیف توپولوژی از منظور

باشند. پیوسته توپولوژی آن در x −→ y(x) فرم به توابع

X برداری فضای Έی (T.V.S) برداری ͳ΋توپولوژی فضای Έی تعریف٨.٣.١.

است زیر خواص دارای که توپولوژی Έی با است

باشد. پیوسته (x, y) −→ x+ y ضابطه�ی با + : X ×X −→ X نگاشت .١

باشد. پیوسته (α, x) −→ αx ضابطه�ی با F×X −→ X نگاشت .٢

است. T.V.S Έی نرم�دار فضای هر ͳسادگ به

هر ازای به هرگاه گوییم فضا τ۰ را (S, τ) ͳ΋توپولوژی فضای .٩.٣.١ تعریف

باشد. بسته {x} ،x ∈ X

Dual١٨



١٢ مقدمات و تعاریف .١ فصل

فضای آن�گاه باشند، ١٩ محدب موضعا فضای دو Y و X هرگاه تعریف١٠.٣.١.

Tx −→ ۰ ،x ∈ X هر برای ͳیعن) نقطه�ای همΎرای توپولوژی با همراه L(X, Y )

م�ͳدهند. نمایش LS(X, Y ) با را (T −→ ۰ اگروتنهااگر

آن�گاه باشد، نرم توپولوژی به مجهز Y و باشند نرم�دار فضای دو Y و X هرگاه

به مجهز Y که ͳحالت در و قوی عملΎر توپولوژی را LS(X, Y ) فضای توپولوژی

ضعیفم�ͳنامند. عملΎر توپولوژی را LS(X, Y توپولوژی( باشد، توپولوژیضعیف

اگروتنهااگر است منظم (S, τ) فضای .١١.٣.١ تبصره

∀U = nb(x) ∃V = nb(x) s.t V ⊆ U.

زوج هر به اگر م�ͳنامیم ٢٠ͳضربداخلΈی Hرا برداری فضای تعریف١٢.٣.١.

حاصل�ضرب نام به ⟨x, y⟩ مانند مختلط عدد Έی H در y و x بردارهای از مرتب

که باشد شده مربوط چنان y و x ͳداخل

.⟨y, x⟩ = ⟨x, y⟩ .١

آن�گاه ،x, y, z ∈ H اگر .٢

⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩.

آن�گاه باشد، اس΋الر α و x, y ∈ H اگر .٣

⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩.

Locally convex١٩

Inner product ٢٠


