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چͺیده

مرزی مقادیر برایمسایل جواب بررسیوجود

فازی متناوبخطی

وسیله�ی: به
طهماسبی زهره

خطͬ متناوب اول مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادلات جواب وجود برای لازم شرایط بررسͬ نامه پایان این از هدف

های مجموعه به مربوط مقدماتͬ اول فصل در است. سوییچ نقاط و یافته تعمیم مشتق از استفاده با فازی

معادلات برای جواب وجود بررسͬ به دوم فصل در است. شده آورده فازی خطͬ دیفرانسیل معادلات و فازی

های جواب آوردن دست به و جواب وجود بررسͬ به سوم فصل در و سوییچ نقطه تک با فازی خطͬ دیفرانسیل

سوییچ نقاط این در جواب چͽونگͬ چنین هم و سوییچ نقطه متناهͬ تعداد با فازی خطͬ دیفرانسیل معادلات

ایم. پرداخته

مقدار مسایل فازی، اول مرتبه دیفرانسیل معادلات فازی، های مجموعه فازی، اعداد کلیدی: واژه�های

یافته تعمیم مشتق متناوب، مرزی
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١ فصل

پایه مفاهیم

است قادر نظریه این است. اطمینان عدم شرایط در اقدام برای نظریه�ای فازی مجموعه�های نظریه

واقع عالم در که همان�گونه هستند، مبهم و نادقیق که را سیستم�هایی و متغیرها و مفاهیم از بسیاری

تصمیم�گیری و کنترل استنتاج، استدلال، برای را زمینه و ببخشد ریاضͬ صورت�بندی است، چنین اکثرا

تحلیل كامپیوتر، زمینه�های در گسترده�ای كاربردهای نظریه این آورد. فراهم اطمینان عدم شرایط در

است. كرده پیدا اقتصاد و اجتماعͬ علوم در اخیرا و برق الͺترونیك، سیستمͬ،

عبارتͬ به مͬ�شود. شناخته كامل طور به اعضایش با مجموعه هر ͷکلاسی مجموعه�های نظریه در

مجموعه آن عضو قطعͬ طور به عضو هر كه مͬ�شود معرفͬ كامل طور به هنگامͬ مجموعه یك دیͽر،

.[٢٣] شود تعریف مجموعه آن از خارج یا باشد

مجموعه، در عناصر عضویت معیار دارد. خود به مربوط كننده�ی مشخص صفت یك مجموعه هر

است مجموعه عضو باشد، صفت آن دارای كه عنصری هر و است مجموعه كننده�ی مشخص صفت

تابع را عضویت معیار این مͬ�شود. شناخته مجموعه از خارج صفت، آن نبودن دارا صورت در و

مͬ�شود بیان زیر صورت به كه مͬ�نامیم عضویت

m(x) =

 ١ x ∈ A,

٠ x /∈ A.

است مفهوم یك ”قیمت” مثال برای مͬ�شوند. تقسیم زبانͬ متغیرهای و مفاهیم به فازی مجموعه�های

[٠,١] بازه به مجموعه� یك از تابعͬ فازی مجموعه یك است. زبان١ͬ متغیر یك پایین” نسبتاً ”قیمت و

برای كه fA(x) عضویت تابع بوسیله Xدر A فازی مجموعه باشد، نقاط مجموعه X اگر است.

١Linguistic variable

١



درجه fA(x) آن در كه مͬ�شود شناسایی مͬ�دهد، نسبت [٠,١] بازه در حقیقͬ عدد X در نقطه هر

.[٣٨] مͬ�شود خوانده A در x عضویت

فازی های مجموعه ١-١

زیرمجموعه هر مشخصه تابع برد باشد. دلخواه Xیͷمجموعه�ی فرضکنید [٣٨ [؟، تعریف١.١.١.

یعنͬ است، {٠,١} مجموعه�ی ،X کلاسیAͷاز

χA(x) =

١ x ∈ A,

٠ x ∈/A.

تابع ͷی دهیم، توسعه [٠,١] بازه به �{٠,١} عضوی دو مجموعه از را مشخصه تابع برد اگر حال

عضویت تابع را تابع این مͬ�دهد. نسبت [٠,١] بازه از X،عددی عضوxاز هر به که داشت خواهیم

مͬ�نامیم. A

که است مجموعه�ای بلͺه نیست ͷکلاسی مجموعه ͷی Aرͽدی اکنون ،١.١.١ تعریف با توجه با

عضویت درجه که است Aمجموعه�ای فازی مجموعه ͷی بنابراین مͬ�نامیم. فازی مجموعه ͷی را آن

مͬ�شود مشخص دهیم، نشان A(x) با را A تابع اگر شود. [٠,١]اختیار بازه در مͬ�تواند آن اعضا

عنصر آن عضویت درجه عنوان به [٠,١] بازه از عدد ͷی X عضو هر به که است تابعͬ A(x) که

به بیشتر تعلق دهنده نشان ͷی عدد به A(x) مقدار ͬͺنزدی مͬ�دهد. نسبت A فازی مجموعه در

برعکس. و است A فازی مجموعه�ی

آن از فازی زیرمجموعه�ی ͷی A و باشد مرجع مجموعه ͷی X کنید فرض [٢١] .٢.١.١ تعریف

با و مͬ�شود نامیده A تکیه�گاه ،A(x) > ٠ نقاط آن برای که X از نقاطͬ مجموعه بستار باشد.

مͬ�شود. داده نشان suppA

فازی اعداد ١-٢

هرگاه: گوییم فازی عدد را R روی u فازی مجموعه [٢۶] .١.٢.١ تعریف

(s٠)u؛ = ١ که طوری به s٠ ∈ R دارد وجود باشد،یعنͬ نرمال u (١)

٢



یعنͬ باشد، فازی محدب u (٢)

u(ts+ (١ − t)r) ≥ min{u(s), u(r)}

,s؛ r ∈ R و t ∈ [٠,١] هر برای

u(x)؛ ≥ lim
t→x

u(t) و u(x) ̸= +∞ که معنͬ این به است، R در بالایی پیوسته نیمه u (٣)

است. مجموعه زیر ͷی بستار cl آن در که باشد فشرده cl{s ∈ R|u(s) > ٠} (۴)

در آن�ها مͬ�کنند. متصل هم به را ͷکلاسی و فازی های مجموعه پلͬ، مانند برش�ها - α واقع در

مͬ�کنند. ایفا را اصلͬ نقش ͷکلاسی های مجموعه و فازی های مجموعه بین روابط

فازی مجموعه در آن�ها عضویت درجه که X از عناصری ͷکلاسی زیرمجموعه� [؟] .٢.٢.١ تعریف

مͬ�شود. داده Aαنمایش نماد با و مͬ�شود نامیده ،Aبرش -α است، (α > ٠) α بزرگͬ به حداقل A

دیͽر، عبارت به

Aα = [A]α = A[α] = {x ∈ X|A(x) ≥ α}.

است. ͷکلاسی مجموعه ͷی Aα

از α-برش هر تعریف، به توجه با مͬ�دهیم. نمایش RF با را R روی فازی اعداد مجموعه

از آن قطر و مͬ�دهیم نشان uα = [uα, uα] با و است کراندار و بسته ای بازه u فازی عدد ͷی

مͬ�آید. دست به diam[u]α = uα − uα

و u جای به ترتیب به uαl و uαr نماد از مͬ�توانیم هستند. u پایینͬ و بالایی حدود ترتیب به u و u

کنیم. استفاده u

مͬ�کنیم تعریف ٠ < α ≤ ١ کنیم فرض

[u]α = {s ∈ R|u(s) ≥ α}

و

[u]٠ = cl{s ∈ R|u(s) > ٠}.

مͬ�دهد. نشان را a ∈ RF فازی عدد ͷی از ar(α) و al(α) خاصیت�های از بعضͬ زیر لم

کنند: صدق زیر شرایط در ar : [٠,١] → R و al : [٠,١] → R اگر [٢١] .٣.٢.١ لم

٣



باشد. کراندار صعودی تابع ͷی al : [٠,١] → R (١)

باشد. کراندار نزولͬ تابع ͷی ar : [٠,١] → R (٢)

.al(١) ≤ ar(١) (٣)

,٠ < k ≤ ١ همه�ی ازای به (۴)

lim
α→k−

al(α) = al(k),

lim
α→k−

ar(α) = ar(k).

(۵)

lim
α→٠+

al(α) = al(٠),

lim
α→٠+

ar(α) = ar(٠).

مشخص a(x) = sup{α : al(α) ≤ x ≤ ar(α)} وسیله به که a : R → [٠,١] پس

که باشد فازی عدد ͷی a : R → [٠,١] اگر همچنین است. فازی عدد ͷی مͬ�شود

مͬ�کنند. صدق ۵ تا ١ شرایط در ar(α) و al(α) تابع�های ،(a[α] = [al(α), ar(α)])

فازی حساب ١-٣

داریم α ∈ [٠,١] برای گاه آن باشند فازی عدد دو v و u اگر [١] .١.٣.١ لم

(u⊕ v)α = [uα + vα, uα + vα]

(u− v)α = [uα − vα, uα − vα]

(u⊙ v)α = [min{uαvα, uαvα, uαvα, uαvα},max{uαvα, uαvα, uαvα, uαvα}]

(u/v)α = [min{uα/vα, uα/vα, uα/vα, uα/vα},max{uα/vα, uα/vα, uα/vα, uα/vα}], vα.vα ̸= ٠

[u+v]α = [u]α+[v]α صورت به را λuوضرب (u+v) جمع مͬ�توانیم λ ∈ R و u, v ∈ RF اگر

۴



کنیم. تعریف α ∈ [٠,١] هر برای [λu]α = λ[u]α و

مͬ�شود تعریف زیر صورت به که مͬ�آید دست به هاسدورف متر از RF متری ساختار

D : RF × RF → R+ ∪ {٠}

D(u, v) = supα∈[٠,١]max{|uα − vα|, |uα − vα|}

[٢۶] است. کامل ͷمتری فضای ͷی (RF , D)

در x = y+ z که طوری به باشد داشته وجود z ∈ RF اگر x, y ∈ RF کنیم فرض تعریف٢.٣.١.

مͬ�شود. داده نمایش x⊖ y با و مͬ�شود نامیده y و x هوکوهارای(H-تفاضل) تفاضل z صورت این

کلͬ حالت در

x⊖ y ̸= x+ (−١)y.

فازی تابع مشتق ۴-١

فازی تابع ͷی باشد، فازی اعداد همه مجموعه RF و حقیقͬ بازه ͷی I کنید فرض .١.۴.١ تعریف

مͬ�شود تعریف زیر صورت به

f : I → RF

f(t)[α] = [fα(t), f
α
(t)], t ∈ I,٠ < α ≤ ١

که

fα(t) = min{f(t)},

و

f
α
(t) = max{f(t)}.

مͬ�شود مشخص fα
(t), fα(t) وسیله�ی به α ∈ [٠,١] هر ازای به f فازی مقداری تابع هر بنابراین

به چنین هم هستند. α به نسبت کراندار نزولͬ تابع و α به نسبت کراندار صعودی تابع ترتیب به که

است. fα(t) ≤ f
α
(t) ، α ∈ [٠,١] هر ازای

هر ازای به اگر است پیوسته x ∈ S ی نقطه در f : S ⊂ R → RF تابع [٢١] .٢.۴.١ تعریف

باشند. پیوسته�ای های تابع fα(t), f
α
(t) ، x ∈ S و α ∈ [٠,١]

۵



x٠ ∈ (a, b) روی پذیر مشتق - H ،f گوییم f : (a, b) → RF کنیم فرض [١] .٣.۴.١ تعریف

f(x٠)⊖،f(x٠ + h)⊖ f(x٠) تفاضل�های - H ͷکوچ کافͬ اندازه به h > ٠ برای اگر است

طوری�که به باشد داشته وجود f ′(x٠) ∈ F عنصر و f(x٠ − h)

lim
h→٠

D(
f(x٠ + h)⊖ f(x٠)

h
, f ′(x٠)) = lim

h→٠
D(

f(x٠)⊖ f(x٠ − h)

h
, f ′(x٠)) = ٠,

مͬ�دهد. معنͬ ١
h
⊙ مخرج، در h که

تعمیم�یافته مشتق�پذیر f گوییم x٠ ∈ (a, b) و f : (a, b) → RF کنید فرض [١] .۴.۴.١ تعریف

به�طوری�که باشد داشته وجود f ′(x٠) ∈ RF عنصر ͷی اگر است، x٠ روی قوی

f(x٠)⊖ f(x٠ − h) و f(x٠ + h)⊖ f(x٠) ،ͷکوچ کافͬ اندازه به h > ٠ همه برای (١)

حدهای و

lim
h→٠

f(x٠ + h)⊖ f(x٠)

h
= lim

h→٠

f(x٠)⊖ f(x٠ − h)

h
= f ′(x٠),

باشند؛ داشته وجود (D متر (در

یا

f(x٠ − h)⊖ f(x٠) و f(x٠)⊖ f(x٠ + h) ،ͷکوچ کافͬ اندازه به h > ٠ همه برای (٢)

حدهای و

lim
h→٠

f(x٠)⊖ f(x٠ + h)

−h
= lim

h→٠

f(x٠ − h)⊖ f(x٠)

−h
= f ′(x٠),

باشند؛ داشته وجود (D متر (در

یا

f(x٠ − h)⊖ f(x٠) و f(x٠ + h)⊖ f(x٠) ،ͷکوچ کافͬ اندازه به h > ٠ همه برای (٣)

حدهای و

lim
h→٠

f(x٠ + h)⊖ f(x٠)

h
= lim

h→٠

f(x٠ − h)⊖ f(x٠)

−h
= f ′(x٠),

۶



باشند؛ داشته وجود (D متر (در

یا

f(x٠)⊖ f(x٠ + h) و f(x٠)⊖ f(x٠ − h) ،ͷکوچ کافͬ اندازه به h > ٠ همه برای (۴)

حدهای و

lim
h→٠

f(x٠)⊖ f(x٠ + h)

−h
= lim

h→٠

f(x٠)⊖ f(x٠ − h)

h
= f ′(x٠),

باشند؛ داشته وجود (D متر (در

مͬ�دهند.) معنͬ را −١
h
⊙ و ١

h
⊙ ترتیب به مخرجشان در −h و h)

برقرار همزمان (١) − (۴) موارد از تا دو حداقل ،x٠ ،f برای اگر که است لازم نکته این ذکر

برقرارند. (٣) و (١) که کنید فرض مثال عنوان به نمͬ�آوریم. دست به تناقضͬ حقیقت در باشند،

،f(x٠ + h) = f(x٠) ⊕ A ،f(x٠) = f(x٠ − h) ⊕ B که دارند وجود A, B, C پس

به و ،f(x٠) = f(x٠) ⊕ [B ⊕ C] مͬ�آوریم دست به بنابراین ،f(x٠ − h) = f(x٠) ⊕ C

یا و ،f ′(x٠) = ٠ ازای به مورد این ،B = C = ٠ مͬ�کند ایجاب که ،B ⊕ C = ٠ دیͽر عبارت

است. f ′(x٠) ∈ R برای حالت واین ،B = −C و ،B,C ∈ R

است. R = {χ{x} : است معمولͬ حقیقͬ عدد x}صورت به R ⊂ RF اینجا

هر برای مشابه حͺم هستند. مساوی ۴.۴.١ تعریف در حدها همه موارد، این همه�ی در که شود توجه

مͬ�شود. نتیجه (١)− (۴) از دیͽر ترکیب

مشتق�های دیͽر مورد دو واقع در مͬ�گیریم. نظر در را ۴.۴.١ تعریف در اول مورد دو فقط ما اینجا در

است. f ′ ∈ R ها حالت این در دیͽر عبارت به یا هستند بدیهͬ

باشد ۴.۴.١ تعریف در (١) نوع مشتق�پذیر f اگر ،f : I → RF بͽیرید نظر در .۵.۴.١ تعریف

۴.۴.١ تعریف در (٢) نوع مشتق�پذیر f اگر مشابه طور به و گوییم I روی مشتق�پذیر (١) را f آن�گاه

در (۴) یا (٣) نوع مشتق�پذیر f اگر مشابه طور به و گوییم. I روی مشتق�پذیر (٢) را f آن�گاه باشد

گوییم. I روی مشتق�پذیر (۴) یا مشتق�پذیر (٣) را f آن�گاه باشد ۴.۴.١ تعریف

گوییم ٢ سوییچ نقطه را x ∈ (a, b) نقطه باشد. f : (a, b) → RF کنیم فرض .۶.۴.١ تعریف

مشتق در معمولا کند. تغییر برعکس یا (٢) به (١) حالت از نقطه این در تابع پذیری مشتق هرگاه

٢Swich point

٧



دارند. وجود سوییچ نقاط قوی یافته تعمیم

و f(x + h)⊖ f(x) تفاضل�های اگر مͬ�کند صدق x ∈ (a, b) ازای به H١ شرط در f گوییم

باشد. موجود ،ͷکوچ کافͬ اندازه به h برای f(x)⊖ f(x− h)

و f(x) ⊖ f(x + h) تفاضل�های اگر مͬ�کند صدق x ∈ (a, b) ازای به H٢ شرط در f گوییم

باشد. موجود ،ͷکوچ کافͬ اندازه به h برای f(x− h)⊖ f(x)

فازی تابع ͷی انتگرال�پذیری ۵-١

fα(x)و هرگاه گوییم پذیر انتگرال x به نسبت را f : I ⊆ R → RF تابع [٢١] .١.۵.١ تعریف

[
∫
fα(x)dx,

∫
f
α
(x)dx] و باشند لب پذیر انتگرال x ∈ I و α ∈ [٠,١] همه برای fα

(x)

باشد. فازی عدد ͷی های -برش α مجموعه�ی

مͬ�دهیم نمایش زیر صورت به x به نسبت را f فازی تابع انتگرال

∫
f(x)[α]dx = [

∫
fα(x)dx,

∫
f
α
(x)dx], ∀ ∈ [٠,١].

از: عبارتند باشند داشته وجود x به نسبت f انتگرال که کافͬ شرایط ٣.٢.١ لم به توجه با

باشند. لب پذیر انتگرال x به نسبت α ∈ [٠,١] همه�ی برای fα
(x) و fα(x) (١)

باشد. پیوسته صعودی تابع ͷی α به نسبت
∫
fα(x)dx (٢)

باشد. پیوسته نزولͬ تابع ͷی α به نسبت
∫
f
α
(x)dx (٣)

.
∫
f١(x)dx ≤

∫
f

١
(x)dx (۴)

یافته تعمیم مشتق تحت فازی دیفرانسیل معادلات ۶-١

معادلات کنیم فازی را y′
+y٠ = ٠ و y′

= −y٠ ومعادل معمولͬ دیفرانسیل معادله دو که صورتͬ در

فازی اولیه مقدار مساله دیͽر بیان به مͬ�شود. حاصل متفاوتͬ فازی دیفرانسیل

y′(x) = a(x)⊙ y(x)⊕ b(x)

y(x٠) = y٠

(١.١)

٨



در کلͬ طور به است b : (x٠,∞) → RF و y٠ ∈ RF و a : (x٠,∞) → R که بͽیرید نظر در را

مساله، دو با مساله این فازی حسابان

y′(x)⊕ (−a(x))⊙ y(x) = b(x)

y(x٠) = y٠

(٢.١)

و

y′(x)⊕ (−b(t)) = a(x)⊙ y(x)

y(x٠) = y٠

(٣.١)

اینجا در نیستند. هم معادل نیز (٣.١) و (٢.١) های مساله کلͬ حالت در چنین هم نیست. معادل

معادله عنوان به باید را (٣.١) - (١.١) معادلات از ͷکدامی که شود مطرح پرسش این است ممͺن

با قطعͬ غیر ͬͺدینامی سیستم ͷی معمولا حقیقت، در گرفت؟ نظر در متناظر فازی خطͬ دیفرانسیل

معادله سه چͽونه که این به توجه با این بنابر مͬ�شود. حاصل سیستم دیفرانسیل معادلات کردن فازی

ͷی این که مͬ�آید دست به متفاوت نتیجه سه کنیم فازی را آن�ها چͽونه سپس و بنویسیم را قطعͬ

نه و کند منعکس را حقیقͬ رفتار باید جواب رفتار یعنͬ است مدل ͷی نیاز ترین اصلͬ با تناقض

از فازی مدل�های (٣.١) - (١.١) معادلات بنابراین دهد. ارایه را معادله ͷی از ویژه فرم ͷی اینکه

ͬͺی غیرقطعͬ ͬͺدینامی سیستم حقیقͬ رفتار به توجه با و هستند معادل معمولͬ دیفرانسیل معادلات

از غنͬ�تر بسیار فازی دیفرانسیل معادلات نظریه بنابراین مͬ�شود. انتخاب معادلات این جواب�های از

قبل است. مطلب این دهنده نشان مͬ�آوریم ادامه در که ٢.۶.١ مثال است. معمولͬ دیفرانسیل معادلات

مͬ�کنیم. ارایه فازی دیفرانسیل معادلات برای را ثابت�ها تغییر روش زیر، قضیه بیان با مثال� این بیان از

کنید فرض [١] .١.۶.١ قضیه

y١(x) = e
∫ x
x٠ a(t)dt(y٠ ⊕

∫ x

x٠

b(t)⊙ e−
∫ t
x٠ a(u)dudt) (۴.١)

و

y٢(x) = e
∫ x
x٠ a(t)dt(y٠ ⊖

∫ x

x٠

(−b(t))⊙ e−
∫ t
x٠ a(u)dudt) (۵.١)

٩



تفاضل -H این�که شرط به

y٠ ⊖
∫ x

x٠

(−b(t))⊙ e−
∫ t
x٠ a(u)dudt

صورت: این در باشد، موجود

برای جواب ͷی و است مشتق�پذیر (١) ، y١ باشد، a(x) > ٠ ،x ∈ (x٠, x١) برای اگر (١)

است. (x٠, x١) بازه در (١.١) مساله

y٠ ⊖
∫ x

x٠
(−b(t)) ⊙ e−

∫ t
x٠ a(u)dudt تفاضل -H و a(x) < ٠ ،x ∈ (x٠, x١) برای اگر (٢)

بازه در (١.١) مساله برای جواب ͷی و است مشتق�پذیر (٢) ،y٢ آن�گاه باشد، موجود

است. x ∈ (x٠, x١)

y١ آن�گاه کند، H٢صدق H١یا شرط در ترتیب به y١ و a(x) < ٠ ،x ∈ (x٠, x١) برای اگر (٣)

است. (٣.١) و (٢.١) مساله برای جواب ͷی ترتیب به

y٠ ⊖
∫ x

x٠
(−b(t)) ⊙ e−

∫ t
x٠ a(u)dudt تفاضل -H و a(x) > ٠ ،x ∈ (x٠, x١) برای اگر (۴)

به y٢ آن�گاه کند، H٢صدق H١یا شرط در ترتیب به y٢ ،x ∈ (x٠, x١) برای و باشد موجود

است. (٢.١) یا (٣.١) مساله برای جواب ͷی ترتیب

کنید. ملاحظه را [١] مرجع اثبات.

بͽیرید نظر در را زیر فازی اولیه مقدار مساله .٢.۶.١ y′(x)مثال = (−١)⊙ y(x)⊕ x

y(٠) = (١,٢,٣)
(۶.١)

١.۶.١ قضیه طبق دارد وجود x ∈ (x٠,∞) هر برای y٠ ⊖
∫ x

x٠
(−t).etdt تفاضل H چون

y٢(x) = e−x((١,٢,٣)⊖
∫ x

٠
(−t).etdt) = (x− ١̃.(١ + (٢e−x,٣e−x,۴e−x)

است. شده داده نمایش (١-١) شͺل در جواب این .١̃ = χ{١} که

مͬ�دهد نتیجه که D(y٢(x), (x− ١̃.(١) ≤ ۴e−x حالت این در

lim
x→∞

D(y٢(x), (x− ١̃.(١) = ٠

مͬ�رود. بین از سیستم قطعیت عدم مجانبی، طور به که است ای گونه به سیستم رفتار

١٠



مساله(١.۶) جواب نمودار :١-١ شͺل

خواصآن برخͬ انقباضو نگاشت ١-٧

نگاشت صورت این در باشد. کامل ͷمتری فضای ͷی X کنیم فرض [٢] .١.٧.١ تعریف

که باشد داشته وجود ،٠ ≤ c < ١ ،c ثابت اگر است انقباض نگاشت ͷی A : X → X

x, y ∈ X هر برای

d(A(x),A(y)) ≤ cd(x, y).

شده تعریف f : X → X نگاشت و باشد مجموعه ͷی X کنیم فرض [٢] .٢.٧.١ تعریف

f ثابت نقطه را x گاه آن f(x) = x باشیم داشته x ∈ X برای اگر صورت این در باشد

گوییم.

و باشد تهͬ غیر کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) اگر باناخ) ثابت نقطه (قضیه .٣.٧.١ قضیه

دارد. فرد به منحصر ثابت نقطه ͷی f گاه آن باشد انقباض نگاشت ͷی f : X → X

ببینید. را [٢] مرجع اثبات.

١١


