
 



 

 

 

 

 

  يبهائ دانشگاه شيخ

  دانشكده علوم رياضي و كامپيوتر

   كارشناسي ارشد رشته رياضي كاربردي نامه پايان

  بامعادلات ديفرانسيل عددي حل  يعملياتي موجك برا يك روش

  كسري ييمشتقات جز 

  پژوهشگر

  زاده ماتك منير عباس

  استاد راهنما

 دكتر علي داوري دولت آبادي

  1390 مهر




	�� و ����
	�� و ����
	�� و ����
	�� و ����        
�� ����ز � ر�� �����، ������ ����ز � ر�� �����، ������ ����ز � ر�� �����، ������ ����ز � ر�� �����، ����    ���Aان �Aان �Aان �Aان     ?<�=� > ;:ا 9 7�8 ر456 ��?<�=� > ;:ا 9 7�8 ر456 ��?<�=� > ;:ا 9 7�8 ر456 ��?<�=� > ;:ا 9 7�8 ر456 ��    �0123، /.�ا -,�ت، *()� '�اط را "$�س و "!� � ���0123، /.�ا -,�ت، *()� '�اط را "$�س و "!� � ���0123، /.�ا -,�ت، *()� '�اط را "$�س و "!� � ���0123، /.�ا -,�ت، *()� '�اط را "$�س و "!� � 

�ف KCLMNت �IJی�" " " " ا�FGن ا�FGن ا�FGن ا�FGن " " " "             CDدCDدCDدCDدPی�اIJ� تKCLMN ف�Pی�اIJ� تKCLMN ف�Pی�اIJ� تKCLMN ف�Pا....        
 R8�$" و �Sردا�T لV WXY R8�$" و �Sردا�T لV WXY R8�$" و �Sردا�T لV WXY R8�$" و �Sردا�T لV WXY Z Z Z Z�[�.\]^ و �n=� را n=� را n=� را n=� را     4klmCb4klmCb4klmCb4klmCbام Cjدi و ام Cjدi و ام Cjدi و ام Cjدi و     ارh را از �gر و de 9�fم دارم > �Cbز�aران `_� و ^[\.�]�ارh را از �gر و de 9�fم دارم > �Cbز�aران `_� و ^[\.�]�ارh را از �gر و de 9�fم دارم > �Cbز�aران `_� و ^[\.�]�ارh را از �gر و de 9�fم دارم > �Cbز�aران `_

        ....ا �tن �qrsا �tن �qrsا �tن �qrsا �tن �qrs    ز6<�ت ز6<�ت ز6<�ت ز6<�ت     Co�pنCo�pنCo�pنCo�pن
� �[�,uاو �vر �wxد hK� ب��z رم�	و ���� را از ا"!�د |�ا} ��	
� ر�v اوu,�]� ������� ;:ا~{ wxد hK� ب��z رم�	و ���� را از ا"!�د |�ا} ��	
� ر�v اوu,�]� ������� ;:ا~{ wxد hK� ب��z رم�	و ���� را از ا"!�د |�ا} ��	
� ر�v اوu,�]� ������� ;:ا~{ wxد hK� ب��z رم�	و ���� را از ا"!�د |�ا} ��	
��    ������ ;:ا~{  h���� h���� h���� h����� hn� ��� hn� ��� hn� hn ����     �ورم > ز3\���ورم > ز3\���ورم > ز3\���ورم > ز3\��    

ن ن ن ن hn د�وز ا hn�t د�وز ا hn�t د�وز ا hn�t د�وز ا hn�t ا;:وزم را ;:�Cن  ��شhn ا;:وزم را ;:�Cن  ��شhn ا;:وزم را ;:�Cن  ��شhn ا;:وزم را ;:�Cن  ��شو 4klmCbو 4klmCbو 4klmCbو 4klmCb    /��"�� را �ا=� IJا�� ?�Cد�� � 9 ا�� *(�� ادا� ����� د��/��"�� را �ا=� IJا�� ?�Cد�� � 9 ا�� *(�� ادا� ����� د��/��"�� را �ا=� IJا�� ?�Cد�� � 9 ا�� *(�� ادا� ����� د��/��"�� را �ا=� IJا�� ?�Cد�� � 9 ا�� *(�� ادا� ����� د��
��������        ....دا��دا��دا��دا��

��� �§� داور�M£ ¤¥¦ h¢: ز6<�¡� >  �,���، ���� wxد hK� ب��z �=�>¨©از ا"!�د را ��������� �§� داور�M£ ¤¥¦ h¢: ز6<�¡� >  �,���، ���� wxد hK� ب��z �=�>¨©از ا"!�د را ��������� �§� داور�M£ ¤¥¦ h¢: ز6<�¡� >  �,���، ���� wxد hK� ب��z �=�>¨©از ا"!�د را ��������� �§� داور�M£ ¤¥¦ h¢: ز6<�¡� >  �,���، ���� wxد hK� ب��z �=�>¨©از ا"!�د را ������     �=�>? �=�>? �=�>? �=�>?....        

� »h�0 ��رh > ز456 داورh ا�� �ªی�ن    ������������������������wxو د �دا¬] �§� �wxی�ن دK� م�wN �,~�8ی�ناز ا�ª ا�� hز456 داور < hر�� h�0« �wxو د �دا¬] �§� �wxی�ن دK� م�wN �,~�8ی�ناز ا�ª ا�� hز456 داور < hر�� h�0« �wxو د �دا¬] �§� �wxی�ن دK� م�wN �,~�8ی�ناز ا�ª ا�� hز456 داور < hر�� h�0« �wxو د �دا¬] �§� �wxی�ن دK� م�wN �,~�8از ا     i�0® � را �¬ i�0® � را �¬ i�0® � را �¬ i�0® � را �¬
 R8�$" ن وC¯°± ،²�| R8�$" ن وC¯°± ،²�| R8�$" ن وC¯°± ،²�| R8�$" ن وC¯°± ،²�| Z Z Z Zارمارمارمارم....        

��    ،،،،    ام داد��ام داد��ام داد��ام داد��    ~,� و دو"!�S� > 9 ا�� دورi از ����� ی�رh ~,� و دو"!�S� > 9 ا�� دورi از ����� ی�رh ~,� و دو"!�S� > 9 ا�� دورi از ����� ی�رh ~,� و دو"!�S� > 9 ا�� دورi از ����� ی�رµ�0¶ 9 h´ از ��³ اµ�0¶ 9�8´ از ��³ اµ�0¶ 9�8´ از ��³ اµ�0¶ 9�8´ از ��³ ا�8 ������ ������ ������ ����    �=�>?�=�>?�=�>?�=�>?....    
 

 

 

 

 ب



  

 � �=�	
  

   ��³ ��¢:م و  ��³ ی�ورم��³ ·�ورم،                                   

                                                                                                       de 9�f ر و�gم  

  ،رمدا  ¼ « ، ¹�º 7�8 9 ¸ورد�aر >                                                                                                                                                                                             

 .از �¶�0½4                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        

 

    
  

  

  

 ج



 د 

 

  

  چكيده

  كه شامل  ييديفرانسيل با مشتقات جز تمعادلا .حساب كسري، گسترشي از مشتق و انتگرال مرتبه صحيح است

 تعداد محدودي راه حل تحليلي اما  .كاربردهاي زيادي در علوم و مهندسي دارند، هاي حساب كسري باشدعملگر

 نامهپاياندر اين . پيچيده و دشوار استبسيار حل اين معادلات نيز روشهاي عددي  و وجود داردبراي اين معادلات 

از طريق ماتريس عملياتي  توابع بلوك پالس عملياتي ماتريسهار به كمك ماتريس عملياتي موجك روش ساختن 

براي حل  عددي يروش موجك هار استفاده از ماتريس عملياتيبا سپس . گيردمورد بررسي قرار مي انتگرال

با  روش اين در .شودمي هيارا دارند، كسري رتبهكه م ييجز با مشتقات ديفرانسيل تمعادلاو  ديفرانسيل تمعادلا

ف نوع لياپونواي از معادلهيا  و معادلات جبريمعادلات ديفرانسيل را به  ،موجك هارماتريس عملياتي استفاده از 

 مساله دقيقبه جواب آيد دست ميبهاز اين طريق بلكه جوابي كه شوند حل مي كه نه تنها به راحتي كنيمتبديل مي

  .است بسيار نزديك

  :ها كليد واژه

 ) Operational matrix(  ماتريس عملياتي .1

 ) ( Fractional partial differential equations كسري ييمعادلات ديفرانسيل با مشتقات جز .2

 ) Haar wavelets(  هاي هار موجك .3

 )  Lyapunov equation(ف نوامعادله لياپ .4
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  گفتارپيش

مشتق و انتگرال مرتبه  .است قرار گرفتهبسياري از رياضيدانان زمينه مطالعات  در سالهاي اخيرحساب كسري، 

هاي فراواني در فيزيك و مكانيك، از جمله فيزيك پلاسما، مكانيك كوانتومي و ديناميك آشفتگي پيدا دكسري كاربر

ادي در د، كاربردهاي زينمشتقات جزيي كه شامل عملگرهاي كسري باشمعادلات ديفرانسيل با همچنين  .اند كرده

جود دارند اغلب پيچيده و دشوار روشهاي تحليلي كه براي حل اين معادلات و حال با اين. دنعلوم مهندسي دار

پدلوبني از روش تبديل لاپلاس، . اند حل عددي اين معادلات پيشنهاد شدههاي محدودي نيز براي  الگوريتم. هستند

معادلات ديفرانسيل با مرتبه كسري و معادلات ديفرانسيل با مشتقات  ليوويل براي حل - فرمول ريماناز با استفاده 

مرشرت و تادجران به كمك روش تفاضلات  .]36[ استفاده نموده است ،ب ثابتي دارندجزيي مرتبه كسري كه ضراي

  به كمكجوماريه نيز . ]28[ اند هعادلات ديفرانسيل با مشتقات مرتبه كسري ارايه نمودبراي م حلي متناهي راه

بيومرا از عملگر ترتيبي براي حل . ]20, 19[ دست آوردايجي را بهليوويل نت - سريهاي تيلور كسري و تعريف ريمان

حال روشهاي فوق اغلب تقريبي از دو  با اين .]7[ ه استاستفاده نمود ،معادلاتي كه مشتقات آنها مرتبه كسري دارند

اند و براي حل  اين روشها پيچيده. ]36 ,35[ندستليوويل ه - ريمان لتنيكوف و  -تعريف مشتقات جزيي گرونوالد 

 كه پذيرد انجام مي امروزه مطالعات زيادي براي گسترش روشهاي جبري. معادلات بايد زمان زيادي صرف شود

براي حل آنها ارايه  هاي مناسبيدهد، تا الگوريتم ميرا مورد تجزيه و تحليل قرار  معادلات با مشتقات مرتبه كسري
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اين روشهاي عملياتي براساس توابع والش . اند و توابع متعامد بنا شده هااي چندجمله بيشتر اين تلاشها بر پايه .گردد

، ]32[ايهاي چبيشف  ، چندجمله]43[ايهاي لژاندر  ، چندجمله]7[ايهاي لاگر  ، چندجمله]14[، توابع بلوك پالس ]11[

در ادامه تحقيقات فوريه مربوط  ها موجك. انجام شده است ]12[، و موجك هار ]33[، سري فوريه ]30[سري تيلور 

. به سيگنالها كه به طور همزمان قادر به نگهداري اطلاعات مربوط به زمان و فركانس نبودند وارد عرصه علم شدند

 ترين آنها موجك هار اولين وساده. هستند... و  لژاندر، چبيشف، هرميتهار، دي از جمله داراي انواع متعدها  موجك

  .ستا

  ايجاد ماتريس عملياتي براي تبديل معادلات ديفرانسيل با مشتقات مرتبه كسري به  ،مشخصه اصلي روشهاي عملياتي

هاي عملياتي از ماتريس عملياتي  ساختن اين ماتريس براي .يك معادله جبري يا معادلاتي از نوع لياپانوف است

  .دگرد توابع بلوك پالس استفاده مي

 در فصل .شود ورد نياز پرداخته ميبه بيان تعاريف و قضاياي م 1 در فصل. فصل تنظيم شده است 7نامه در  اين پايان

فصول در  به حساب كسري و 3فصل  در .شود بيان ميبلوك پالس و تبديل لاپلاس  توابع گاما ؛مورد مطالبي در  2

مثالهايي  نيز 7 فصل .شوند بيان مي هاي عملياتيماتريس 6در فصل  .شود ري فوريه و موجك پرداخته ميسبه  5و  4

 . گيردرا در بر مي به كمك ماتريس عملياتي موجك هار حل عددي معادلات ديفرانسيل مرتبه كسرياز 



 

 

  

  

  

  

  

  1فصل 

  تعاريف و قضاياي اوليه

  

  .در اين فصل تعاريف و قضايايي بيان شده است كه در فصول بعد مورد نياز است

  فضاي برداري 1 - 1

  :يك فضاي برداري متشكل است از 1 -1 - 1 تعريف

  از اسكالرها؛ Fيك ميدان ) 1

  از اشيايي به نام بردار؛ V يك مجموعه ) 2

1بردار V از  2vو  1vيك عمل به نام جمع برداري كه به هر جفت بردار ) 3 2v v+  )1جمع  حاصلv 2وv (  

  :سازد، با اين شرط كهرا وابسته مي Vدر 
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1 خاصيت جابجايي     ) الف 2 2 1v v v v+ = +
 

پذيري     خاصيت شركت) ب
   1 2 3 1 2 3( ) ( )v v v v v v+ + = + +  

V ،0vدر vموجود است كه به ازاي هر Vبردار يكتاي صفر در) پ v+ =  

)موجود است كه Vدر −vبردار يكتاي Vدر vبه ازاي هر بردار) ت ) 0v v+ − =  

 حاصل ضرب(  cv، بردار Fاز  c و هر اسكالر Vاز  vيك عمل به نام ضرب اسكالر كه براي هر بردار ) 4

c  وv  ( درV سازد، با اين شرط كهرا وابسته مي:  

V ،1vدر  vبه ازاي هر ) الف v=؛  

1) ب 2 1 2( )c v v cv cv+ =   ؛ +

1)پ 2 1 2( ) ( )c c v c c v=؛  

1)ت 2 1 2( )c c v c v c v+ =   ؛+

كه خود با اعمال  Vاز  Wباشد، هر زيرمجموعه Fيك فضاي برداري بر روي ميدان  Vاگر 2 -1 -1تعريف 

  .شودباشد، يك زيرفضاي برداري ناميده مي Fيك فضاي برداري روي  Vجمع برداري و ضرب اسكالري روي 

وابسته خطي ناميده       V از Sباشد، زيرمجموعه  Fيك فضاي برداري بر روي ميدان  Vاگر  3 -1 - 1تعريف 

nc,...,1اسكالرهاي  شود، هرگاهمي c  درF  1كه همگي صفر نيستند و بردارهاي متمايز,...,nv v  درS  يافت

  طوريكهشوند به

1 1 2 2 ... 0.n nc v c v c v+ + + =  

  .شودهر مجموعه كه وابسته خطي نباشد مستقل خطي ناميده مي

اي مستقل خطي از مجموعه V باشد، يك پايه براي Fيك فضاي برداري بر روي ميدان Vاگر 4 -1 - 1تعريف 

  .آوردرا پديد مي Vاست كه فضاي Vبردارهاي
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  .را با بعد متناهي گوييم هرگاه يك پايه متناهي داشته باشد Vفضاي

  برداري نرم 2 - 1

nيك بردار در xفرض كنيد  1 - 2 -1 تعريف
ℝ نرم. باشدx كه با نمادx شود يك تابع حقيقي نمايش داده مي

nو پيوسته روي
ℝ است، اگر در خواص زير صدق كند:  

1 (
 

0 , 0 0x x x≥ = ⇔ =  

2 (
 

;x xα α α= ∀ ∈ℝ
 

  

3 (
 

; , nx y x y x y+ ≤ + ∀ ∈ℝ  

  :هاي معروفچند مثال از نرم

1)             نرم يك يا نرم مجموع (  21
... nx x x x= + + +  

2)                نرم دو يا نرم اقليدسي (  2 2
1 22

... nx x x x= + + +  

)                        نهايت نرم ماكزيمم يا نرم بي( 
1
max i

i n
x x

∞ ≤ ≤
=  

  ضرب داخلي 3 - 1

)1اگر  1 -3 -1 تعريف ,..., )nZ z z= 1و( ,..., )nW w w= دو بردار درn
ℂ  باشند، ضرب داخلي آنها به

  :شودصورت زير تعريف مي

1

, .
n

i i
i

Z W z w
=

〈 〉 =∑  

]بر بازه gو fفرض كنيد توابع مختلط 2 -3 -1 تعريف ],a b حقيقي تعريف شده باشند و تابعw بر بازه( ),a b 

  :برابر است باw نسبت به تابع وزن gو fضرب داخلي. تعريف شده و مثبت باشد
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, ( ) ( ) ( ) .
b

a
f g w x f x g x dx〈 〉 = ∫  

  فضاي ضرب داخلي 1 - 3 -1

  يك تابع) حقيقي يا مختلط (  Vضرب داخلي روي فضاي برداري 3 - 3 - 1تعريف 

ℂ يا, :V V〈 ⋅ ⋅〉 × →ℝ  

  :كنداست كه در خواص زير صدق مي

,مثبت بودن                                     ) 1 0; , 0v v v V v〈 〉 > ∀ ∈ ≠  

,تقارن مزدوج                              ) 2 , ; ,v w w v v w V〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈  

,يا ℂ                  همگن بودن) 3 , ; , ,v w v w v w Vλ λ λ〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ ∈ℝ  

,               جمع پذيري      ) 4 , , ; , ,u v w u w v w u v w V〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 ∀ ∈  

گاهي  Vبراي تاكيد بر فضاي برداري. شوديك فضاي برداري با يك ضرب داخلي، فضاي ضرب داخلي ناميده مي

,را با نماد  Vضرب داخلي روي V〈 ⋅   .دهندنمايش مي 〈⋅

  :كنند؛ يعنيخواص دو و چهار بر دو خطي بودن دلالت مي

, , , ; , ,u v w u v u w u v w V〈 + 〉 =〈 〉 + 〈 〉 ∀ ∈  

  دوم با يك مزدوج خارج شود،كنند كه اسكالر مولفه همچنين خواص دو و سه نيز ايجاب مي

, , , , ; ,v cw cw v c w v c v w v w V〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈  

  :شوديك فضاي ضرب داخلي باشد، نرم در اين فضا به صورت زير تعريف مي Hفرض كنيد 4 - 3 - 1 تعريف

1
2( , ) ;v v v v H= 〈 〉 ∀ ∈  
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 ℝدر cو اسكالر Vدر wو uيك فضاي ضرب داخلي باشد، آنگاه به ازاي هر دو بردار Vاگر 1 - 3 -1 قضيه

  :داريم ℂيا

;0مثبت بودن              ) 1 0u u> ∀ ≠  

همگن بودن                 ) 2
 

c u c u=  

uنامساوي مثلثي      ) 3 w u w+ ≤ +  

  . مضربي نامنفي از ديگري باشند wيا uتساوي فقط و فقط زماني برقرار است كه

u,        1زشوارت –كوشي نامساوي ) 4 w u w〈 〉 ≤  

  .مستقل خطي باشند w و uتساوي فقط و فقط زماني برقرار است كه 

  . ]2: [اثبات

فضاي 2 - 3 -1
2L و  

2
ℓ  

])2فضاي 5 - 3 - 1تعريف  , ])L a bپذير روي، مجموعه همه توابع مربع انتگرالa t b≤   به عبارتي. است ≥

[ ]{ }22([ , ]) : , ( ) ; ( ) .
b

a
L a b f a b f t dt= → < ∞∫ℝ ℂ  

0aبه عنوان مثال، اگر. از بعد نامتناهي است 2Lفضاي  1bو = به ...و t ،2t، 1 مجموعه توابع =

2([0,1])L اما تابع. تعلق دارند
1

( )f t
t

تعلق ندارد، زيرا L([0,1])2به =
2

1

0

1
dt

t
  = ∞ 
 ∫  .  

])2ضرب داخلي روي 6 - 3 - 1تعريف  , ])L a b  شودميبه صورت زير تعريف:  

2

2, ( ) ( ) ; ,
b

L a
f g f t g t dt f g L〈 〉 = ∀ ∈∫  

  
Cauchy- Schwartz- 1  
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2فضاي 7 - 3 - 1تعريف 
ℓ 1هايمجموعه همه دنباله 0 1..., , , ,...X x x x−= 2است كه

n
n

x
∞

=−∞

< ∞∑ .  

2ضرب داخلي روي 8 -3 -1تعريف 
ℓ  1براي دو دنباله 0 1..., , , ,...X x x x−= 1و 0 1..., , , ,...Y y y y−= 

,به صورت  n n
n

X Y x y
∞

=−∞

〈 〉 =   .شودتعريف مي∑

  تعامد 3 - 3 -1

  :صورتدر اين. يك فضاي ضرب داخلي باشد Vفرض كنيد  9 - 3 - 1تعريف 

,ند، هرگاه متعامد yو xبردارهاي )1 0x y〈 〉 =   

  .عمود باشد 2Vبر هر يك از بردارهاي 1Vند، اگر هر بردار درمتعامد 2Vو 1Vدو زيرفضاي) 2

ie،1,2,...,iگردايه بردارهاي) 3 N=اند، هرگاه هر، متعامد يكهie ،1داراي طول واحد باشد؛ يعنيie و  =

1
,

0i j

i j
e e

i j

=
〈 〉 =  ≠

.  

  .انداست كه متعامد يكه V، يك پايه از بردارهايVيك پايه متعامد يكه يا يك دستگاه متعامد يكه براي) 4

)بر بازه wرا نسبت به تابع وزن gو f دو تابع 10 - 3 - 1تعريف  , )a b متعامد گويند، هرگاه: , 0f g〈 〉 =.  

aهرگاه :حالت خاص x b< < ،( ) 1w x ,و = 0f g〈 〉 متعامد ساده  نسبت به هم gو f دو تابع باشد،=

  .شودناميده مي

}دنباله توابع 11 -3 -1تعريف   } 1n n
f

∞

=
  :نامند، هرگاهيا يك مجموعه از توابع متعامد ميمتعامد را دنباله توابع  

0
, , 0,1,2,...

0
n

n m

d n m
f f n m

n m

> =
〈 〉 = = ≠

  

1ndو آن را متعامد يكه نامند، هرگاه  n...,0,1,2، براي = =.  
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  تصاوير متعامد 4 - 3 -1

vبراي هر بردار . باشد Vزير فضايي با بعد متناهي از فضاي ضرب داخلي  0Vفرض كنيد  12 - 3 -1تعريف  V∈ ،

0، بردار يكتاي 0Vبر روي  vتصوير متعامد  0v V∈ ترين بردار به است كه نزديكv باشد؛ يعنيمي:  

00 min .w Vv v v w∈− = −  

 vاگر. باشد Vيك زيرفضاي با بعد متناهي از  0Vيك فضاي ضرب داخلي باشد و  Vفرض كنيد 2 - 3 - 1قضيه 

  :،داراي ويژگي زير است 0vباشد، آنگاه تصوير متعامد آن، يعني 0Vعضو دلخواهي از

0v v− 0بر هر بردار درV عمود است.  

  . ]1: [اثبات

 بعدي با پايه متعامد يكه -Nيك زيرفضاي  0Vيك فضاي ضرب داخلي و  Vفرض كنيد 3 -3 - 1قضيه 

{ }1 2, ,..., Ne e e تصوير متعامد بردار. باشدv V∈  0بر رويV  0با
1

N

j j
j

v a e
=

j,كه  ∑= ja v e= 〈 ه   داد 〈

  .شودمي

  ] .1[ :اثبات

0Vكه با  0Vمتمم متعامد . باشد Vيك زيرفضا از فضاي ضرب داخلي 0V كنيد فرض 13 - 3 - 1تعريف  نمايش  ⊥

  :يعني. عمودند 0Vاست كه بر Vشود، مجموعه همه بردارهايمي داده

{ }0 0: , 0,V v V v w w V⊥ = ∈ 〈 〉 = ∀ ∈  

vهر بردار. باشد Vزيرفضايي با بعد متناهي از فضاي ضرب داخلي 0Vكنيد فرض 4 -3 -1قضيه  V∈        را

0توان به طور يكتا به صورتمي 1v v v= 0نوشت كه + 0v V∈ 1و 0v V   :است؛ يعني ∋⊥

.
 0 0V V V ⊥= ⊕  

  .] 1: [اثبات


