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ণپاسࢂචاری
وجودم ذره ذره نیست، شͺر توان بی�کرانت نعمات بر مرا وجود، بخش هستͬ ای پروردگارا!

تکبر فزونͬ برای نردبانͬ نه اندکم، دانش تا کن مدد مرا الهͬ مͬ�تپد. تو به شدن ͷنزدی و تو برای

از تجلیل برای باشد گامͬ بلͺه تجارت، برای مایه�ای دست نه و اسارت برای حلقه�ای نه غرور، و

دیͽران. و خود زندگͬ ساختن متعالͬ و تو

از مͬ�دانم لازم گشته�ام تحصیل از مقطع این اتمام به موفق بزرگ پروردگار لطف به که اکنون

نمایم. تشͺر نموده�اند، راهنمایی مرا مسیر این در که کسانͬ

و فرزانه استاد خدمت به را خود قلبی عمیق قدردانͬ و سپاس مراتب مͬ�دانم واجب خود بر

چشمه از پایان�نامه ارائه و تحصیل دوران طول در که نیرومند پیمان دکتر آقای جناب گرانقدرم

نمایم. ابراز گشته�ام مند بهره خویش محدود ظرفیت قدر به والایشان اخلاق و دانش جوشان

کمال داشتند عهده بر را پایان�نامه این مشاوره که پرویزی محسن آقای جناب ارجمندم استاد از

دارم. را تشͺر

در که بصیری عبدالعلͬ دکتر آقای جناب و فرامرزی اسداله دکتر آقای جناب بزرگوار اساتید از

مͬ�نمایم. قدرنمایی داشتند عهده بر را پایان�نامه مطالعه زحمت داور مقام

را قدردانͬ و تشͺر کمال داشتم را شاگردیشان افتخار مدت این طول در که اساتیدی تمامͬ از

دارم.

سپاسͽزارم. مͬ�دانم، آن�ها دیروز زحمات مدیون را امروزم سربلندی که عزیزم خانواده زحمات از

نگذاشتند تنها سختͬ�ها در مرا که مͬ�کنم مهربانم دوستان تقدیم را خود تشͺر و سپاس نهایت در

بودند. کنارم در همواره و

محمدپور افسانه

٨٩ ماه شهریور



چͺیده

متناهی p−گروه�های شور ضربگر ساختار

وسیله�ی: به

محمدپور افسانه

کرد ثابت ١٩۵۶ سال در گرین٢ آ. جͬ. شد. بیان ١٩٠۴ سال در شور١ ع. توسط بار اولین G M(G)گروه شور ضربͽر

. | M(G) |≤ p
١
٢n(n−١) داریم pn مرتبه از متناهͬ p−گروه برای که

. | M(G) || G′ |≤ p
١
٢n(n−١) که کرد ثابت وی حقیقت در بخشید، بهبود را کران این ١٩٧٢ سال در جونز٣ ار. ام.

. | M(G) |= p
١
٢n(n−١)−t(G) داشت خواهیم t(G) ≥ ٠ ازای به بنابراین

است. مشخصشده کاملا́ t(G) = ٠,١,٢,٣,۴ که وقتͬ G متناهͬ p−گروه�های ساختار پایان�نامه این در

شور. ضربͽر متناهͬ، p−گروه�های کلیدی: واژه�های

١I. Schur
٢J. A. Green
٣M. R. Jones

د



فهرستمطالب

ه� مطالب فهرست

٣ نیازها پیش ١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمادگزاری�ها برخͬ معرفͬ ١-١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ p−گروه�های ١-٢

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شور ضربͽر مفهوم با آشنایی ١-٣

١۵ t(G) = ٠,١,٢,٣ شرط با متناهͬ p−گروه�های تمام رده�بندی ٢

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ p−گروه�های رده�بندی ٢-١

٣٧ t(G) = ۴ شرط با متناهͬ p−گروه�های برخͬ رده�بندی ٣

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمات ٣-١

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلͬ قضیه ٣-٢

۵١ t(G) = ۴ شرط با غیرآبلͬ متناهͬ p−گروه�های تمام رده�بندی ۴

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلͬ قضایای ١-۴

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ٢-۴

۵٩ مراجع

۶١ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

۶٣ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

ه�



پیشگفتار

ضرایب با گروه�ها ۴ کوهمولوژی دومین گروه�ها تصویری نمایش روی مطالعه حال در ،١٩٠۴ سال در شور ع.

گرفت. نظر در آن برای M(G)را نماد و نامید شور۵ ضربͽر را C∗ در

با شور ضربͽر هاپف۶ قضیه به توجه با G گروه برای ١ → R → F → G → ١ آزاد نمایش هر برای

ندارد. بستگͬ آزاد نمایش به شور ضربͽر حقیقت در است، یͺریخت (F ′ ∩R)/[F,R]

ریاضیدانانͬ میان، این در بنابراین نمͬ�باشد. ساده�ای کار متفاوت گروه�های برای شور ضربͽر ساختار کردن پیدا

میانکلاسp−گروه�های این در رویM(G)بدستآورند. خواصͬ گروه�ها از خاصͬ برایدسته که کرده�اند سعͬ

است. برخوردار خاصͬ اهمیت از است، آمده دست به آن روی که بسیاری نتایج خاطر به متناهͬ

ضربͽر مرتبه برای را p
١
٢n(n−١) بالای کران pn مرتبه از متناهͬ p−گروه هر ازای به ١٩۵۶ سال در گرین آ.���� جͬ.����

p−گروه�ها شور ضربͽر از بیشتری بررسͬ به مقالاتͬ طͬ جونز ار. ام. ١٩٧٣ و ٧٢ سال در بعداً کرد. ارائه شور

،pn مرتبه از p−گروه هر برای که کرد ثابت وی پرداخت.

| M(G) || G′ |≤ p
١
٢n(n−١).

. | M(G) |= p
١
٢n(n−١)−t(G) که طوری به دارد وجود t(G) مانند صحیح عدد بنابراین

قرار نویسندگان از برخͬ توجه مورد مشخصاست، آنها شور ضربͽر که متناهͬ p−گروه�های ساختار کردن پیدا

آیا بالا، رابطه به توجه با که است سوال این به پاسخ است اهمیت حائز میان این در که ای مساله است. گرفته

سوال این به پاسخ مشخصکرد؟ را pn مرتبه از متناهͬ p−گروه�های تمام ساختار معلوم t(G) ازای به مͬ�توان

p−گروه�های تمام ساختار ١٩٩١ سال در برکویچ٧ جͬ. یا.� است. شده مشخص ها t(G) از برخͬ ازای به

G اگر فقط و اگر t(G) = ٠ که کرد ثابت وی حقیقت در آورد دست به را t(G) = ٠ با pn مرتبه از متناهͬ

۴Second cohomology
۵Schur multiplier
۶Hapf
٧Ya. G. Berkovich

١



آورد. دست به را t(G) = ١,٢ که p−گروه�هایی تمام ساختار ١٩٩۴ سال در ایͺس.زو٨ باشد. مقدماتͬ آبلͬ

آن در که آورد دست به را G متناهͬ p−گروه ساختار برای کافͬ و لازم شرایط که شده سعͬ پایان�نامه این در

دو از متفاوت و کوتاهتر اثباتͬ با اما مشابه نتایج t(G) = ٠,١,٢ که حالاتͬ در .t(G) = ٠,١,٢,٣,۴

نتایج این مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد t(G) = ۴, t(G) = ٣ حالت�های ادامه در مͬ�باشد، زو و برکویچ مقاله

است. [١٧] و [١٩] و [٨] مقالات از گرفته بر ترتیب به

و قضایا بیان به است، شده مطرح نیازها پیش عنوان با که اول فصل در است، فصل ۴ شامل پایان�نامه این

نیازند. مورد بعدی فصول در که مͬ�پردازیم تعاریفͬ

به شده، مطرح t(G) = ٠,١,٢,٣ شرط با متناهͬ p−گروه�های تمام بندی رده عنوان با که دوم فصل در

. مͬ�پردازیم کرد، ارائه ١٩٩٩ سال در که [٨] الیس جͬ. مقاله بررسͬ

سالمͺار مقاله شده، بیان t(G) = ۴ شرط با متناهͬ p−گروه�های برخͬ بندی رده عنوان تحت که سوم فصل در

مͬ�دهیم. قرار بحث مورد کرد، ارائه ٢٠٠٧ سال در که را [١٩]

را t(G) = ۴ با غیرآبلͬ متناهͬ p−گروه�های تمام ساختار سالمͺار، و الیس از متفاوت روشͬ با آخر فصل در

اصلͬ قضیه در سوم فصل در که گروه�ها ساختار از حالت�هایی فصل این در حقیقت در آورد. خواهیم دست به

مͬ�باشد. کرد، ارائه ٢٠١٠ سال در که [١٧] نیرومند مقاله اساس بر فصل این مͬ�شود. تکمیل نشده، بیان

٨X. Zhou

٢



١ فصل

پیشنیازها

سه شامل فصل این مͬ�کنیم. بیان را است نیاز مورد بعدی فصل�های در که قضایایی و مفاهیم فصل این در

بخش و متناهͬ p−گروه�های عنوان با دوم بخش نمادگزاری�ها، برخͬ معرفͬ عنوان با اول بخش است، بخش

مͬ�باشد. شور ضربͽر مفهوم با آشنایی عنوان با سوم

٣



نمادگزاری�ها برخͬ معرفͬ ١-١

بعدی فصول در و مͬ�پردازیم مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که نمادهایی معرفͬ به بخش این در

کرد. خواهیم استفاده گروه�ها این نماد از صرفاً

،G/G′ قسمتͬ خارج گروه نمایش Gab

،Cpm دوری گروه از n−نسخه مستقیم١ حاصلضرب Cpm
(n)

،٨ مرتبه از وجه٢ͬ دو گروه D٨نمایش

،٨ مرتبه از چهارگان٣ گروه نمایش Q٨

p نمای با p٣ مرتبه از گروه نمایش E١

E١ =< a, b, c | ap = bp = cp = ١, [a, c] = [b, c] = ١, [a, b] = c >,

p٢ نمای با p٣ مرتبه از گروه نمایش E٢

E٢ =< a, b, c | ap٢ = bp = ١, cp = ap, [a, b] = ap, [a, c] = b, [b, c] = ١ >,

p٢ نمای با p۴ مرتبه از گروه نمایش E٣

E٣ =< a, b, c | ap٢ = bp = cp = ١, [a, c] = ap, [a, b] = [b, c] = ١ > .

متناهͬ p−گروه�های ١-٢

مͬ�پردازیم. متناهͬ p−گروه�های مورد در قضایایی و تعاریف بیان به بخش این در

یا باشد مقدماتͬ آبلͬ اگر مͬ�شود نامیده ویژه۴ بسیار p−گروه ،G متناهͬ گروه .١.٢.١ تعریف

Z(G) = G′ ∼= Cp.

هستند. ویژه بسیار گروه��های E٢ و E١ ،Q٨ ،D٨ p−گروه�های مثال عنوان به

١Direct product
٢Dihedral group
٣Quaterninon group
۴Extra special

۴



است. توان۵ پوچ متناهͬ p−گروه هر .٢.٢.١ قضیه

شود. مراجعه [١٨] از ١١٨ صفحه به اثبات.

.N ∩ Z(G) ̸= ١ آنگاه ١ ̸= N ▹ G و توان پوچ گروه ͷی G اگر .٣.٢.١ قضیه

شود. رجوع [١٨] از ١٢۴ صفحه به اثبات.

.N ≤ Z(G)صورت این در Gباشد، توان پوچ گروه از مینیمال نرمال زیرگروه ͷیN گاه هر .۴.٢.١ نتیجه

مͬ�شود. نتیجه (٣.٢.١) قضیه از اثبات.

دارند. نابدیهͬ مرکز توان پوچ گروه�های .۵.٢.١ نتیجه

مͬ�شود. نتیجه (٣.٢.١) قضیه از اثبات.

دارد. نابدیهͬ مرکز متناهͬ p−گروه هر .۶.٢.١ نتیجه

مͬ�شود. نتیجه (۵.٢.١) و (٢.٢.١) از آسانͬ به اثبات.

به و ϕ(G) نماد با G فراتین۶ͬ زیرگروه صورت این در باشد، دلخواهͬ Gگروه کنید فرض .٧.٢.١ تعریف

زیرگروه دارای G گروه اگر مͬ�شود. تعریف است، G ماکسیمال زیرگروه M که ،ϕ(G) =
∩

M صورت

.ϕ(G) = G آنگاه نباشد، ماکسیمال

صورت این در باشد، متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٨.٢.١ قضیه

.ϕ(
G

N
) ≥ ϕ(G)N

N
آنگاه N ▹ G اگر الف)

.ϕ(
G

N
) =

ϕ(G)

N
آنگاه N ≤ ϕ(G) اگر ب)

شود. مراجعه [١٨] از ١٣١ صفحه به اثبات.

گاه هر گوییم نامولد٧ را g ∈ G عنصر .٩.٢.١ تعریف

∀X; G =< X, g >=⇒ G =< X > .

است. G نامولد عناصر تمام مجموعه G فراتینͬ زیرگروه .١٠.٢.١ قضیه

شود. رجوع [١٨] از ١٣٠ صفحه به اثبات.

۵Nilpotent
۶Faratini subgroup
٧Non-generator

۵



صورت این در باشد، متناهͬ یpͷ−گروه G کنید فرض .( برنساید٨ پایه قضیه ) ١١.٢.١ قضیه

ϕ(G) = G′Gp الف)

G که است عضوی r مجموعه�ای زیر دارای G مولدهای از مجموعه هر آنگاه ،[G : ϕ(G)] = pr اگر ب)

مͬ�کند. تولید را

شود. مراجعه [١٨] از ١٣٠ صفحه به اثبات.

که داریم صورت این در باشد، متناهͬ یpͷ−گروه G کنید فرض .١٢.٢.١ لم

[G : ϕ(G)] = [Gab : ϕ(Gab)].

نوشت مͬ�توان (٨.٢.١) قضیه بنابر حال G′ ≤ ϕ(G) داریم برنساید پایه قضیه به توجه با اثبات.

ϕ(Gab) =
ϕ(G)

G′ .

که مͬ�شود نتیجه گروه�ها یͺریختͬ سوم قضیه بنابر طرفͬ از

[Gab :
ϕ(G)

G′ ] = [G : ϕ(G)].

بنابراین

[G : ϕ(G)] = [Gab : ϕ(Gab)].

زیرگروه هر اگر وفقط اگر است توان صورتGپوچ این در باشد، متناهͬ Gگروهͬ فرضکنید .١٣.٢.١ قضیه

باشد. نرمال G ماکسیمال

شود. مراجعه [١٨] از ١٢۶ صفحه به اثبات.

شود. تولید d−عنصر از کمتر با نتواند اگر مͬ�شود، نامیده d−مولد با Gگروهͬ متناهͬ گروه تعریف٢.١.١۴.

مقدماتͬ آبلͬ صورتG/ϕ(G)گروه این در باشد، d−مولد با متناهͬ Gیpͷ−گروه فرضکنید .١۵.٢.١ لم

است. pd مرتبه از

آنگاه باشد، G ماکسیمال Mزیرگروه اگر اثبات.

[G : M ] = p

٨Burnside

۶



از استفاده با لذا است توان پوچ G گروه (٢.٢.١) قضیه بنابر است، متناهͬ p−گروه ͷی G که آنجایی از و

مͬ�باشد G/Mآبلͬ گروه پس [G : M ] = p که آنجایی از .M ▹G که گرفت نتیجه مͬ�توان (١٣.٢.١) قضیه

که آنجایی از حال . | G/M |= p لذا xp ∈ M داریم M در x هر برای طرفͬ از و G′ ⊆ M نتیجه در و

xp ∈ ϕ(G) که مͬ�دهد نتیجه G در x هر برای است، برقرار G از M ماکسیمال زیرگروه هر برای روابط این

مͬ�دهیم قرار است. مقدماتͬ آبلͬ G/ϕ(G) بنابراین G′ ⊆ ϕ(G) و

[G : ϕ(G)] = pr

پس است مقدماتͬ آبلͬ G/ϕ(G) چون

r = d(G/ϕ(G)).

از مولدی مجموعه X اگر دیͽر، طرف از .d ≥ r بنابراین دارد عضو d شامل مولدی مجموعه G فرض بنابر

و ϕ(G)

g١ϕ(G), · · · , grϕ(G).

آنگاه باشد، G/ϕ(G) از مولدی مجموعه

X ∪ {g١, · · · , gr}.

بنابراین شوند، حذف G مولد مجموعه هر از مͬ�توانند ϕ(G) اعضای همه اما است. G از مولدی مجموعه

G =< g١, · · · , gr > .

نتیجه در d ≤ r بنابراین

[G : ϕ(G)] = pd.

G مولدهای تعداد با Gab مولدهای تعداد صورت این در باشد، p−گروه ͷی G کنید فرض .١۶.٢.١ قضیه

است. برابر

باید صورت این در باشد Gab گروه مولد�های تعداد d٢ و G گروه مولد���های تعداد d١ مͬ�کنیم فرض اثبات.

Gab مولدهای تعداد چون .d١ ≤ d٢ که کنیم ثابت است کافͬ .d٢ ≤ d١ که مͬ�دانیم .d١ = d٢ کنیم ثابت

نوشت مͬ�توان (١۵.٢.١) لم به توجه با است d٢ برابر

[Gab : ϕ(Gab)] = pd٢ .

مͬ�شود نتیجه (١٢.٢.١) لم بنابر طرفͬ از و

[G : ϕ(G)] = pd٢ .

است. کامل اثبات لذا d١ ≤ d٢ که داریم برنساید پایه قضیه از استفاده با پس

٧



دوری Gنیز آنگاه باشد، Gabدوری اگر صورت این در باشد، متناهͬ Gیpͷ−گروه فرضکنید .١٧.٢.١ لم

است.

که طوری به دارد وجود g ∈ G عنصر صورت دراین باشد، دوری Gab مͬ�کنیم فرض اثبات.

Gab =< gG′ > .

نوشت مͬ�توان بنابراین

G =< G′, g > .

که داریم برنساید پایه قضیه بنابر طرفͬ از

G′ ≤ ϕ(G).

مͬ�کند. کامل را اثبات این و G =< g داشت< خواهیم (١٠.٢.١) قضیه به توجه با و

مرکزی٩ حاصلضرب G باشند، G نرمال زیرگروه�های {Gi}ni=١ و گروه ͷی G کنید فرض .١٨.٢.١ تعریف

اگر مͬ�شود نامیده {Gi}

،G = G١ · · ·Gn الف)

،[Gi, Gj ] = ١ ،i ̸= j هر ازای به ب)

.Gi ∩
∏
i ̸=j

Gj ⊆ Z(G) ،i هر ازای به ج)

،pn−١ مرتبه از مقدماتͬ Gabآبلͬ که طوری به باشد pn مرتبه از متناهͬ Gیpͷ−گروه فرضکنید .١٩.٢.١ لم

.H∩Z(G) = G′ که طوری به Z(G)است، Hو ویژه بسیار مرکزیp−گروه صورتGحاصلضرب این در

شود. مراجعه [١۴] به اثبات.

٩Central product

٨



شور ضربͽر مفهوم با آشنایی ١-٣

مͬ�پردازیم. شور ضربͽر مورد در مقدماتͬ قضایای و مفاهیم بیان به بخش این در

است. آزاد گروه ͷی همریخت تصویر دلخواه گروه هر .١.٣.١ قضیه

شود. مراجعه [١٢] از ۶۶ صفحه به اثبات.

خارج گروه صورت این در Gباشد، ∼= F/R آزاد نمایش دارای و دلخواه Gگروهͬ فرضکنیم .٢.٣.١ قضیه

مͬ�شود. داده M(G)نمایش با و مͬ�شود، نامیده G شور ضربͽر (F ′ ∩R)/[F,R] قسمتͬ

شود. مراجعه [١٣] از ۵٠ صفحه به اثبات.

صورت این در باشند، دلخواه گروه دو B و A کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه

M(A×B) ∼= M(A)⊕M(B)⊕ (Aab ⊗Bab).

شود. مراجعه [١٣] از ٣٧ صفحه به اثبات.

.M(G) = صورت١ این در باشد، دوری گروه ͷی G کنید فرض .۴.٣.١ قضیه

α : F → G اگر ،F =< x > که طوری به است موجود G روی F آزاد گروه (١.٣.١) قضیه بنابر اثبات.

در و است بدیهͬ گروه F ′ است، دوری F که آنجایی از G = F/R آنگاه kerα = R مͬ�دهیم قرار حال

نتیجه

M(G) =
R ∩ F ′

[R,F ]
= ١.

صورت این در G ∼= Cp
(n) کنید فرض .۵.٣.١ نتیجه

| M(G) |= p
١
٢n(n−١).

مͬ�شود. نتیجه (۴.٣.١) و (٣.٣.١) قضایای از آسانͬ به اثبات.

G ∼= Cpn١ × Cpn٢ × · · · × Cpnk که طوری به باشد آبلͬ گروهͬ G کنید فرض .۶.٣.١ قضیه

صورت این در ،n١ ≥ n٢ ≥ · · · ≥ nk و

M(G) ∼= Cpn٢ × C
(٢)
pn٣ × · · · × C

(k−١)
pnk .

شود. مراجعه [١٣] از ٣٧ صفحه به اثبات.

٩



صورت این در باشد، δ−مولد با گروهͬ G/Z(G) و یpͷ−گروه G کنید فرض .٧.٣.١ قضیه

| M(G) |≤| M(Gab)|| G′ |δ−١.

شود. مراجعه [١٠] به اثبات.

با گروه ͷی G/Z(G) و pc مرتبه از G′ d−مولد، با pn مرتبه از p−گروه ͷی G کنید فرض .٨.٣.١ قضیه

صورت این در باشد، مولد −δ

| M(G) |≤ p
١
٢{d(٢n−٢c−d−١)+٢(δ−١)c}.

که کنیم ثابت باید لذا است، بدیهͬ G′ صورت این در باشد، آبلͬ G گروه مͬ�کنیم فرض ابتدا اثبات.

| M(G) |≤ p
١
٢d(٢n−d−١).

گرفت نظر در را زیر یͺریختͬ مͬ�توان پس است، آبلͬ G چون

G ∼= Cpm١ × Cpm٢ × · · · × Cpmd .

(۶.٣.١) قضیه بنابر صورت این +m٢+m١در · · ·+md = n m١و ≤ m٢ ≤ · · · ≤ md که طوری به

که داریم

| M(G) | = pm١(d−١)+m٢(d−٢)+···+md−١

= pm١+···+md−١+m١+···+md−٢+···+m١

= p(n−md)+(n−md−md−١)+···+(n−md−···−m٢)

≤ pn−١+n−٢+···+n−(d−١)

= p(d−١)n−
١
٢d(d−١)

≤ p
١
٢d(٢n−d−١).

مͬ�شود. کامل حالت این اثبات بنابراین

و است d−مولد دارای (١۶.٢.١) بنابر Gab صورت این در باشد، غیرآبلͬ G گروه مͬ�کنیم فرض حال

| Gab |= pn−c

داریم است آبلͬ Gab که آنجایی از حال

| M(Gab) |≤ p
١
٢d(٢(n−c)−d−١).

نتیجه در

| M(Gab) |≤ p
١
٢d(٢n−٢c−d−١).

است. کامل قضیه اثبات ترتیب این به و مͬ�شود کامل نیز حالت این اثبات (٧.٣.١) قضیه به توجه با حال

١٠



باشد زیر پایینͬ مرکزی سری و Z(G) مرکز با متناهͬ یpͷ−گروه G کنید فرض .٩.٣.١ گزاره

١ = γc+١GE γcGE · · ·E γ١G = G

صورت این در ،G = G/Z(G) مͬ�دهیم قرار

| M(G) || γ٢G |≤| M(Gab) || Gab ⊗ γ٢G

γ٣G
|| Gab ⊗ γ٣G

γ۴G
| · · · | Gab ⊗ γcG | .

شود. مراجعه [٧] به اثبات.

صورت این در باشد، p٢m+١ مرتبه از ویژه بسیار گروه ͷیG کنید فرض .١٠.٣.١ قضیه

؛ است p٢m٢−m−١ مرتبه از مقدماتͬ آبلͬ M(G)یpͷ−گروه آنگاه ،m ≥ ٢ اگر الف)

که داریم آنگاه باشد، فرد اول عدد ͷی p mو = ١ اگر ب)

M(G) ∼=

 Cp × Cp باشد p نمای از G اگر

١ باشد p٢ نمای از G اگر

.M(Q٨) ∼= ١ (D٨)Mو ∼= C٢ و G ∼= D٨ یا Q٨ آنگاه p = ٢ mو = ١ اگر ج)

شود. مراجعه [١٣] از ١٣٨ صفحه به اثبات.

گوییم دقیق An در را · · · −−→ An−١
fn−١−−−→ An

fn−−−→ An+١ −−→ · · · دنباله .١١.٣.١ تعریف

باشد. دقیق جمله هر در هرگاه گوییم دقیق را دنباله . ker fn = Img fn−١ هرگاه

و ker g = Img f هرگاه گوییم کوتاه١٠ دقیق دنباله را ١ −−→ A
f−−→ B

g−−→ C −−→ ١ دنباله

باشد. پوشا g و ͷی به ͷی f همچنین

است دقیق زیر دنباله صورت این در Gباشد، متناهͬ گروه از مرکزی زیرگروه ͷی Z فرضکنید .١٢.٣.١ قضیه

Z ⊗G
α−−→ M(G)

β−−→ M(G/Z)
γ−−→ G′ ∩ Z −−→ ١.

آنجایی از F Rاز و T نرمال زیرگروه�های و F آزاد گروه برای Z = T/R Gو = F/R مͬ�دهیم قرار اثبات.

و R ∩ F ′ → T ∩ F ′ شمول نگاشت�های .[T, F ] ⊆ R باشیم داشته باید ما است، مرکزی زیرگروه Z که

مͬ�کند القا را همریختͬ�ها از دنباله�ای T ∩ F ′ → T ∩ F ′R

(R ∩ F ′)/[R,F ]
β−−→ (T ∩ F ′)/[T, F ]

γ−−→ (T ∩ F ′R)/R −−→ ١.

که مͬ�کنیم مشاهده

G′ ∩ Z = F ′R/R ∩ T/R = (T ∩ F ′R)/R

١٠Short exact sequence

١١



داریم (٢.٣.١) قضیه به توجه با

(R ∩ F ′)/[R,F ] ∼= M(G) , (T ∩ F ′)/[T, F ] ∼= M(G/Z).

داریم مدولͬ قانون از استفاده با

R(F ′ ∩ T ) = F ′R ∩ T

داریم حال پوشاست. γ بنابراین و

ker γ = (T ∩ F ′ ∩R)/[T, F ] = (R ∩ F ′)/[T, F ] = Img β,

که مͬ�کنیم مشاهده T/R× F/RF ′ → (R ∩ F ′)/[R,F ]

(xR, yRF ′) 7→ [x, y][R,F ]

همریختͬ تصویر نتیجه در است. تعریف خوش دوخطͬ نگاشت ͷی

T/R⊗ F/RF ′ → (R ∩ F ′)/[R,F ]

F/F ′R = G/G′ و T/R = Z که آنجایی از آخر در مͬ�باشد. نیز kerβ این که است [T, F ]/[R,F ]

مͬ�شود. کامل اثبات

گروه ͷی صورت این در .H = G/N Nو نرمال زیرگروه با متناهͬ گروه ͷیG کنید فرض .١٣.٣.١ قضیه

که طوری به دارد Mوجود نرمال زیرگروه ͷی با L متناهͬ

G′ ∩N ∼= L/M الف)

M ∼= M(G) ب)

است. Lهمریخت M(H)تصویر ج)

شود. مراجعه [١٣] از ۵٧ صفحه به اثبات.

.G ∼= H/Z(H) که طوری به باشد، Hموجود مانند گروهͬ هرگاه گوییم توانا١١ Gرا گروه تعریف٣.١.١۴.

N مانند زیرگروهͬ کوچͺترین مͬ�دهیم، نمایش Z∗(G) نماد با که G گروه بیرون١٢ͬ مرکز .١۵.٣.١ تعریف

باشد. توانا G/N که طوری به است

١١Capable
١٢Exterior Center

١٢



β ≥ γ ≥ ١, α ≥ ٢γ شرط با α, β, γ طبیعͬ اعداد Gو ∼=< a > o < b > فرضکنید .١۶.٣.١ قضیه

صورت این در o(b) = pβ , o(a) = pα , [a, b] = ap
α−γ که طوری به باشند موجود

Z∗(G) =< ap
β
, bp

α
> .

شود. رجوع [١] به اثبات.

است دقیق زیر دنباله صورت این Kدر ⊆ Z∗(G) و باشد دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .١٧.٣.١ قضیه

١ → M(G) → M(G/K) → K ∩G′ → ١.

شود. مراجعه [۶] به اثبات.

در .H = G/N کنید فرض و باشد نرمال زیرگروهͬ N و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١٨.٣.١ نتیجه

صورت این

| M(H) |
∣∣ | M(G) || G′ ∩N | .

توجه با شده خواسته نتیجه بنابراین ،| L |=| M(G) || G′ ∩N | داریم (١٣.٣.١) قضیه به توجه با اثبات.

مͬ�شود. حاصل (١٣.٣.١) قضیه (ج) قسمت به

گروه از قسمت خارج گروه صورت به G از نمایش ͷی F/R و متناهͬ گروه ͷیG کنید فرض .١٩.٣.١ لم

.A = G/B ∼= که طوری Bبه = S/R Z(G)با از Bزیرگروهͬ فرضکنید باشد. F شده تولید متناهیاً آزاد

است. A⊗B همریخت تصویر [F, S]/[F,R]S′ صورت این در F/S

شود. مراجعه [١٣] از ۵٧ صفحه به اثبات.

.A = G/B کنید فرض و باشد مرکزی زیرگروهͬ B و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٢٠.٣.١ قضیه

صورت این در

| M(G) || G′ ∩B |
∣∣ | M(A) || M(B) || A⊗B | .

فرض و باشد F آزاد گروه از قسمتͬ خارج صورت به G گروه از نمایش ͷی G = F/R کنید فرض اثبات.

،(١٣.٣.١) قضیه به توجه با .[F, S] ⊆ R داریم صورت این در .A ∼= F/S که طوری به B = S/R کنید

| M(G) || G′ ∩B |=| L |=| M(A) || [F, S]/[F,R] | .

که آنجایی از

([F, S]/[F,R])/([F,R]S′/[F,R])

داریم است، یͺریخت [F, S]/[F,R]S′ با

| M(G) || G′ ∩B |=| M(A) || [F,R]S′/[F,R] || [F, S]/[F,R]S′ | .

١٣


