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پایه علوم دانشͺده اراک دانشͽاه:
١٠۴ صفحات: تعداد ١٣٩١ تابستان فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

آلͺان�ها، لاپلاسین، انرژی مقادیرویژه، لاپلاسین، ماتریس درخت، کلیدی: واژگان
ترویسان. و ژاکوب قطری�سازی الͽوریتم

چͺیده
،G لاپلاسین طیف از منظور است، شده گرفته نظر در G = (V,E) رأسͬ n گراف
ترتیب به A و D که مͬ�باشد ،L = D − A لاپلاسین ماتریس مقادیرویژه مجموعه�ی

مͬ�دهند. نشان را G مجاورت ماتریس و قطری ماتریس
بالاتر، دقتͬ با و مͬ�پردازیم آن�ها طیفلاپلاسین و درخت�ها مطالعه�ی به پایان�نامه، این در
n درخت هر لاپلاسین ماتریس بزرگ مقدارویژه�ی k مجموع برای جدیدی بالای کران
به با پایان�نامه این در هم�چنین . k ∈ {١,٢, ..., n} که باشیم داشته توجه مͬ�یابیم. رأسͬ
لاپلاسین ماتریس مقادیرویژه�ی برای بالایͬ کران ترویسان، و ژاکوب الͽوریتم کارگیری

مͬ�یابیم. آلͺان�ها به مربوط درخت
درخت�های تمام میان در که موضوع این اثبات برای پایان�نامه، این در آمده دست به نتایج

مͬ�شود. برده کار به دارد، را لاپلاسین انرژی بالاترین رأسͬ n ستاره�ی رأسͬ، n
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೯دایا...١
است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم حسرت

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب
رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای به بردن
توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست رهایͬ امید از
نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که
دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ
امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من، نͽاه در
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری بͬ�پاداش،
در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن دوست و جمعیت، انبوه

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری...٢ ণپاس໋�
خاندان و مصطفͬ محمد بر سلام و است گاه آ دایره قطر بر محیط نسبت از که یͽانه آن نام به

کاشانͬ) جمشید الدین آفرینش�اند.(غیاث دایره اقطار بر محیط که او پاک

را اندیشیدن و علم راه تا داد تشخیص قدرت من به که را حͺیم خداوندگار سپاس
شود سپری راه این در که گامͬ هر اما بͬ�انتها است راهͬ علم، راه که است درست برگزینم.

باشد. ما لرزان و کوتاه قدم�های اندازه�ی به اگر حتͬ مͬ�باشد ارزشمند خود نوبه�ی به
گامͬ تا داشت عزیزانͬ و بزرگواران ارزشمند و بزرگ گام�های ͷکم به نیاز من، ͷکوچ گام
این�جا در مͬ�دانم خود وظیفه شود. راه این در گرفتن قرار لایق و بیاید حساب به ͷکوچ ولو

کنم. قدردانͬ بزرگواران این از صمیمانه زندگͬ�ام از نقطه این در و
که مͬ�کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه نظری علͬ�محمد دکتر آقای جناب فرزانه�ام استاد از
اساتید از هم�چنین نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان ارزنده رهنمودهای بدون قطعاً
زحمت که سهرابͬ مهدی دکتر آقای جناب و سپهریان بهنام دکتر آقای جناب گرانقدرم
تشͺر کمال داشته�ام، نیز را شاگردیشان افتخار بنده و کردند تقبل را رساله این مطالعه�ی
اراک دانشͽاه ریاضͬ گروه خوب اساتید تمامͬ از وظیفه رسم به همین�طور مͬ�نمایم. را

مͬ�نمایم. قدردانͬ
امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم، خانواده�ی از مͬ�دانم لازم این�جا در
از ویژه به کنم تشͺر بودند، من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان

کرد. یاری مرا راه این در صمیمانه که عزیزم همسر
صمیمانه بوده�اند، این�جانب یاری�گر همواره مدت این در که بزرگوارانͬ همه از نیز پایان در

مͬ�کنم. قدردانͬ
آینده بهترین ساختن قدرت من به مͬ�خواهم تو از خداوندا بنشینم، آینده انتظار در نمͬ�خواهم

... فرمایͬ عطا را

ජ໑ماॐمدی
ീযหتان۱۳۹۱

M.Ahmadi٩۵٣@yahoo.com٢



چͺیده

،G لاپلاسین طیف از منظور است، شده گرفته نظر در G = (V,E) رأسͬ n گراف
ماتریس ترتیب به A و D که مͬ�باشد ،L = D−A لاپلاسین ماتریس مقادیرویژه مجموعه�ی

مͬ�دهند. نشان را G مجاورت ماتریس و قطری
بالاتر، دقتͬ با و مͬ�پردازیم آن�ها لاپلاسین طیف و درخت�ها مطالعه�ی به پایان�نامه، این در
رأسͬ nدرخت هر لاپلاسین ماتریس بزرگ مقدارویژه�ی k مجموع برای جدیدی بالای کران
کارگیری به با پایان�نامه این در هم�چنین . k ∈ {١,٢, ..., n} که باشید داشته توجه مͬ�یابیم.
مربوط درخت لاپلاسین ماتریس مقادیرویژه�ی برای بالایͬ کران ترویسان، و ژاکوب الͽوریتم

مͬ�یابیم. آلͺان�ها به
n درخت�های تمام میان در که موضوع این اثبات برای پایان�نامه، این در آمده دست به نتایج

مͬ�شود. برده کار به دارد، را لاپلاسین انرژی بالاترین رأسͬ n ستاره�ی رأسͬ،

کلیدی واژگان

قطری�سازی الͽوریتم آلͺان�ها، لاپلاسین، انرژی مقادیرویژه، لاپلاسین، ماتریس درخت،
ترویسان. و ژاکوب



پیشͽفتار

است. داده اختصاص خود به را ویژه�ای جایͽاه درخت�ها بحث گراف، نظریه مبحث در

مͬ�شود. واقع سودمند بسیار شیمیایͬ کاربردهای در گراف نظریه مͬ�دانیم که همان�گونه
ͬͺترمودینامی خواص و مͬ�شوند استفاده مولͺول�ها برای نمایشͬ صورت به اغلب درخت�ها

مͬ�باشد. ارتباط در درخت�ها این به وابسته ماتریس�های طیفͬ خواص با مولͺول�ها
همان�طور و مͬ�پردازیم آن�ها لاپلاسین طیف و درخت�ها مطالعه�ی به ما پایان�نامه این در
ترتیب به A و D که مͬ�باشد L = D − A با برابر لاپلاسین ماتریس شد خواهد بیان که

مͬ�باشند. درخت مجاورت ماتریس و قطری ماتریس
قضیه این در مͬ�باشد. درخت�ها برای (١.٢.١) قضیه� اثبات این�جا، در اصلͬ مبحث
دست به T درخت لاپلاسین ماتریس بزرگ�تر مقدارویژه�ی k مجموع برای بالایͬ، کران
مͬ�باشد، (١.٢.١) قضیه مهم نتایج از که نͺته، این به لاپلاسین انرژی تعریف با بعد، مͬ�آید.
دارد. را لاپلاسین انرژی بالاترین ستاره رأسͬ n درخت�های تمامͬ میان در که مͬ�کنیم اشاره
مفاهیم به آن اول فصل در که است شده تشͺیل فصل پنج از پایان�نامه این مجموع در
لم�ها به هم�چنین مͬ�پردازیم. بحث مورد بالای کران از تاریخچه�ای و گراف نظریه اولیه�ی
فصل طͬ است. نیاز مورد و شده گرفته متفاوتͬ مقاله�های از که داریم اشاره قضایایͬ و
دارد نام ترویسان و ژاکوب قطری�سازی الͽوریتم که مͬ�شویم آشنا مهمͬ الͽوریتم با دوم
خاصͬ خانواده�های برای را (١.٢.١) قضیه ادامه در دارد. پایان�نامه این در مهمͬ نقش و
و کرده مطرح ستاره-ستاره)، (درخت�های مͬ�شوند شامل نیز را ستاره�ها که درخت�ها از
درخت�های برای آن اثبات و بیان نظر مورد قضیه اثبات در بعدی گام مͬ�رسانیم. اثبات به
به را قضیه چهارم فصل در نهایتاً و مͬ�باشد سوم فصل موضوع که مͬ�باشد ستاره-ناستاره
در قضیه همین ͷکم به مͬ�رسانیم. اثبات به را آن استقرا ͷکم به و کرده مطرح کلͬ شͺل
مͬ�باشند. لاپلاسین انرژی بالاترین با درخت�هایͬ ستاره�ها که مͬ�دهیم نشان فصل این انتهای
غیر شده اشباع هیدروکربن�های زمینه در جدیدی پژوهش�های پایان�نامه هفت فصل در
بررسͬ به فصل این در مͬ�گیرد. صورت مͬ�شوند نامیده آلͺان که پیوندی ͷت حلقوی
مͬ�باشند، درخت نوعͬ که آلͺان�ها لاپلاسین ماتریس مقادیرویژه�ی برای جدیدی بالای کران

مͬ�کنیم. پیدا دست توجهͬ قابل نتایج به و مͬ�پردازیم
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د مطالب فهرست



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف،

آن از پس مͬ�پردازیم. گراف نظریه�ی اولیه�ی مفاهیم از مختصری بیان به ابتدا فصل این در

به سپس کرده، عنوان پایان�نامه این زمینه در را ریاضیدانان پژوهش�های از کوتاهͬ تاریخچه

روند بر مروری نیز آخر در و مͬ�رویم است نیاز مورد این�جا در که لم�هایͬ و قضایا سراغ

داشت. خواهیم پایان�نامه

گراف نظریه اولیه مفاهیم ١.١

V (G) ناتهͬ مجموعه�ی از عبارتند که شده تشͺیل اصلͬ جزء سه گرافGاز تعریف١.١.١.

رأس�های از نامرتب زوج ͷی ،G یال هر به که تابعͬ و یال�ها از E(G) مجموعه�ی رأس�ها، از

مͬ�دهد. نسبت را G

واقع e یال بر v و u رأس�های گوییم دهد، نسبت را v و u رأس دو e یال به تابع این اگر

متصل یا و همسایه مجاور، را v و uرأس دو صورت این در هستند، e انتهایͬ نقاط و شده�اند

مͬ�گوئیم. v رأس بر واقع یا و مجاور یال ͷی نیز را e یال و مͬ�نامیم

مجموعه�ی با را G گراف و مͬ�دهیم نشان E و V با ترتیب به را E(G) و V (G) اختصار به

مͬ�دهیم. نشان G = (V,E) صورت به آن رأس�های و یال�ها

آن یال�های تعداد گراف، اندازه�ی و آن رأس�های تعداد گراف، ͷی مرتبه�ی .٢.١.١ تعریف



٢ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، .١

دارای که را یالͬ و چندگانه یال�های هستند، یͺسان انتهایͬ نقاط دارای که یال�هایͬ است.

ساده گراف را طوقه و چندگانه یال بدون گراف مͬ�نامیم. طوقه است، یͺسان انتهای دو

مͬ�گوئیم.

مͬ�گیریم. نظر در ساده را گراف�ها نامه پایان این در

دو که ،V (G) رأس�های مجموعه�ی با است گرافͬ ،G ساده گراف مͺمل .٣.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان Gc با را گراف این باشند. نامجاور G در اگر تنها و اگر مجاورند آن در رأس

ناتهͬ مجموعه�ی از عبارتند که شده تشͺیل اصلͬ جزء سه از G سو��دار گراف تعریف١.١.۴.

از مرتب زوج ͷی ،G یال هر به که تابع ͷی و یال�ها از E مجموعه�ی ͷی رأس�ها، از V

مͬ�نامیم. سر را رأس دومین و دم را مرتب زوج رأس اولین مͬ�دهد. نسبت را G رأس�های

نماد با را آن و است v بر واقع یال�های تعداد ،G گراف در v رأس درجه .۵.١.١ تعریف

سو�دار گراف در v رأس هر برای مͬ�دهیم. نمایش d(v) با مختصر طور به یا و dG(v)

v رأس ورودی درجه مͬ�کنیم. تعریف خروجͬ درجه و ورودی درجه مفهوم دو G = (V,E)

و مͬ�شوند وارد v رأس هر به که است یال�هایͬ تعداد مͬ�دهیم نشان d−(v) نماد با را آن که

رأس از که است یال�هایͬ تعداد مͬ�دهیم نشان d+(v) نماد با را آن که v رأس خروجͬ درجه

مͬ�شوند. خارج v

را G گراف رأس�های درجه�ی بیشترین و کمترین گوییم. تنها رأس را صفر درجه�ی با رأس

مͬ�دهیم. نمایش ∆ و δ با مختصر طور به یا و ∆(G) و δ(G) با ترتیب به

باشد. k آن رأس هر درجه�ی اگر گوییم k-منظم را G گراف .۶.١.١ تعریف

E ′ یال�های گاه هر نامیم G = (V,E) گراف زیر را H = (V ′, E ′) گراف .٧.١.١ تعریف

. E ′ ⊆ E و V ′ ⊆ V باشند، واقع V ′ رئوس روی



٣ گراف نظریه اولیه مفاهیم .١.١

گراف ،G − v خلاصه طور به یا و G − {v} گراف ، |V (G)| ≥ ٢ و v ∈ V (G) اگر

،e ∈ E(G) اگر است. G گراف از آن با مجاور یال�های همه�ی و v رأس حذف از حاصل

است. E(G)−{e} یال�های مجموعه�ی و V (G) رأس�های مجموعه�ی با گرافͬ G−eگراف

با آن متمایز رأس دو هر هر�گاه گوییم، کامل گراف را G = (V,E) گراف .٨.١.١ تعریف

هیچ که گرافͬ مͬ�دهیم. نشان Kn با را G کامل گراف ،|V (G)| = n اگر باشند. مجاور هم

گوئیم. تهͬ گراف را باشد نداشته یالͬ

متناوب دنباله�ی ͷی ،G بͬ�سو�ی گراف ͷی در k طول از گشت ͷی .٩.١.١ تعریف

است، e١, e٢, ..., ek یال�های و v١, v٢, ..., vk, vk+١ رأس�های از v١, e١, v٢, ..., vk, ek, vk+١

این در eiباشند. یال متمایز سر دو ،vi+١ و vi رأس دو ،i = ١,٢, ..., k هر برای که به�طوری

ساده، گراف ͷی در مͬ�یابد. ١+vkپایان رأس در و v١شروع رأس در گشت مͬ�گوییم تعریف

نباشد، تͺراری یال دارای که گشتͬ به مͬ�گردد. مشخص آن رأس�های دنباله�ی با گشت ͷی

یͺسان انتهای و ابتدا که مسیری به و مسیر باشد، نداشته تͺراری رأس که گذری به و گذر

Pnبا ترتیب به را n طول به دور ͷی و n− ١ طول به مسیر ͷی مͬ�گوییم. دور باشد، داشته

مͬ�دهیم. نمایش Cn و

این غیر در و همبند دارد وجود مسیر آن رأس دو هر بین که را گرافͬ .١٠.١.١ تعریف

مͬ�گوییم. مؤلفه ͷی را گراف ͷی از ماکزیمال همبند گراف زیر هر گوییم. ناهمبند صورت

گراف ͷی T = (V,E) اگر لذا مͬ�گوییم درخت را همبند جنͽل و جنͽل را دور بدون گراف

مͬ�نامیم. درخت ͷی را T باشد، دوری هیچ بدون و همبند

گرفتن نظر در بدون اگر مͬ�نامیم سو�دار درخت ͷی را G سو�دار گراف .١١.١.١ تعریف

r رأس اگر مͬ�نامیم ریشه�دار درخت ͷی را G سو�دار درخت باشد. درخت ͷی یال�ها جهت

رئوسغیر سایر ورودی درجه و ٠ مساوی r ورودی درجه که طوری به باشد داشته Gوجود از

درخت�های مͬ�نامیم(گاهͬ G درخت راریشه r صورت این در باشد. ١ مساوی ͬͽهم r از

مͬ�نامند). نیز پدری-فرزندی درخت�های را ریشه�دار
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از ͷی هر است خروجͬ یال چند دارای فقط r چون فوق تعریف طبق که کنید دقت

ریشه�دار درخت ͷی خود مͬ�شود حاصل یال�ها این از ͷی هر کردن قطع با که گراف�هایͬ

است. بازگشتͬ مفهوم ͷی ریشه�دار درخت مفهوم یعنͬ است،

هستند رئوسͬ a فرزندان باشد، آن رأس ͷی a و ریشه�دار درخت ͷی T اگر تعریف١٢.١.١.

رئوسͬ است. خود فرزندان پدر aترتیب همین به دارد. وجود آن�ها از ͷی هر به a از یالͬ که

طول آن ارتفاع رأس، هر برای مͬ�نامیم. درخت برگ�های را نیستند فرزندی هیچ دارای که

در است. رأس آن تا ریشه از مسیر طول آن عمق و برگ ͷی به رأس آن از مسیر بزرگ�ترین

و گوییم رأس دو بین فاصله�ی را v و u رأس دو بین مسیر کوتاهترین طول همبند گراف ͷی

نامیده گراف قطر را گراف رأس�های بین فاصله�ی بیشترین مͬ�دهیم. نشان d(u, v) با را آن

را گراف از دور کوتاه�ترین طول مͬ�دهند. نمایش d با مختصر طور به یا و d(G) با را آن و

مͬ�نامیم. گراف کمر

از برگͬ که باشد مرتبه�ای بالاترین h و ریشه�دار درختͬ T = (V,E) اگر .١٣.١.١ تعریف

است. h ارتفاع دارای T مͬ�گویند صورت این در مͬ�کند، اختیار T

گراف به وابسته ماتریسمجاورت باشد. n مرتبه�ی از گرافͬ ،G فرضکنیم تعریف١.١.١۴.

رأس مجاورت آن، ,i)ام j) درایه�ی و مͬ�شود داده نمایش AG با که است n×n ماتریسͬ ،G

(AG)i,j = ١ آن�گاه باشند، مجاور vj و vi اگر که صورت این به مͬ�کند، مشخص را vj و vi

ماتریسͬ ساده، گراف ͷی به وابسته مجاورت ماتریس .(AG)i,j = ٠ صورت این غیر در و

صورتͬ در هستند. صفر ͬͽهم آن اصلͬ قطر روی درایه�های که است، حقیقͬ و متقارن

ماتریس مشخصه�ی جمله�ای چند مͬ�دهیم. نشان A با را ماتریس این نشود، ایجاد ابهام که

طوری به است، n × n ماتریسͬ I که ،det(xI − A) جمله�ای چند از است عبارت An×n

مشخصه�ی جمله�ای چند هستند. ٠ آن درایه�های بقیه�ی و ١ آن اصلͬ قطر روی درایه�های که

و مشخصه A-چندجمله�ای آن به و مͬ�دهیم نشان PG(x) با را گراف ͷی مجاورت ماتریس

مͬ�گوییم. گراف A-مقدارویژه�ی آن ریشه�های به

است n × n ماتریسͬ ،D قطری ماتریس ،n مرتبه�ی از G گراف برای .١۵.١.١ تعریف
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و D − A ماتریس�های است. ٠ ها درایه� سایر و iام رأس درجه�ی آن ,i)ام i) درایه�ی که

گراف به وابسته علامت فاقد لاپلاسین ماتریس و لاپلاسین ماتریس ترتیب به را D + A

مͬ�دهیم. نشان Q و L با نشود ایجاد ابهام که صورتͬ در و QG و LG با و مͬ�نامیم G

متقارن ماتریس�هایͬ ساده، گراف ͷی به وابسته علامت فاقد لاپلاسین و لاپلاسین ماتریس

det(xI −L) از عبارتند ترتیب به Q و L ماتریس�های مشخصه�ی چندجمله�ای حقیقͬ�اند. و

ترتیب به چندجمله�ای�ها این به مͬ�شوند. داده نشان QG(x) و LG(x) با که det(xI −Q) و

گراف Q-مقدارویژه و �مقدارویژهL آن�ها ریشه�های به و Q-چندجمله�ای و جمله�ای L-چند

مͬ�گوییم.

بعد (یا جبری تͺرار را مشخصه�اش چندجمله�ای در ماتریس ͷی از مقدارویژه ͷی تͺرار

آن هندسͬ) بعد (یا هندسͬ تͺرار را مقدارویژه آن با متناظر ویژه�ی فضای بعد و جبری)

مͬ�نامیم. مقدارویژه

نیز G گراف وقوع ماتریس مختصر طور به یا رأسͬ-یالͬ وقوع ماتریس .١۶.١.١ تعریف

و باشد واقع jام یال بر iام رأس اگر است ١ آن ,i)ام j) درایه�ی که است، n ×m ماتریسͬ

گوییم G جهت�دار گراف وقوع ماتریس را Dn×m ماتریس بود. خواهد ٠ صورت این غیر در

شود تعریف زیر صورت به ماتریس این ,i)ام j) درایه�ی اگر

di,j =


١ باشد ej یال دم vi اگر
−١ باشد ej یال سر vi اگر

٠ صورت این غیر در

آن�گاه باشد، (G یال�های روی دلخواه جهت ͷی (با G گراف وقوع ماتریس D اگر

ماتریس که دید مͬ�توان تساوی) طرف دو در ماتریس دو درایه�های مقایسه (با سادگͬ به

مͬ�کند. صدق L = DDT تساوی در لاپلاسین

تعریفماتریس به توجه با گرافGباشد. ماتریسلاپلاسین ،L فرضکنیم تعریف١٧.١.١.

حقیقͬ آن مقادیرویژه�ی بنابراین است. متقارن و حقیقͬ ماتریس ͷی ماتریس این لاپلاسین،
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را L مقادیرویژه�ی مجموعه�ی باشند. L مقادیرویژه�ی µ١, µ٢, ..., µn کنیم فرض هستند.

مͬ�دهیم. نشان SpecL(G) با را آن و گوییم G L-طیف) مختصر به�طور (یا لاپلاسین طیف

.A∗ = A اگر تنها و اگر نامند هرمیتͬ را A مربعͬ مختلط ماتریس ͷی .١٨.١.١ تعریف

.A∗ = (A)T یعنͬ مͬ�باشد A مختلط ماتریس مزدوج ترانهاده�ی A∗ که مͬ�شویم یادآور

که است درختͬ مͬ�باشد پروانه کرم معنای به فارسͬ زبان در که کاترپیلار .١٩.١.١ تعریف

هر به برگ ͷی حداقل و مͬ�گیریم نظر در را Pb مسیر ͷی که مͬ�شود ساخته صورت بدین

را الحاقͬ برگ�های و پشتیبان گره�های را، Pb مسیر در گره�های مͬ�افزاییم. مسیر این در گره

مͬ�نامیم. پایه�ها

ستاره را مͬ�باشند پایه k و پشتیبان گره ͷی دارای فقط که کاترپیلارهایͬ .٢٠.١.١ تعریف

مͬ�نامیم.

تاریخچه ٢.١

نظر در G گراف بزرگ�تر L-مقدارویژه�ی تا k از Sk(G) =
k∑
i=١

µi مجموع پایان�نامه، این در

G = (V,E)گراف گرفتن نظر در با که مͬ�کند بیان حدسͬ طͬ ،[٣] ١ بروئر مͬ�شود. گرفته

مͬ�کند صدق زیر نامساوی در Sk(G) مجموع ،k ∈ {١, ..., n} صحیح عدد و رأس n با

Sk(G) ≤ |E|+
(

k + ١
٢

)
,

موارد او مͬ�کند، پیروی µ١(G) ≤ |V (G)| معروف نامساوی از او حدس ،k = برای١

،[١٠] دیͽران همراه به نیز ٢ هائمرس است. داده نشان آسانͬ به نیز را k = n−١ و k = n

ͷی T اگر که کردند اثبات آنان این، بر علاوه رسانده�اند. اثبات به k = ٢ برای را حدس

خواهد کراندار زیر صورت به Sk(T ) مجموع آن�گاه ،١ ≤ k ≤ n و باشد رأس n با درخت

شد

Sk(T ) ≤ (n− ١) + ٢k − ١, ١ ≤ k ≤ n (١.١)
١Brouwer
٢Haemers
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مͬ�باشد( صحیح درخت�ها برای کلͬ حالت در بروئر حدس که گرفت خواهیم نتیجه لذا

(٢k − ١ ≤ k(k + ١)
٢ =

(
k + ١

٢

)
چون

در را گراف ͷی از L-مقادیرویژه توان�های مجموع [٢٠] ٣ ژو مشابه، راستای ͷی در

است. گرفته نظر

درخت L-مقادیرویژه بزرگ�ترین از Sk(T ) =
k∑
i=١

µi مجموع هم�چنین پایان�نامه، این در

را مͬ�شود) گفته لاپلاسین ماتریس مقادیرویژه�ی به L-مقادیرویژه که مͬ�کنیم T(یادآوری

بهبود k > ١ هر برای را (١.١) عبارت در بالا کران بالاتر، دقتͬ با ما مͬ�کنیم. مطالعه

مͬ�شود. حاصل زیر قضیه اثبات با مهم این مͬ�بخشیم.

.١ ≤ k ≤ n فرضکنیم هم�چنین و باشد رأس n با درخت ͷی T فرضکنیم .١.٢.١ قضیه

مͬ�کند صدق زیر نامساوی در T بزرگ�تر L-مقدارویژه تا k از Sk(T ) مجموع صورت این در

Sk(T ) ≤ (n− ١) + ٢k − ١− ٢k − ٢
n

, (٢.١)

رأس n روی ستاره ͷی T و k = ١ که شد خواهد برقرار وقتͬ فقط تساوی علاوه به

باشد.

همه میان دهیم، نشان که مͬ�دهد را اجازه این ما به (١.٢.١) قضیه گذشته، این از

حدسرادنͺوویچ۴ همان این که دارد، را لاپلاسین انرژی بالاترین ستاره رأس، n با درخت�های

اواخر در که مͬ�شود محسوب پایان�نامه این مهم نتایج از نتیجه، این مͬ�باشد. [١۵] گاتمن۵ و

است. شده اشاره آن به چهار فصل

نیاز مورد قضایای و لم�ها ٣.١

جملات آن�گاه باشد mیال و (n ≥ ٢) رأس n با گراف ͷی T = (V,E) اگر .١.٣.١ قضیه

هستند معادل یͺدیͽر با T پیرامون زیر
٣Zhou
۴Radenkovic
۵Gutman
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است. درخت ͷی T .١

دارد. یال n− ١ و ندارد دوری هیچ T .٢

دارد. یال n− ١ و است همبند گراف ͷی T .٣

مͬ�آید. وجود به دور T در آن�گاه بیافزاییم T همبند گراف به دیͽر یال ͷی اگر .۴

شد. خواهد ناهمبند T آن�گاه کنیم حذف T همبند گراف از یال ͷی اگر .۵

مͬ�شوند. متصل هم به مسیر ͷی فقط و ͷی با T دلخواه رأس دو هر .۶

است. آمده [۴] کتاب در اثبات برهان.

توسط و مͬ�شود نامیده A ماتریس اثر A ماتریس ͷی مقادیرویژه مجموع .٢.٣.١ ملاحظه

چندجمله�ای با n × n ماتریسͬ A = (aij) اگر مͬ�شود. داده نمایش Tr(A) یا trace(A)

یعنͬ مͬ�باشد A قطری عناصر مجموع A ماتریس اثر آن�گاه باشد
∏

i(x− λi) مشخصه

trace(A) =
∑
i

λi = a١١ + ...+ ann.

صورت به n × n ماتریسͬ A مͬ�کنیم فرض (۶ گرشͽورین اول (قضیه�ی .٣.٣.١ قضیه

مͬ�دهیم قرار باشد. A = (aij)n×n

ri =
n∑

j=١,j ̸=i
|aij| , i = ١, . . . , n

مͬ�کند صدق زیر نامساوی�های از ͬͺی در حداقل A مقدارویژه�ی هر آنͽاه

|λ− aii| ⩽ ri , i = ١, . . . , n

کرد پیدا زیر قرص�های اجتماع در مͬ�توان را A مقادیرویژه همه�ی دیͽر بیان به

{z : |z − aii| ≤ ri, i = ١, ..., n} ,

مͬ�گوییم. گرشͽورین قرص�های آن�ها به که
۶ Gershgorin’s First Theorem


