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دهیم. نشان عددی مثال� چند با را روش دو هر تاثیر ������������������کرد خواهیم سعͬ است. بیشتر دوم روش از
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پژوهش پیشینه و مقدمـه

محاسبه برای نیوتن هفدهم، قرن در ا�ست. قدیمͬ موضوع� ͷی چند�جمله�ها از استفاده با درونیابی
درونیابی دستور بعد کمͬ لاگرانژ داد. توسعه را درونیاب چند�جمله�ایهای دنباله�دار ستاره�های مدار
جمله از است، مزیت چندین دارای چند�جمله�ای�ها از استفاده با درونیابی آورد. بدست را لاگرانژ
روش�های جمله از نیست. مشͺل آن�ها� ریشه�های تعیین حتͬ و چند�جمله�ای توابع انتگرال و مشتق

کرد. اشاره ... و هرمیت روش نیوتن، روش لاگرانژ، روش به مͬ�توان درونیابی
نوسانات است ممͺن اینکه اول دارد. عمده مشͺل دو اخیر روش�های از استفاده با درونیابی
نقطه ͷی اگر اینکه دوم� باشد، زیاد ( بالا درجه با چند�جمله�ای درونیابی برای (به�ویژه درونیاب تابع
مشͺل این رفع برای مͬ�شود. عوض کلا آمده بدست درونیاب تابع کنیم اضافه درونیابی نقاط به را
را داده�ها �که شده گفته درونیاب�های برخلاف اسپلاین�ها مͬ�کنند. استفاده اسپلاین درونیابی از
اسپلاین�های مͬ��������������������������������������������کنند. درونیابی موضعͬ به�صورت را داده�ها مͬ�کنند، درونیابی سراسری به�صورت
صنایع ،ͬͺپزش قالب�بندی��های در از�جمله زیادی عملͬ ���کاربردهای امروزه ���بی�اسپلاین����ها�۴ ������و مͺعبی٣

دارند. تصویر پردازش و کامپیوتر ͷگرافی سازی، خودرو
شͺل آنها از ͬͺی که کرد بازنویسͬ جذاب شͺل چند به مͬ�توان را لاگرانژ درونیاب چند�جمله��������������ای
اما نیست، جدیدی مطلب ثقل مرکز درونیابی است. ثقل مرکز شͺل دیͽری و لاگرانژ شده اصلاح
تحقیقات اولین دارند. اطلاع آن مورد در �کمتر مͬ�دانند عددی �آنالیز �که ����کسانͬ و دانشجویان بیشتر
نرسید. خاصͬ نتیجه به اما شد انجام [۴] ریمر۶ و ۵ͷری توسط ۱۹۸۲ سال در ثقل مرکز مورد در

٣cubic spline
۴B-spline
۵Rack
۶Reimre

۵



۶ مقدمه

دستور [۴] روتیشزر٧

pn(x) =

∑n
j=۰

wj

x− xj

fj∑n
j=۰

wj

x− xj

(١.٠)

به�صورت wjها مقادیر آن در که داد ارائه ۱۹۹۰ سال در را

wj =
۱∏n

k=۰,k ̸=j(xj − xk)
(٢.٠)

دستور ͷی ثقل������������� مرکز دستور بنابراین نامید. ثقل مرکز صریح دستور را، دستور و مͬ�شوند مشخص
wj وزن�های ثقل مرکز دستور در که است این آن و دارد خاصͬ زیبای ویژگͬ ͷی اما است لاگرانژ
چند معرفͬ از پس پایان�نامه اول فصل در مͬ�شوند. ظاهر یͺسان به�صورت مخرج و صورت در
دیͽر نوع ͷی دوم فصل در مͬ�کنیم. معرفͬ را مقدماتͬ ثقل مرکز درونیابی مقدماتͬ، درونیابی نوع
را درونیابی این و ندارد R در قطبی هیچ که داد خواهیم قرار بحث مورد را ثقل مرکز درونیابی از
مͬ�کنیم. بیان را عددی انتگرال�گیری روش چندین ادامه در و کرد بیان نیز (١.٠) به�صورت مͬ�توان
نشان عددی مثال� چند با را آن تاثیر و مͬ�کنیم بیان را عددی انتگرال�گیری روش دو سوم فصل در

است. شده تهیه [١٠] و [٩] مقاله�های براساس پایان�نامه این مͬ�دهیم.

٧Rutishasuer



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

٧



٨ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است. شده نگاشته ریاضͬ زبان به طبیعت کتاب

(١٨-١٧٨١۴٠) گالیله

مقدمه ١.١

این به باید البته است. آتͬ فصل�های در نیاز مورد و پایه مفاهیم بر مروری پایان�نامه اول فصل

تا اما کرد، خلاصه فصل ͷی در نمͬ�توان را مرتبط ویژگͬ�های و تعریف�ها تمام که کرد توجه نکته

از پایان�نامه آتͬ فصل�های در که را ویژگͬ�هایی و تعریف�����ها کرد خواهیم سعͬ باشد ممͺن که جای

است. [٢] از نقل به فصل این مطالب اکثر دهیم. شرح مختصر به�طور مͬ�شود استفاده آن�ها

هستند، چند�جمله��ای�ها عمدتا که ساده�تر توابع از رده ͷی وسیله به را تابع ͷی تفریب مساله ابتدا

هدف دارد. وجود چند�جمله�ای�ها از استفاده با درونیابی از استفاده در هدفعمده دو مͬ�کنیم. بحث

از مجموعه�ای در تابع مقادیر تنها و نشده داده به�صورتصریح که کنیم پیدا را تابعͬ که است� این اول

جایͽزین p(x)درونیاب چند�جمله�ای ͷی با را f(x) تابع که است این دوم هدف است. معلوم نقاط

برای نظر مورد غیره و انتگرال�گیری مشتق�گیری، ریشه�ها، کردن پیدا نظیر عملیات که به�طوری کنیم

که است این در درونیاب چندجمله�ای اهمیت شود. انجام ساده�تر به�شͺل مͬ�باشد نظر مد f تابع

بازه ͷی در شده تعریف و پیوسته تابع هر برای مͬ�زنند. تقریب یͺنواخت طور به را پیوسته توابع

این است ͷنزدی مفروض تابع به بخواهیم هرچقدر که دارد وجود چند�جمله�ای ͷی کراندار و بسته

مͬ�شود. بیان زیر قضیه در نتیجه

در�این��صورت باشد. پیوسته [a, b] بر f که کنید فرض [٧] وایرشتراس١) تقریب ) .١.١.١ قضیه

به�طوری�که دارد وجود p(x) مانند چند�جمله�ای ε > ۰ هر به�ازای

|f(x)− p(x)| < ε, ∀x ∈ [a, b].

f(xn) و · · · ،f(x۱) ،f(x۰) و متمایز نقطه n+ ۱ ،xn و · · · ،x۱ ،x۰ کنید فرض .٢.١.١ تعریف

n درجه از حداکثر فرد به �����منحصر چند�جمله�ای ͷی در�این��صورت باشد. xi نقاط در f نظیر مقادیر

١weierstrass approximation theorem



٩ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

به�طوری�که دارد وجود pn(x) مانند

pn(xi) = f(xi), i = ۰,۱, · · · , n.

درونیابی نوع چند معرفͬ ٢.١

لاگرانژ٢ درونیابی ١.٢.١

داده a = x۰ < x۱ < · · · < xn = b متمایز نقطه n+ ۱ و پیوسته [a, b] بازه در f تابع کنید فرض

یافتن از است عبارت� هدف باشند. نقاط این در تابع مقادیر f(xn) و · · · ،f(x۱) ،f(x۰) و شده

که p(x) = α۰ + α۱x+ · · ·+ αnx
n چند�جمله�ای

p(xi) = f(xi), i = ۰,۱, · · · , n.

به�صورت را لاگرانژ چند�جمله�ایهای منظور این برای

Li(x) =
(x− x۰) · · · (x− xi−۱)(x− xi+۱) · · · (x− xn)

(xi − x۰) · · · (xi − xi−۱)(xi − xi+۱) · · · (xi − xn)
,

خاصیت در که مͬ�کنیم تعریف

Li(xj) =

 ۱, i = j

۰, i ̸= j
(١.١)

به�صورت لاگرانژ درونیاب چند�جمله�ای مͬ�کنند. صدق

p(x) =
n∑
i=۰

Li(x)f(xi), Li(x) =
n∏

j=۰
j ̸=i

( x− xj

xi − xj

)
. (٢.١)

برای بیشتر لاگرانژ دستور که است این بر نویسندگان بیشتر نظر لاگرانژ درونیابی مورد در است.

نامناسب انتخاب ͷاستی آن در که نواقصͬ علت به فوق دستور و است قبول قابل nͷکوچ مقادیر

از: عبارتند لاگرانژ روش مشͺلات مͬ�گردد. محسوب عملͬ محاسبات برای
٢Lagrange



١٠ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است. زیاد باشد، بزرگ n وقتͬ روش این محاسبات •

ͷی کردن اضافه با و مͬ�شود تعیین محاسبات تمام انجام از بعد درونیاب چند�جمله�ای درجه •

شود. انجام نو از تقریبا عملیات تمام باید درونیابی نقاط به نقطه چند یا

کار به کامل احتیاط با باید را روش این نمͬ�شود حساب تدریج به درونیاب چند�جمله�ای چون •

برد.

شده٣ تقسیم تفاضلات ٢.٢.١

fn و · · · ،f۱ ،f۰ و هم�������فاصله) لزوما (نه متمایز نقطه n + ۱ ،x۰ < x۱ < · · · < xn کنید فرض

مͬ�آید. ادامه شده تقسیم تفاضلات تعریف صورت این در باشند. نقاط این در تابع مقادیر

xi+۱ و xi بین اول مرتبه شده تقسیم تفاضلات

f [xi, xi+۱] =
f(xi+۱)− f(xi)

xi+۱ − xi

.

xi+n ،· · · ،xi+۱ ،xi بین nام مرتبه شده تقسیم تفاضلات

f [xi, xi+۱, · · · , xi+n] =
f [xi+۱, · · · , xi+n]− f [xi, xi+۱, · · · , xi+n−۱]

xi+n − xi

.

نیوتن۴ درونیابی ٣.٢.١

عبارت� هدف باشد. xn و · · · ،x۱ ،x۰ نقاط در تابع مقادیر f(xn) و · · · ،f(x۱) ،f(x۰) فرضکنید

باشیم داشته که pn(x) ،n درجه از حداکثر چند�جمله�ای کردن پیدا از است

pn(xi) = f(xi), i = ۰,۱,۲, · · · , n.

مͬ�������������دهیم قرار

pn(x) = a۰ + a۱(x− x۰) + · · ·+ an(x− x۰) · · · (x− xn−۱), (٣.١)

٣Divided difference
۴Newton interpolation



١١ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

.pn(x۰) = a۰ = f(x۰) آنگاه ،x = x۰ اگر در�این��صورت،

آنگاه ،x = x۱ اگر

pn(x۱) = f(x۱) = a۰ + a۱(x۱ − x۰) ⇒ a۱ =
f(x۱)− f(x۰)

x۱ − x۰
= f [x۰, x۱].

صورت به نیوتن درونیاب چند�جمله�ای روند این ادامه با

pn(x) = f(x۰) + (x− x۰)f [x۰, x۱] + · · ·+ (x− x۰) · · · (x− xn−۱)f [x۰, x۱, · · · , xn]

بود. خواهد

اسپلاین۵ درونیابی ۴.٢.١

استفاده بالاتر درجه چند�جمله�ایهای از مͬ��توان درونیابی مسائل در دقیق�تر نتایج به رسیدن براي

بلͺه مͬ��دهد افزایش را محاسباتͬ عملیات تعداد نه�تنها بالا درجه چند�جمله�ایهای از استفاده اما کرد.

پایین برای نشود. دقیق نتیجه به منجر است ممͺن کردن گرد از ناشͬ خطای علت به� حاصل نتایج

استفاده اسپلاین درونیابی از نظر مورد دقت به رسیدن و درونیاب چندجمله�ایهای درجه داشتن نگه

باشد. [a, b] بازه از افرازی ∆ = {x۰, x۱, · · · , xn} کنید فرض مͬ�شود.

اگر است S∆ : [a, b] −→ R حقیقͬ تابع ͷی ∆ روی S∆ مͺعبی(تابع) اسپلاین .١.٢.١ تعریف

باشد، پیوسته [a, b] بازه در ۲ مرتبه تا آن مشتقات و S∆(x) الف)

باشد. ۳ درجه حداکثر جمله�ای چند ͷی ۱ ≤ i ≤ n ،[xi−۱, xi] بازه زیر هر در S∆(x) ب)

۶ ثقل مرکز درونیابی ٣.١

کرد. بازنویسͬ دیͽری به�شͺل را لاگرانژ درونیابی مͬ�توان لاگرانژ درونیابی مشͺلات رفع برای

مرتبه دارای که کنیم بیان به�صورتͬ را لاگرانژ دستور بتوانیم که است این کار این از ما هدف اولین

به�صورت لاگرانژ درونیاب چند�جمله�ای دیدیم که همانطوری باشد. o(n) محاسباتͬ

۵Spline interpolation
۶Barycentric interpolation



١٢ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

pn(x) =
n∑

k=۰

Lk(x)fk, Lk(x) =
n∏

j=۰,j ̸=k

x− xj

xk − xj

,

در�این��صورت .L(x) = (x− x۰)(x− x۱) · · · (x− xn) کنید فرض است.

pn(x) =
n∑

k=۰

n∏
j=۰,j ̸=k

x− xj

xk − xj

fk

=
n∑

k=۰

L(x)

x− xk

n∏
j=۰,j ̸=k

۱

xk − xj

fk

به�صورت را wk اگر

wk =
n∏

j=۰,j ̸=k

۱

xk − xj

(۴.١)

آنگاه بͽیریم، نظر در

pn(x) = L(x)
n∑

k=۰

wk

x− xk

fk (۵.١)

مͬ�گویند. لاگرانژ درونیابی شده اصلاح شͺل را آن که

داریم در�این�صورت باشد. f(x) = ۱ ثابت تابع (۵.١) در f تابع که کنید فرض حال

L(x) = ۱

/ n∑
k=۰

wk

(x− xk)
.

داشت خواهیم (۵.١) در فوق رابطه جایͽذاری با

pn(x) =

∑n
k=۰

wk

x− xk

fk∑n
k=۰

wk

x− xk

(۶.١)

دستور ͷی اساسا ثقل مرکز دستور مͬ�بینیم مͬ�گویند[۴]. لاگرانژ درونیابی ثقل مرکز شͺل را آن که

بدون مخرج ولͬ مͬ�شوند ظاهر یͺسان به�صورت مخرج و صورت در وزن�ها اما است لاگرانژ

حذف wj وزن�های در مͬ�توان را j از مستقل عامل هر که مͬ�دهد نشان این مͬ�باشد، fj داده�های

ͷی کردن اضافه مͬ�کنیم مشاهده (۶.١) به توجه با باشد. موثر pn(x) مقدار در اینکه بدون کرد

است زیر مرحله دو شامل درونیابی نقاط به نقطه



١٣ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

نقطه. هر برای محاسبه ͷی j = ۰,۱, · · · , n به�ازای (x− xn+۱) بر wj هر تقسیم •

دیͽر. عمل n+ ۱ با (۴.١) از استفاده با wn+۱ محاسبه •

مقدماتͬ تعریف�های و قضیه�ها ۴.١

مقدماتͬ تعریف�های ١.۴.١

باشد زیر شرایط دارای اگر گویند. [a, b] در وزن تابع را w(x) تابع .١.۴.١ تعریف

باشد. اندازه�پذیر [a, b] نامتناهͬ یا متناهͬ بازه�های زیر� روی و ∀x ∈ [a, b], w(x) ≥ ۰ الف)

باشند. متناهͬ و موجود k = ۰,۱,۲, · · · ،µk =

∫ b

a

xkw(x)dx گشتاورهای تمام ب)

از s(x) نامنفͬ چند�جمله�ای هر به�ازای ∫ج) b

a

w(x)s(x)dx = ۰

شود نتیجه

s(x) ≡ ۰.

به�������طوری�که مͬ�شود داده نشان (f, g) نماد با تابع دو در�این��صورتضربداخلͬ .f, g ∈ R فرضکنید

(f, g) =

∫ b

a

w(x)f(x)g(x)dx.

.(f, g) = ۰ هرگاه گویند، متعامد را g و f تابع دو .٢.۴.١ تعریف

حالت در باشد. پیوسته و موجود آن مشتق هرگاه گویند هموار را f : R −→ R تابع تعریف١.۴.٣.

همه از آن جزئͬ مشتقات هرگاه گویند هموار���) بار هموار(بی�نهایت را f : Rm −→ Rn تابع کلͬ

باشد. پیوسته و موجود مرتبه�ها

باشیم داشته همچنین و g(h) ̸= ۰ همواره که باشند hحسب بر تابع دو g و f اگر .۴.۴.١ تعریف

lim
h→۰

f(h)

g(h)
= C ̸= ۰



١۴ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مثبت حقیقͬ عدد ͷی p که g(h) = hp که خاص حالت در .f(h) = O(g(h)) مͬ�نویسند آنگاه

.f(h) = O(hp) مͬ��نوسیم است،

مقدماتͬ قضیه�های ٢.۴.١

علامت تغییر [a, b] بازه در h تابع و [a, b] بازه در پیوسته تابعͬ g کنید فرض [١] .۵.۴.١ قضیه

به��طوری�که دارد وجود η ∈ [c, d] مانند عددی در�این��صورت ∫ندهد d

c

g(x)h(x)dx = g(η)

∫ d

c

h(x)dx.

درونیابی نقاط xn و · · · ،x۱ ،x۰ و باشد n+۱ مرتبه پیوسته مشتق دارای f اگر [١٢] .۶.۴.١ قضیه

که دارد وجود ξ ∈ I[x۰, x۱, · · · , xn, x] مانند نقطه���ای آنگاه باشند متمایز دو به دو

f(x)− p(x) = (x− x۰)(x− x۱) · · · (x− xn)
f (n+۱)(ξ)

(n+ ۱)!
.

xn و · · · � ،x۱ ،x۰ نقاط در f(x) درونیاب چند�جمله�ای p(x) و f(x) = xn+۱ اگر .٧.۴.١ مثال

آنگاه باشد،

الف)

p(x) = xn+۱ − (x− x۰)(x− x۱) · · · (x− xn),
ب)

f [x۰, x۱, · · · , xn, x] = ۱.

داریم درونیاب درونیاب چندجمله�ای خطای قضیه از استفاده با الف) حل:

xn+۱ − p(x) =
n∏

j=۰

(x− xj)×
(n+ ۱)!

(n+ ۱)!
=

n∏
j=۰

(x− xj)

پس است، پذیر مشتق بار n+ ۱ ،f(x) = xn+۱ چون ب)

f [x, x۰, · · · , xn] =
f (n+۱)(ξx)

(n+ ۱)!

بنابراین

f [x, x۰, · · · , xn] =
(n+ ۱)!

(n+ ۱)!
= ۱.
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که دهید نشان .٨.۴.١ مثال

f [x, x۰, · · · , xn] =
f (n+۱)(η)

(n+ ۱)!
.

آنگاه باشد، طبیعͬ عددی ͷی n اگر حل:

f [x, x۰, x۱, · · · , xn] =
∆n+۱f

(n+ ۱)!hn+۱
,

دیͽر طرف از .[٢]

∆n+۱f = f (n+۱)(η)hn+۱, η ∈ (x۰, xn)

بنابراین

f [x, x۰, x۱, · · · , xn] =
f (n+۱)(η)

(n+ ۱)!
.


