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مقدمه
.[21] کرد معرفی داشت، تابعی آنالیز در ریشه که را بئر حلقه مفهوم ،1955 سال در کاپلانسکی1
معرفی را آن تصویري” هندسه و خطی ”جبر درکتابش که می�باشد بئر2 رینهولد افتخار به بئر نام
توسط R از زیرمجموعه یا راست ایده�آل هر چپ پوچساز هرگاه بئرگوییم را R حلقه است. کرده
توسط R از زیرمجموعه یا چپ هرایده�آل راست پوچساز طورمعادل به شود. تولید R در خودتوانی
مفهوم فوق درتعریف دوطرفه” ”ایده�آل با چپ” ”ایده�آل جایگزینی با شود. تولید �R در خودتوانی
را M مدول شد. داده توسیع بئر شبه حلقه به 1967 سال در [12] کلارك3 توسط بئر حلقه�
حلقه و باشد اساسی مستقیم جمعوند یک در آن زیرمدول هر هرگاه گوییم ( CS گسترشی(یا
چترز4 1980 سال در باشد. گسترشی راست R−مدول عنوان به هرگاه است راست گسترشی R
راست گسترشی حلقه�هاي و بئر حلقه�هاي بین نزدیک رابطه�اي که دادند نشان [10] وخوري5
مدول�هاي براي مشابه توصیفی می�توان آیا که است این می�شود پرسیده که سوالی دارد. وجود

1Kaplansky
2Reinhold Baer
3Clarck
4Chatters
5Khuri
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2 مقدمه

معرفی با [32] رومن7 و رزوي6 2004 سال در کرد؟ پیدا حلقه�ها جاي به نامنفرد گسترشی
مدول�هاي مطالعه نامه پایان این اصلی هدف دادند. پاسخ سوال این به بئر شبه و بئر مدول�هاي

است. بئر
است. مقدماتی قضایاي و تعاریف شامل اول فصل

گسترشی مدول�هاي با آن رابطه آن، براي مثال�هایی ارائه و بئر مدول معرفی ضمن درفصل�دوم
می�دهیم. شرح را

با رابطه�اش آن، براي مثال�هایی ارائه ضمن و کرده معرفی را درونبر مدول�هاي سوم درفصل
می�دهیم. قرار بررسی مورد را بئر مدول درونریختی حلقه

و لازم شرط و گذاریم می بئر مدول�هاي مستقیم جمع روي را خود تمرکز چهارم درفصل
می�کنیم. معرفی باشد بئر بئر، مدول�هاي مستقیم جمع آنکه براي کافی

6Rizvi
7Roman



1 فصل
مقدماتی قضایاي و تعاریف

سراسر در می�پردازیم. پایان�نامه این در نیاز مورد قضایاي و لم�ها تعاریف، ذکر به نخست درفصل
مدول�ها نمی�باشد. جابجایی لزوماً که است یکدار شرکت�پذیر حلقه�اي ،R از منظور پایان�نامه این
در راست R−مدول ،M شود. تصریح آن خلاف آنکه مگر می�شوند، فرض راست R−مدول�هاي
S = EndR(M) نماد از داده نشان S با Mرا R−درونریختی�هاي تمام حلقه است، شده گرفته نظر
که این براي گرفت. درنظر چپ S−مدول عنوان به را M می�توان نماد این با می�کنیم، استفاده
دهنده نشان N ≤⊕ M نماد و می�کنیم استفاده N ≤M نماد از Mاست، از زیرمدولی N بگوییم
Mاساسی در N که معناست این به N ≤e M Mمی�باشد. در مستقیمی جمعوند N که است آن
Mn و M انژکتیو پوشش دهنده نشان E(M) .( N ∩

L ̸= ۰ ، ۰ ̸= L ≤M هر براي است(یعنی
اعداد حلقه دهنده نشان ترتیب به Z و Q ،R ،C است. M از نسخه n مستقیم جمع معناي به

می�باشد. Z
nZ

دهنده نشان Zn و هستند صحیح و گویا حقیقی، مختلط،

وجود rناصفري ∈ R mناصفر، ∈M هر براي اگر تنها و اگر است N اساسی Mتوسیع .1.1 قضیه
۰ ̸= mr ∈ N طوریکه به باشد داشته

است M از ناصفري زیرمدول mR .۰ ̸= m ∈ M و باشد N اساسی توسع M کنید فرض اثبات.
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4 مقدماتی قضایاي و تعاریف .1

.۰ ̸= mr ∈ N طوریکه به دارد وجود ناصفري r ∈ R یعنی این و mR ∩N ̸= ۰ پس
وجود ناصفري k ∈ K پس باشد، M از دلخواهی ناصفر زیرمدول K کنید فرض برعکس،
بنابر اما .۰ ̸= kr ∈ N طوریکه به دارد وجود ناصفري r ∈ R فرض بنابر نتیجه در داشت، خواهد
توسیع M یعنی این و K ∩N ̸= ۰ نتیجه در kr ∈ K ∩N پس kr ∈ K ،K بودن مدول خاصیت

است. N اساسی

می�باشد. مدول یک بودن اساسی توسیع براي مناسبی محک فوق قضیه

تعریف زیر صورت به داده نشان rM(I) با را M در I راست پوچساز ، I ⊆ S براي .2.1 تعریف
می�شود:

rM(I) = {m ∈M |Im = ۰}

می�شود: تعریف زیر صورت به داده نشان rR(N) با را R در N راست پوچساز ، N ⊆M براي
rR(N) = {r ∈ R|Nr = ۰}

می�شود: تعریف زیر صورت به داده نشان lS(N) با را S در N چپ پوچساز طور همین
lS(N) = {φ ∈ S|φN = ۰}

ایده�آل rR(N) همچنین است. M از زیرمدولی rM(I) که داد نشان می�توان براحتی .3.1 تذکر
است. S از چپی ایده�آل lS(N) و R از راستی

lS(Y ) ⊆ lS(X) صورت این در X ⊆ Y طوریکه به ،X,Y ⊆M کنید فرض .4.1 قضیه

می�شود. ثابت عضوگیري با و براحتی اثبات.

مجموعه باشد، ناتهی τ اگر Mباشد. زیرمدول�هاي از خانواده�اي {Mi}i∈τ فرضکنید تعریف5.1.
صورت به را ∑i∈τ Mi∑

i∈τ

Mi =

{ n∑
k=۱

xik |n ≥ ۱, ik ∈ τ, xik ∈Mik

}
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.∑i∈IMi = ۰ می�دهیم قرار باشد، تهی I اگر و می�کنیم تعریف
است. M از مدولی زیر ∑i∈IMi داد نشان می�توان براحتی

شرایط اینصورت در باشد. M زیرمدول�هاي از ناتهی خانواده�اي {Mi}i∈τ کنید فرض .6.1 قضیه
معادلند: زیر

هر و ik مثل τ از عضو هر ،n ≥ ۱ هر ازاي به یعنی است؛ مستقل خانواده�اي {Mi}i∈τ .1
xik؛ = ۰ ،۱ ≤ k ≤ n ،k هر ازاي به که می�شود نتیجه ∑n

i=۱ xik = ۰ از ،xik مثل Mik از عضو
Mj؛ ∩ (

∑
i∈τ−{j}Mi) = ۰ ،j مثل τ از عضو هر ازاي به .2

ها Mi اعضاي از متناهی مجموعی حسب بر فرد به منحصر نمایشی ∑i∈τ Mi از عضو هر .3
دارد.

شود. مراجعه [1] مرجع به اثبات.
ازشرایط اگریکی باشد. M زیرمدول�هاي از ناتهی خانواده�اي {Mi}i∈τ کنید فرض .7.1 تعریف
می�گوییم مستقیم جمع i∈τ∑را Mi جمع آنگاه باشد، برقرار خانواده این براي قبل قضیه در معادل
می�نویسیم ⊕i∈τ Mi جاي به τ = {۱, ..., n} که حالتی می�دهیم.در نمایش ⊕i∈τ Mi با را آن و

.M۱ ⊕ ...⊕Mn یا ⊕n
i=۱Mi

است. M از نسخه τ مستقیم جمع معناي به M (τ)

اینصورت در باشد. ,R)−دومدول S) ،M و دلخواه حلقه�هایی S و R کنید فرض .8.1 قضیه
راستی ایده�آل J۱ آن در که هستند J۱⊕J۲ شکل به ،A =

 R M

۰ S

 حلقه راست ایده�آل�هاي

است. J۱M شامل M ⊕ S از راستی S−زیرمدول ،J۲ و R از
شود. مراجعه [26] مرجع در 1.17 قضیه به اثبات.

M از زیرمدول هر هرگاه گویند تحویل�پذیر به�طورکامل یا نیمساده را M R−مدول .9.1 تعریف
مثل M از زیرمدولی ،K مثل M از مدول زیر هر ازاي به یعنی باشد، M از مستقیمی جمعوند

.M = K ⊕ P که باشد موجود P



6 مقدماتی قضایاي و تعاریف .1

C هرگاه )گوییم M (در N مکمل را C ⊆ M زیرمدول ،N ≤ M کنید فرض .10.1 تعریف
باشد. ماکسیمال در C ∩N = ۰ که خاصیت این به نسبت

چون زیرمدولی هرگاه ( C ⊆c M نماد گوییم(با M در مکمل را C ⊆M زیرمدول .11.1 تعریف
باشد. M در N مکمل C که باشد داشته وجود N ⊆M

براحتی زرن لم از استفاده و Γ = {L ≤ M |L ∩ N = ۰} خانواده گرفتن نظر در با .12.1 تذکر
است. مکمل یک داراي N مثل زیرمدول هر که داد نشان می�توان

پس نباشد، چنین فرض�کنید زیرا بود. خواهد N مکمل C آنگاه M = C ⊕N اگر .13.1 مثال
که دارد وجود ناصفر q ∈ Q اینصورت در ، C ⫋ Q و Q ∩ N = ۰ بطوریکه دارد وجود Q ≤ M

اینصورت غیر در زیرا است، ناصفر n ∈ N و c ∈ C آن در که q = c + n می�نویسیم .q /∈ C

n ∈ Q∩N = ۰ لذا و n ∈ Qپس q−n ∈ Q نتیجه در q−n ∈ C داریم است. تناقض که q ∈ C

است. تناقض که n = ۰ پس

ناصفري L ≤M درغیراینصورت زیرا ،C ⊕N ≤e M داریم: باشد، N مکمل C اگر .14.1 تذکر
می�کند، پیدا معنی L⊕C⊕N مستقیم مجموع یعنی L∩ (C⊕N) = ۰ که داشت خواهد وجود

است. C بودن مکمل با تناقض در این که C ⫋ L⊕ C و (L⊕ C) ∩N = ۰ پس

.C ⊆c M آنگاه N ⊆c M و C ⊆c N اگر اینصورت در .C ⊆ N ⊆M کنید فرض .15.1 قضیه

U ⊕ T مکمل C می�کنیم ادعا باشد، M در T مکمل N و N در U مکمل C کنید فرض اثبات.
U ∩ T = ۰ پس N ∩ T = ۰ اما U ∩ T ⊆ N ∩ T ،U ⊆ N چون که می�بینیم است.ابتدا M در
،c ∈ U +T و c ∈ C اگر زیرا C ∩ (U ⊕T ) = ۰ ازطرفی است. بامعنی U ⊕T مستقیم جمع ولذا
C ⊆ N از ،t′ = c−nپس c = n+ t

′ یعنی c ∈ N +T پس U ⊆ N که آنجا از .c = u+ tپس
t = n − u یا n = u + t پس c = n لذا t′ = ۰ پس N ∩ T = o چون t

′ ∈ N می�گیریم نتیجه
.c = ۰ ولذا c ∈ U پس c = u نتیجه در t = ۰ پس t ∈ N پس U ⊆ N اما
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D ∩ (U ⊕ T ) ̸= ۰ دهیم نشان است کافی بگیرید، نظر در را C ⊊ D دلخواه زیرمدول حال
.C ⊆c M بوده،یعنی ماکسیمال در C ∩ (U ⊕ T ) = ۰ خاصیت به نسبت C صورت آن در زیرا
،C ⊆ N و C ⊊ D که آنجا از (زیرا D ∩N = C کرد فرض می�توان کلیت دادن دست از بدون
است N در U مکمل C آنجاکه از C ⊊ D ∩ N اگر حال .C = C ∩ N ⊆ D ∩ N داریم
اینکه از .( D∩ (U ⊕T ) ̸= ۰ پس D∩N ∩U ⊆ D∩U ⊆ D∩ (U ⊕T ) اما ،(D∩N)∩U ̸= ۰

N ⊊ N +dR لذا d /∈ N پس d /∈ D∩N پس d /∈ C طوریکه به دارد وجود d ∈ D ،C ⊊ D که
داریم: نتیجه در ،(N + dR) ∩ T ̸= ۰ پس

n+ dr = t ̸= ۰ (1.1)

.n ∈ N, r ∈ R, t ∈ T آن در که
اما .D ∩ (U ⊕ T ) ̸= ۰ نتیجه در D ∩ T ̸= ۰ پس t ∈ D لذا n + dr ∈ D آنگاه n ∈ C اگر
آن در که c+ nr

′
= s ̸= ۰ داریم: پس (C + nR) ∩ S ̸= ۰ ولذا C ⊊ C + nR آنگاه n /∈ C اگر

داشت: خواهیم (1.1) معادله از حال .c ∈ C, r
′ ∈ R, s ∈ S

s− tr
′
= c+ nr

′ − tr
′
= c+ (n− t)r

′
= c− drr

′ ∈ D ∩ (S ⊕ T )

که s = ۰ پس S ∩ T = ۰ اما s ∈ T لذا و s = tr
′ درغیراینصورت زیرا s− tr

′ ̸= ۰ طرفی از
D ∩ (S ⊕ T ) ̸= ۰ نتیجه در و s− tr

′ ̸= ۰ است.پس تناقض

C هرگاه گوییم M در بسته) طورخلاصه به (یا اساسی بسته را M از C زیرمدول .16.1 تعریف
باشد. نداشته سره اساسی توسیع

معادلند: زیر موارد C ≤M براي .17.1 قضیه
.C ⊆c M .1

بسته(اساسی)است. M در C .2



8 مقدماتی قضایاي و تعاریف .1

.E(M) از X چون مستقیمی جمعوند براي C = X ∩M .3

شود. مراجعه [27] مرجع در 6.32 قضیه به اثبات.

بود. خواهد بسته M در C آنگاه باشد، بسته M در N و بسته، N در C اگر .18.1 نتیجه

قضیه بنابر پس C ⊆c M ،15.1 بنابرقضیه حال ،N ⊆c M و C ⊆c N داریم قبل ازقضیه اثبات.
بود. خواهد بسته M در C قبل

آن در که annr(m) ≤e RR هرگاه گوییم M منفرد عنصر را m ∈M .19.1 تعریف
.mI = ۰ باشیم: داشته اي I ≤e RR براي معادل طور به� یا و annr(m) = {r ∈ R|mr = ۰}

Z(M) =M هرگاه گوییم منفرد MRرا نمایشداده، Z(M) Mرابا عناصرمنفرد تمام مجموعه
هرگاه است راست نامنفرد R می�گوییم خصوص به .Z(M) = ۰ هرگاه گوییم نامنفرد را MR و

.Z(RR) = ۰

است. M از زیرمدولی Z(M) که داد نشان می�توان .20.1 تذکر

Z(N) = N ∩ Z(M) داریم: N ≤M براي .21.1 قضیه

می�شود. ثابت عضوگیري با و براحتی اثبات.

است. نامنفرد نامنفرد، مدول یک از زیرمدول هر .22.1 نتیجه

داریم: فوق قضیه بنابر .N ≤M و باشد نامنفرد M کنیم فرض اثبات.
Z(N) = N ∩ Z(M) = N ∩ ۰ = ۰

است. نامنفرد N پس

که annl(A) = ۰ باشیم: داشته A ≤e RR هر براي اگر تنها و اگر است نامنفرد RR .23.1 قضیه
annl(A) = {r ∈ R|rA = ۰} آن در
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بگیرید نظر در r ∈ annl(A) باشد. دلخواه A ≤e RR و باشد نامنفرد RR کنید فرض اثبات.
یعنی r = ۰ پس Z(RR) = ۰ اما ،r ∈ Z(RR) نتیجه در .A ≤e RR براي rA = ۰ داریم: پس

.annl(A) = ۰

در r ∈ Z(RR) .annl(A) = ۰ باشیم: داشته A ≤e RR هر ازاي به کنیم فرض برعکس،
.r = ۰ فرض بنابر نتیجه در و r ∈ annl(A) پس اي. A ≤e RR براي rA = ۰ پس بگیرید، نظر

نامنفرداست. RR یعنی Z(RR) = ۰ پس بود دلخواه r ∈ Z(RR)

شامل M از زیرمدولی می�دهیم، نشان Z۲(M) با که را M منفرد زیرمدول دومین .24.1 تعریف
بطوریکه: است Z(M)

Z۲(M)

Z(M)
= Z(

M

Z(M)
)

.
داد: نشان می�توان تعریف از استفاده با و راحتی به

. annr(m+ Z(M)) ≤e RR اگر تنها و اگر m ∈ Z۲(M)

است. نامنفرد M

Z۲(M)
همواره .25.1 قضیه

شود. مراجعه [33] مرجع به اثبات.

،f : K →M مثل R−همریختی هر Kو ≤M هر براي هرگاه گوییم چندشکل Mرا تعریف26.1.
باشد. M از بسته��اي مدول زیر kerf

است. چندشکل نامنفرد، مدول هر .27.1 قضیه
چند ولی بوده نامنفرد که داشته Mوجود مثل مدولی یعنی نباشد، چنین این کنید فرض اثبات.
M از بسته�اي زیرمدول kerf طوریکه به دارد وجود f : K → M و K ≤ M پس نیست. شکل
دارد وجود nاي ∈ N پس kerf ⪇ N چون دارد. N مثل اي سره اساسی توسیع یعنی نیست،

I = {r ∈ R|nr ∈ kerf} کنید: تعریف .n /∈ kerf که
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ازآنجاکه زیرا است، ناصفر I طرفی از است. R از راستی ایده�آل I داد نشان براحتی می�توان
دارد وجود rناصفري ∈ R ناصفر، x ∈ N هر براي 1.1 قضیه بنابر است kerf اساسی توسیع N
دلخواه ۰ ̸= a ∈ R کنید فرض زیرا ،I ≤e RR .n ∈ N براي جمله از ،۰ ̸= xr ∈ kerf طوریکه به
می�کند ایجاب I تعریف a /∈ I اگر ،۰ ̸= ar

′ ∈ I دراینصورت r′ = ۱ دهید قرار a ∈ I اگر باشد،
وجود ناصفر ′rاي ∈ R ،1.1 قضیه بنابر پس، na ∈ N و kerf ⪇e N که آنجا از حال .na /∈ kerf

پس f(nb) = ۰ ،b ∈ I هر براي که آنجا از .۰ ̸= ar
′ ∈ I پس ۰ ̸= nar

′ ∈ kerf طوریکه به دارد
n /∈ kerf زیرا f(n) ̸= ۰ ولی f(n) ∈ Z(M) پس ۰ = f(nI) = f(n)I داریم: حال .f(nI) = ۰

است. M بودن نامنفرد با تناقض در این و

جمع صورت به را آن نتوان هرگاه گوییم تجزیه�ناپذیر را M ناصفر R−مدول .28.1 تعریف
نوشت. ناصفر مدول زیر دو مستقیم

یک و صفر از غیر خودتوانی S = End(M) اگر تنها و اگر است تجزیه�ناپذیر M .29.1 قضیه
باشد. نداشته

M = kerf ⊕ Imf که دید می�توان .f۲ = f ∈ S و باشد، تجزیه�ناپذیر M کنید فرض اثبات.
براي ،kerf = ۰ کنیم فرض .Imf = ۰ یا kerf = ۰ بایستی است تجزیه�ناپذیر M که آنجا از اما
منظور ) f = ۱ یعنی واین f(m)−m ∈ kerf = ۰ پس f(f(m)) = f(m) داریم: m ∈ M هر
.f = ۰ که است آن معناي به وضوح به Imf = ۰ اما است). M بروي همانی نگاشت همان ۱ از
باشد تجزیه�پذیر M ولی نداشته یک و صفر از غیر خودتوانی End(M) کنیم فرض برعکس،
حال .M = M۱ ⊕M۲ که یافت چنان M از M۲ و M۱ مثل ناصفر زیرمدول�هاي می�توان پس
π۱ ̸= ۰ اما ،π۲

۱ = π۱ وضوح به بگیرید. نظر در را π۱ : M → M۱ کانونی تصویر پوشاي نگاشت
است. تناقض که ۰ = kerπ۱ = M۲ ،π۱ = ۱ اگر غیراینصورت در زیرا π۱ ̸= ۱ و M۱ ̸= ۰ زیرا
تجزیه�ناپذیر M پس است، مسئله فرض با تناقض در این و بوده S در نابدیهی خودتوانی π۱ پس

بود. خواهد
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ناصفر ناصفرش، زیر�مدول دو هر اشتراك هرگاه گوییم یکنواخت Mرا ناصفر مدول .30.1 تعریف
M در ناصفرش هرزیر�مدول یا و باشد؛ ناپذیر تجزیه ناصفرش زیر�مدول هر طورمعادل به (یا باشد

باشد). اساسی

، nZ شکل به آن ناصفر مدول زیر هر زیرا است، یکنواخت Z−مدول عنوان به Z .31.1 مثال
آن در که nZ ∩mZ = [n,m]Z ̸= ۰ داریم: n,m ∈ N هر براي و بوده ،n مثل طبیعی عدد براي

است. m و n عدد دو مشترك مضرب کوچکترین [n,m] از منظور

مجموعه p اول عدد براي .32.1 تعریف
Jp =

{ ∞∑
i=۰

aip
i|ai ∈ Z, ۰ ≤ ai ≤ p− ۱

}
ρ = b۰ + b۱p+ ...+ bnp

n + ... و π = a۰ + a۱p+ ...+ anp
n + ... کنید فرض نظربگیرید. در را
کنید: تعریف باشند، Jp از عضو دو

π + ρ = c۰ + c۱p+ ...+ cnp
n + ...

و
πρ = c

′

۰ + c
′

۱p+ ...+ c
′

np
n + ...

آن در که

c۰ = a۰ + b۰ − k۰p

cn = an + bn + kn−۱ − knp

c
′
۰ = a۰b۰ −m۰p

c
′
n = a۰bn + a۱bn−۱ + ...+ anb۰ +mn−۱ −mnp( n = ۱,۲, ... )

p − ۱ و ۰ بین c′n و cn که آنجا از فرد، طورمنحصربه به k۰, kn,m۰,mn صحیح اعداد درآن که
اعداد حلقه آن به که می�دهد حلقه یک تشکیل بالا وضرب جمع با Jp می�شوند. تعیین هستند،


