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 چکیده

کنند و  ها ایجاد می ها نقش بسزایی در تحلیل هاي آماري، برخی از داده در بسیاري از تحلیل
هاي آلوده  پرت و داده ي این داده ها، نقاط ها شوند از جمله گیري شاید باعث اختلال در نتیجه

ي مکان ها هاي پایدار از پارامتر نفوذپذیري تأثیر گذارند و همچنین برآورد باشند که در کران می
نامه،  گیرند. در این پایان متغیره و ترکیبی از آنها در مسائل آماري مورد تردید قرار می چند
یافته چندمتغیره خطی را که توسط اوجا پیشنهاد شده معرفی و سپس به  ي پایاي تعمیم میانه

قاط پرت و اي و میانه در حالت کروي، و بیضوي پرداخته و تأثیر این ن ي فاصله مقایسه با میانه
هاي ماتریس کوواریانس میانه  کنیم. سپس به معرفی برآورد آلوده را روي آنها بررسی می

به مقایسه عددي  (CP)گیري و احتمال پوشش تجربی  پرداخته و با ارائه دو روش اندازه
حالت اي در  ي فاصله پردازیم. اوجا در واقع میانه در حالت چند متغیره را به میانه ها می برآوردگر

اي است و  ي فاصله دهد که به طور مجانبی به کارایی میانه کند و نشان می متغیره ساده می یک
نامه به کارایی مجانبی،  رفتاري است. از این رو در این پایان داراي خصوصیات کارا وپایدار خوش

اهیم کرد. پذیري و اثرات نقاط فروریزش در حالت کلی و براي میانه اوجا، اشاره خو تابع نفوذ
سپس سه مفهوم اساسی، علامت و رتبه چندمتغیره، ماتریس کوواریانس رتبه و علامت و 

  هاي آن، همچنین پایداري و کارایی این برآوردها، ارائه خواهد شد.  برآورد
هاي گوناگون برآورد ماتریس کوواریانس  متغیره متقارن و راه هاي چند نهایتاً با توجه به مدل

پردازیم و همچنین وابستگی این  ه این مدل به مقایسه عددي این برآوردها میعلامت مربوط ب
دهیم  هاي متناهی و همچنین اریبی، آنها را نشان می برآوردگرها را به نقاط فروریزش در نمونه

  سپس پیشنهادي براي از بین بردن میزان اریبی ارائه خواهیم کرد.
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  مقدمه
رو شویم که در  ههایی روب آماري ممکن است با دادههاي  در بعضی از تحلیل     

گردند و در این صورت  هایمان تأثیرات بسزایی دارند و باعث اختلال در تحلیل می گیري نتیجه
هاي آلوده،  هاي پرت و داده کنند، از جمله داده گیري دچار تردید و شک می ما را در تصمیم

نامه  پیشنهادي براي حل این موضوع بود. هدف این پایاندنبال راه حل و  بایستی به بنابراین
) و خصوصیات مربوط به آن، ماتریس 1999ي پیشنهاد شده توسط اوجا (اوجا معرفی میانه

باشد، سپس برآوردهایی براي ماتریس کوواریانس و  می )1994کوواریانس علامت (هتمنسپرگر
تأثیر نقاط پرت و آلوده روي میانه اوجا و  )،2003مقایسه عددي آنها (اوجا ، هتمنسپرگر و نادار
)، ارائه خواهد شد. در این 2000 ویسورين و نیکوئبرآورد ماتریس کوواریانس میانه اوجا (اوجا، 

)، نقاط فروریزش (نینیما و 1994میان به مسائلی همچون کارایی مجانبی (نینیما و اوجا
ن و نهاي بیضوي (اوجا و کونی ریف توزیع) تع1994)، کران نفوذپذیري (نینیما و اوجا1994اوجا

وي، مقایسه میانه چندمتغیره در حالت بیضوي با کرهاي  توزیع معرفی برخی از)، 2000سوريوی
) و همچنین رتبه و علامت میانه 1984یافته معرفی شده توسط اوجا (نینیما و اوجا  میانه تعمیم

دهاي )، مطالعه پایداري و کارایی برآور2000 سوريوین و نی(اوجا و کوئاي و میانه اوجا  فاصله
  ) خواهیم پرداخت.2000 سوريوین و نیماتریس کوواریانس (اوجا وکوئ

مورد استفاده قرار گرفته است،  دفعاتنامه به  در فصل اول به مفاهیم اولیه که در متن این پایان
متغیره  سهکنیم و در فصل دوم به معرفی میانه اوجا، تابع اصلی یا تابع هدف در حالت  اشاره می

یافته و کارایی  پردازیم. سپس خصوصیات مجانبی میانه تعمیم متغیره و ارائه یک مثال می݇ و 
ي اوجا و سپس نتایج مربوط به  مجانبی درحالتی از نرمال چندمتغیره و تابع نفوذپذیري میانه

  پردازیم. آن می
ون گ یهاي بیض ) و مدل1999اي (هتمنسپرگر در فصل سوم ماتریس کوواریانس علامت و رتبه

ي برآوردهایی براي ماتریس کوواریانس  با ارائه شرح داده و ) را2000 سوريوین و نیاوجا وکوئ(
د قضیه پردازیم در این میان چن ) به مطالعۀ کارایی و پایداري آنها می2003(اوجا و هتمنسپرگر 

  گردد. و اثبات مربوط به آن ارائه می
هاي آلوده و تأثیرات آنها به بررسی اریبی این برآوردگرها براي  در فصل چهارم با تعریف داده

 ودو هایمان را از برآورد ماتریس کوواریانس در حالت  پردازیم و یافته هاي متناهی می نمونه
  نتایج، پیشنهادهایی ارائه خواهیم کرد. متغیره به مقایسه عددي گذاشته و با بیان سه

  



 
  
  
  
  

  فصل اول
  مفاهیم

  
  

    



است و براي درك و  کار گرفته در این رساله آورده شده در این فصل برخی از مفاهیم به     
  نمودار ارائه گردیده است. ههاي عددي به همرا ها مثال تصور بهتر مطالب در برخی از بخش

  و کروي گون یتوزیع بیض
 ي متغیره تعمیم توزیع نرمال استاندارد چندرتیب ت به 2گون و بیضی 1هاي کروي توزیع     

ୢܰ(o, Iୢ) متغیري و توزیع نرمال چند ୢܰ(µ,) 1993( 3اندرسن (رجوع کنید بهباشند می ،(
توان بسیاري از  می ) )1976(7)، زلنر2004( 6)، یان و بنتلر1992( 5)، آلکین1979( 4لانگ
در مورد جوامع با توزیع  هاي آماري را مستقیماً یا با اندکی تغییر قدیمی تحلیلهاي  روش
  .کار برد گون به یبیض

  گون یمعرفی توزیع بیض   1-1
,۲,ߤ) تایی وسیله یک سه به، ࢄ ، مانندگون یبیضبا توزیع یک بردار تصادفی       g)  مشخص
(ࢄ)ܧشود که در آن  نمایش داده می (݃,ࡰ,ߤ)ܥܧ~ܺصورت  شود و به می = و  	ߤ

(ࢄ)ݎܸܽ = ∑ تابعی است که یک خانواده خاص از  gو  یک مقدار ثابت مثبت ܽکه  	ࡰܽ=
در صورت  گون تابع چگالی بردار تصادفی بیضی ،نماید را مشخص می گون یهاي بیض توزیع

  شود: صورت زیر نوشته می وجود به

f(ݔ)܆ = 	 |۲|ି
ଵ
ଶg[(ݔ − ݔ)ଵିࡰᇱ(ߤ −  [(ߤ

به این  پذیر) منفرد (داراي ماتریس کوواریانس وارونمتغیره نا خانواده نرمال چندعنوان مثال  به
ܽکلاس تعلق دارد، که در آن  = (ݐ)݃و  1 = exp ቄ− ௧

ଶ
ቅ شود. در نظر گرفته می  

بدین صورت که اگر در یک  ،هستند گون هاي بیضی توزیع ی ازکروي حالت خاص هاي توزیع     
ࣆ گون یتوزیع بیض = ࡰ و  = در نظر گرفته شود، توزیع حاصل توزیع کروي خواهد  ࡵ

داراي توزیع کروي باشد، آنگاه با انتخاب یک تبدیل مناسب، توزیع  ܻ بود. در نتیجه اگر
ࢄ =  + ࡰخواهد بود که در آن گون یبیض ܇۰ = (ܺ)ݎܸܽو  ᇱܤܤ ∝ توان بردار  می ᇱܤܤ

ࢄصورت  را به×ଵࢄ  گون یتصادفی بیض = ࢁܴ +  یک بردار  ࢁ که در آن. نیز نمایش داد

                                                
1Spherical Distribution 
2 Empirical Distribution 
3 -Anderson 
4 -lang 
5 -Olkin 
6 -Bentler and yuan 
7 -Zellner 



یک متغیر  ܴتوزیع شده است و  ܴطور یکنواخت روي سطح کره واحد در  هتصادفی است که ب
دست پیدا کرد.  ݃توان به تابع  باشد که با استفاده از آن می می ܷتصادفی مثبت و مستقل از 

داراي توزیع نرمال  ࢄدرجه آزادي باشد، آنگاه  دو با  داراي توزیع کاي ଶܴعنوان مثال اگر  به
p.متغیره است  

.)݂ و ،(݃,ࡰ,ࣆ)ܥܧ~ܺ)با فرض 1990( 8فانگ رابطه میان  ،ܴتابع چگالی متغیر تصادفی  (
݃(. .)݂و  (   صورت زیر بیان کرد. هبرا  (

f(r) =
2	π

୬
ଶ

 ቀn
2ቁ

r୬ିଵg(rଶ) 

  

                                                
8 Fang 



  هاي کروي   عرفی برخی از توزیعم   1-1-1
  نماید: را معرفی می هاي کروي اختصار برخی از توزیعجدول زیر به 

  (࢚)یا تابع مشخصه  (࢞)ࢌنوع                                                                                تابع چگالی           
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൰‖ܜ‖  یکنواخت	چند	متغیره																																																																																	

.)۴ که در آن                , .   یافته است تعمیمیک تابع فوق هندسی  (
  بعدي ܘهاي کروي  ): زیر گروههایی از توزیع1- 1- 1جدول(

  
صورت  تواند به ، میگون ی، با توزیع بیضࢄتصادفی  همانگونه که عنوان شد بردار      

ࢄ = ࢁܴ + 	 .یک بردار تصادفی  ࢁماتریس تبدیلات،  که در آن  نمایش داده شود
یک متغیر تصادفی  ܴتوزیع شده و  ܴطور یکنواخت روي سطح کره واحد در  است که به
و  	(ࢄ)ݎܸܽو  (ࢄ)ܧباید  گون یشدن یک توزیع بیضپس براي مشخص  باشد می ࢁمستقل از 

 اي واریانس نمونهتوان با استفاده از میانگین و  معلوم باشد. میانگین و واریانس را می  ܴتوزیع
، که با حذف درصدي از نقاط پرت و 9هاي پیراسته اي داده ها یا میانگین و واریانس نمونه داده

  د.آید برآورد نمو دست می دور افتاده به
اختیاري است، بدین معنا که با  ܴانتخاب توزیع بیان داشت که  )1994و1998( 10کوك     

دست آورد، مثلاً براي دستیابی  هاي مختلفی به توان توزیع می ܴهاي مختلف براي توزیع  انتخاب
دو باشد. در عمل براي دستیابی به یک انتخاب  باید داراي توزیع کاي ଶܴ متغیر به توزیع نرمال،

                                                
9 Trimmed Data 
10 - Cook 



دست  بهزیر  ، که از رابطه11هاي نمونه توان از توزیع تجربی شعاع می ܴمناسب براي توزیع 
  نیاز به اجراي این مراحل اشاره نخواهد شد). دلیل عدم رساله به (در این آیند، استفاده نمود. می

ݎ = ቂ(࢞ − ഥ)ᇱ࢞
ିଵ(࢞ − ഥ)ቃ࢞
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میانگین پیراسته: تمام مشاهدات کوچکتر از چارك اول و بزرگتر از چارك سوم را حذف، و 

  کند. را محاسبه می ଵܳ	و	ଷܳهاي بین  میانگین داده
  
  هاي پرت داده   1-2

 رتپرا به عنوان داده  اي که بیشترین فاصله از بقیه مشاهدات دارد داده) 1994( 12بارنت     
اي که انحراف آن از بقیه  افتادهي دور ا مشاهدهپرت ر ) داده1965( 13سبمعرفی کرد. و گرا

  .تعریف کرد طور محسوس و برجسته قابل مشاهده است ها به داده

  هاي پرت روش تعیین داده   1-2-1
هاي  هاي مورد نظر و بحث رت و روشپ هاي هاي داده هاي وسیع در زمینه بررسیبا توجه به 

  شود: رت ارائه میپ هاي مرتبط در این زمینه، چندین روش عمومی براي تعیین داده
راکنش، آزمون گراب، نمودار پاي، نمودار  )، نمودار جعبهZسازي ( استفاده از روش استاندارد

  رت کم و زیاد.پ هاي ها در تعیین داده از چارك هیستوگرام، و همچنین استفاده
  

  : سازي روش استاندارد
ها داراي  درصد) در مجموعه داده 8/99شف همه مشاهدات (تقریباً  مطابق قضیه چبی     

തܺ(هستند، که در فاصله  3) کمتر از Zمقادیر (نمرات  ±  തܺگیرند که در آن  قرار می )3ܵ
بزرگتر از  Zباشد. بنابراین مشاهدات داراي مقدار قدرمطلق  انحراف معیار نمونه می ܵمیانگین و 

  ، پرت خواهند بود.3
   

                                                
11  Empirical Distribution of the sample Radii 
12 - Barnet 
13 - Grubbs 



  :اي روش رسم نمودار جعبه
اي  اي وجود دارند. بعد از رسم نمودار جعبه هاي آماري زیادي براي رسم نمودار جعبه روش     

گیرند،  هاي داخلی و خارجی قرار می براي هر مجموعه داده، مشاهداتی که ما بین دیواره
گیرند، جزو  هاي خارجی قرار می رت هستند. مشاهداتی که بیرون از این دیوارهپمشکوك به 

یوتري رسم پهاي کام هاي بزرگ این نمودار با استفاده از برنامه رت هستند. براي دادهپ  هاي داده
  گردد. می
  

  :روش رسم نمودار پراکنش
رت است، بدین صورت که پهاي  هاي ساده دیگر براي تعیین داده از شیوه راکنشپنمودار      

رت باشد روي خط پاي  ، اگر دادهܺ	و مسقل ܻراکنش بین دو متغیر وابسته پبعد از رسم نمودار 
گیرند. لذا خط  ي دورتري از خط قرار می  برازش شده براي داده قرار نگرفته و در فاصله

رت داراي برازش خوب نبوده و بدون پ ها با احتساب مقدار داده دادهرگرسیونی رسم شده براي 
  تري خواهد شد. رت، برازش مدل دقیقپ در نظر گرفتن داده

  
  :روش آزمون گراب

اي است  بیان گردید. این آزمون داراي مقدار آماره 1969این آزمون توسط گراب در سال      
باشد، لذا بعد از محاسبه  مربوطه قابل محاسبه میافزارهاي  که بر اساس اطلاعات موجود در نرم

ها بیشتر باشد آن داده  مقدار آماره آزمون گراب، اگر این مقدار، از مقدار استاندارد تک تک داده
هاي  آید. انجام آزمون گراب با استفاده از برنامه رت به حساب میپاز دید آزمون گراب 

  لاین قابل استفاده است. که آنگیرد  ، صورت می15لاتپ و دیتا 14کالک کوییک
  

  روش نمودار هیستوگرام:
رت پ  ، وجود یک دادهگرددرسم  اگر نمودار هیستوگرامنرمال هاي داراي توزیع  در داده     
دار به خود بگیرند.  ها شکل یک توزیع چوله ها را تغییر داده و داده تواند الگوي توزیع داده می

ها قرار  ي دورتري از بقیه داده گردد که آن داده در فاصله میرت باعث پ همچنین وجود یک داده
و یا راست توزیع  پگرفته و بعد از رسم نمودار هیستوگرام به عنوان یک نقطه دور در طرف چ

  قرار بگیرد، و نوع شکل رسم شده را تحت تأثیر قرار دهد.
   

                                                
14-  Quick calc 
15-  Data plot 



  ها: روش استفاده از چارك
چارکی  ي میان با دامنه ଷܳو چارك سوم  ଵܳها داراي چارك اول  اگر فرض کنیم که داده     

ܴܳܫ = ܳଷ − ܳଵ هاي  باشند در این صورت مشاهداتی را که در نامساوي୧ܺ < Qଵ −

Qଵیا  ܴܳܫ1/5 + ܴܳܫ1/5 < ୧ܺ رت خفیف و مشاهداتی را که در پهاي  قرار دارند جزو داده
Qଵهاي  نامساوي + ܴܳܫ3 < ୧ܺ  یا୧ܺ < Qଵ − رت پهاي  گیرند جزو داده قرار می ܴܳܫ3

  شدید هستند.

  هاي آلوده داده   1-3
شوند که به این نوع  آوري می ها با کیفیت پایین، فاسد یا معیوب جمع اغلب کسري از داده     
اما هایمان ندارند،  ها تأثیر چندانی در استنباط گویند. گاهی این داده16هاي آلوده ها، داده داده

کنند  هایمان را دچار اختلال می ها و استنباط تنها نقش بسزایی دارند بلکه تحلیل گاهی نه
(براي درك تفاوت  و ابزاري براي محدود کردن این تأثیرات در نظر گرفت.  بنابراین باید روش

رمال داشته باشید، هاي دو بعدي ن تایی از داده20پرت فرض کنید یک نمونه  آلوده و داده داده
ها قرار بگیرند  داده به جاي توزیع نرمال داراي توزیع دیگري باشند و در این داده 3یا  2چنانچه 

تر از  تر و یا به عبارتی خیلی پرت اي است که خیلی دور پرت داده آلوده دارند. اما داده حکم داده
  گیرد).  هاي داده شده قرار می داده

و اوجا را  گون یبیضاي،  هاي فاصله هاي آلوده روي میانه هاي پرت و داده دهدر این رساله تأثیر دا
  ارائه خواهیم کرد. ها نابسامانیمورد بررسی قرار داده و ابزارها و یا پیشنهادهایی براي حل این 

  
  نقاط فروریزش   1-4

(ଵ)ܺي  ي مرتب شده براي نمونه      < ⋯ < X(୬) ي  با اندازهn  فرض کنید୬ܶ ي  آماره
0به ازاي  ୬ܶمربوط به این نمونه باشد.  ≤ ܾ ≤ ، است اگر ܾ 17ي فروریزش داراي نقطه، 1

  :داشته باشیم ،ߝ  0<براي هر
lim

௫൫(భష್)	൯→ஶ
T୬ 	= ∞, 									 lim

௫(൫భష(್షഄ)൯	)→ஶ
T୬ 	< ∞										 

,(ଵ)ݔ		 اي نمونهتوجه داشته باشید که این شرایط در مورد نقاط  … , هاي  است، نه متغیر(୬)ݔ	
ܺ(ଵ) < ⋯ < X(୬).  

   

                                                
16 -Contamination datas 
17 -Breakdown points 



T୬اگر  الف) 	= ܾاي باشد، می توان نشان داد که  میانگین نمونه ݔ̅ =   است. 0
ܾگیریم. بنابراین براي  براي این منظور فقط شرایط اول را در نظر می = ، شرط اول به 0

  وابسته است و داریم:(୬)ݔ	
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()ݔهنگامی که  → ماند و  ، اولین خط کسري( نسبت بیان شده در بالا) ثابت باقی می∞
ܾکند، بنابراین براي  میل می ∞دومین نسبت به سمت  = 0 ،lim ܶ = است. در  ∞

  اي صفر است. نتیجه مقدار نقطه فروریزش براي میانگین نمونه
T୬اگر  ب) = ܾباشد، آنگاه  اي ي نمونه میانه ୬ܯ = 1

2
  است. 

  هاي زوج) داریم: (n=2m nبنابراین براي 

୬ܯ =
1
2
൫ݔ() +  ൯(ାଵ)ݔ

  



ܾبراي  = 1
  اولین شرط عبارت است از: 2

ቀ݊2ቁݔ
= (݉)ݔ

, (݉)ݔ →∞

⇒ (1+݉)ݔ → ∞	

 

  بنابراین

M୬ →∞

⇒ lim ܶ = ∞
 

  فرد باشد. داریم nحال اگر 
୬ܯ = ݔ

ቀ(ାଵ)
ଶൗ ቁ

 

ܾبراي  = ଵ
ଶ

(ାଵ)، از آنجا که 
ଶ

	> ()
ଶ

  است، بنابراین 

୬ܯ = ݔ
ቀ(ାଵ)

ଶൗ ቁ
→ ∞ 

  را ثابت قرار داده، در نتیجه ε  0<براي بررسی کردن شرط دوم 
൫1 − (ܾ − ൯݊(ߝ = ቀ

݊
2
ቁ + ε݊ 

݊حال براي  > ଵ
ఌ

  داریم: 

ቀ
݊
2
ቁ + ε݊ >

݊
2 + 								و							1 ቀ݊2ቁ + ε݊ >

݊ + 1
2 								 

میل  ∞اي که به  هاي ترتیبی زوج باشد و چه مقدار آن فرد باشد، آماره nبنابراین چه مقدار 
ଵاست. بنابراین نقطه فروریزش براي میانه  ୬ܯکنند مقدار حد  می

ଶ
  است. 

دادن چنین  در صورت رختجاوز کند،  %50تواند از نقطه فروریزش نمی توجه داشته باشید که 
. براي مثال، است 5/0 فروریزشاند. بنابراین ماکسیم نقطه  ها، آلوده شده گوییم داده حالتی می

 ݍ ، داراي یک نقطۀ فروریزشامݍست و میانگین پیراسته ا 5/0 میانه داراي یک نقطه فروریزش
  ) 1900(کسلا و برگر شوند. نامیده می استوارهاي  هایی با نقاط فروریزش زیاد آماره است. آماره

    


