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چͺيده

چͺيده
G گروه صورت این در باشد. آن اول گراف رئوس درجات دنباله D(G) و متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض

یͺریخت غیر گروه k هرگاه گوییم، آن اول گراف رئوس درجات دنباله و مرتبه توسط k-تشخیص�پذیر را

گوییم آن�گاه ،k = ١ اگر حال .D(G) = D(H) و |G| = |H| طوری�که به باشند داشته وجود H مانند

است. تشخیص�پذیر G گروه

n ∈ برای{٧,٨,١٠,١٢,۴,۵,۶} PSL٣(٢n)خاصتصویری خطͬ گروه مͬ�دهیم نشان ابتدا رساله این در

و مرتبه توسط ٢E۶(٢) و PSL(٨)٣ با مرتبط ساده تقریباً گروه�های رده�بندی به سپس است. تشخیص�پذیر

پرداخت. خواهیم آن�ها اول گراف رئوس درجات دنباله

ساده تقریباً گروه�های k-تشخیص�پذیری، اول، گراف رئوس درجات دنباله : کلیدی کلمات

د
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٨۵ Abstract



مقدمه

هستند علاقه�مند گروه�ها تشخیص�پذیری مورد در مطالعه به ریاضͬ�دانان از بسیاری متناهͬ گروه�های نظریه در

ویژگͬ چنین دارای که را گروه�هایͬ و مͬ�دهند قرار مدنظر را گروه ͷی از خاصͬ ویژگͬ که صورت این به

و گروه اول گراف گروه، طیف به مͬ�توان ویژگͬ�هایͬ چنین از مͬ�کنند. رده�بندی یͺریختͬ حد در هستند

کرد. اشاره آن اول گراف رئوس درجات دنباله و مرتبه

و π(G) با را |G| اول مقسوم�علیه�های مجموعه�ی صورت این در باشد، متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض

مͬ�دهیم. نشان ω(G) با گوییم گروه طیف که را G گروه عناصر مرتبه�ی مجموعه�ی

مجموعه با ساده�ای گراف مͬ�شود، نامیده نیز ١ كͽـل-گرنبرگ گراف که G متناهͬ گروه از Γ(G) اول گراف

pq مرتبه�ی از عضوی G اگر تنها و اگر هستند مجاور q و p متمایز رأس دو آن در که است π(G) رئوس

باشد. داشته

نشان deg(p) با را آن که p رأس درجه صورت این در .p ∈ π(G) و متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض

آن در که π(G) = {p١, p٢, ..., pk} اگر حال هستند. p با مجاور که رئوسͬ تعداد از عبارتست مͬ�دهیم

گراف رئوس درجات دنباله را D(G) = (deg(p١), deg(p٢), ..., deg(pk)) آن�گاه ،p١ < p٢ < ... < pk

مͬ�نامیم. G گروه اول

گروه k هرگاه است اولش گراف رئوس درجات دنباله و مرتبه توسط k-تشخیص�پذیر ،G متناهͬ گروه گوییم

،k = ١ اگر حال .|G| = |H| و D(G) = D(H) �طوری�که به باشند داشته وجود H مانند غیریͺریخت

است. تشخیص�پذیر G گروه گوییم آن�گاه

همͺارانش و ٢ درفشه توسط آن اول گراف رئوس درجات دنباله و مرتبه توسط گروه تشخیص�پذیری مفهوم

٢-تشخیص�پذیری و تشخیص�پذیری زمینه در توجهͬ قابل تحقیقات ادامه در سپس گردید. معرفͬ [١٢] در

مطالعه برای که شد انجام آن�ها اول گراف رئوس درجات دنباله و مرتبه توسط ناآبلͬ ساده گروه�های از برخͬ

مͬ�کنیم. توصیه را [٣١] و [٢٨] ،[٢٧] ،[٢٣] ،[٢٢] مراجع زمینه این در بیشتر

1. Kegel-Gruenberg
2. M. R. Darafsheh



مقدمه۴

رئوس درجات دنباله و مرتبه توسط ساده�ای گروه هیچ k-تشخیص�پذیری تاکنون ،k ≥ ٣ ازای به اما

است. مطرح باز مسئله عنوان به همچنان مسئله، این و است نشده ثابت آن اول گراف

است. ناآبلͬ ساده گروه ͷی S آن در که ،S ⊴G ≲ Aut(S) هرگاه است، ساده تقریباً گروه ͷی G گوییم

دنباله و مرتبه توسط ساده تقریباً گروه�های k-تشخیص�پذیری زمینه در جالبͬ تحقیقات ٢ زان و ش١ͬ

شده اشاره [٣٠] و [٢٩] ،[٢۶] درمراجع که داده�اند انجام k ≥ ١ ازای به آن�ها اول گراف رئوس درجات

است.

خواهد نیاز مورد بعدی فصل�های در که پایه مفاهیم بیان به اول فصل است. فصل سه بر مشتمل رساله این

درجات دنباله و مرتبه توسط گروه تشخیص�پذیری مفهوم ابتدا دوم فصل در است. یافته اختصاص بود

به PSL٣(٢n) خاص خطͬ گروه تشخیص�پذیری بررسͬ به سپس مͬ�کنیم. بیان را آن اول گراف رئوس

سوم فصل در پرداخت. خواهیم آن اول گراف رئوس درجات دنباله و مرتبه توسط خاص nهای ازای

بررسͬ به سپس مͬ�کنیم. بررسͬ را PSL(٨)٣) با مرتبط ساده تقریباً گروه�های تشخیص�پذیری ابتدا نیز

که مͬ�دهیم نشان واقع در پرداخت. خواهیم ٢E۶(٢) با مرتبط ساده تقریباً گروه�های تشخیص�پذیری

زیرگروه�های توسط که آن توسیع�های همه�ی که هستند ساده�ای تقریباً گروه�های اولین ٢E۶(٢) و PSL(٨)٣

تشخیص�پذیرند. مͬ�آیند، بدست خارجͬ�شان خودریختͬ گروه

1. Shi
2. Zhang



نمادها فهرست

|G| G گروه مرتبهی

π(G) |G| اول مقسومعلیههای مجموعهی

ω(G) G عناصر مرتبهی مجموعهی

Γ(G) G اول گراف

deg(p) p راس درجه

D(G) G رئوس درجات دنباله

t(G) G اول گراف مؤلفههای تعداد

πi(G) G اول گراف همبند مولفه امین i

G ·H H توسط G شͺافنده غیر توسیع

G : H H توسط G شͺافنده توسیع

Aut(G) G خودریختͬ�های گروه

Out(G) G خارجͬ خودریختͬ�های گروه

H ≲ G است یͺریخت G از زیرگروهͬ با H

⟨X⟩ X توسط شده تولید زیرگروه

Sn n درجه متقارن گروه

An n درجه متناوب گروه

D٢n ٢n مرتبه دووجهͬ گروه

Zp p مرتبه آبلͬ ساده گروه

(m,n) n و m مشترک مقسومعلیه بزرگترین

m | n nرا مͬشمارد m

Socle(G) G بنیان

Z(G) G مرکز



نماد�ها۶ فهرست

CG(H) G در H مرکزساز

NG(H) G در H نرمالساز

|G : H| G در H اندیس

G⋉H H و G گروههای نیم�مستقیم حاصلضرب

G ≀H H و G گروههای حلقوی حاصلضرب

Sylp(G) G سیلوی p-زیرگروههای همهی مجموعهی

GF(q) عضو q با گالوا میدان

Sp p اول شمارنده�ی ماکسیمال با ساده گروه�های همه�ی مجموعه�ی



١ فصل

پیش�نیاز�ها و مقدمات

بخش مͬ�پردازیم. بود خواهد نیاز مورد بعدی فصل�های در که پایه مفاهیم از برخͬ بیان به فصل این در

گروه�های از مختصری مطالعه به دوم بخش در مͬ�دهیم. اختصاص متناهͬ گروه�های بر مقدمه�ای به را اول

چهارم بخش در سپس مͬ�کنیم. معرفͬ را گروه اول گراف سوم بخش در همچنین مͬ�پردازیم. متناهͬ ساده�ی

مͬ�کنیم. اشاره گروه�ها این ویژگͬ�های از برخͬ به و پرداخته ٢-فروبینیوس و فروبینیوس گروه�های مطالعه به

متناهͬ گروه�های بر مقدمه�ای ١.١

مقدماتͬ مفاهیم ١.١.١

از متناهͬ تعدادی مستقیم حاصل�ضرب به G هرگاه گوییم تحویل�پذیر کاملا́ را G گروه .١.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. CR-گروه ͷی را G حالت این در شود. تجزیه ساده�اش زیرگروه�های

مستقیم حاصل�ضرب G هرگاه (Z(G) = ١) گوییم مرکز بدون CR-گروه ͷی را G گروه .٢.١.١ تعریف

باشد. ناآبلͬ�اش ساده زیرگروه� متناهͬ تعداد

که R = R١ × R٢ × ... × Rk بنابراین باشد، مرکز بدون CR-گروه ͷی R کنیم فرض .٣.١.١ قضیه

صورت این در هستند. یͺریخت Hi ناآبلͬ ساده�ی گروه با یͺریخت عامل ni حاصل��ضرب با Riها آن در

از منظور که Aut(Ri) ∼= Aut(Hi) ≀ Sni و Aut(R) = Aut(R١) × Aut(R٢) × ... × Aut(Rk)

است. Sni و Aut(Hi) گروه دو بین حلقوی حاصل�ضرب Aut(Hi) ≀ Sni

شود. مراجعه ٣.٣.٢٠ قضیه [١٧] مرجع به برهان.



پیش�نیاز�ها٨ و مقدمات .١

و بدیهͬ زیرگروه آن، مشخصه�ی زیرگروه�های تنها هرگاه نامیم ساده مشخصاً گروه ͷی را G .۴.١.١ تعریف

باشد. G خود

و اگر است ساده مشخصاً G این�صورت در باشد. نا�بدیهͬ متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .۵.١.١ قضیه

تجزیه یͺریخت�اند دوبه�دو که خود ساده زیر�گروه�های از متناهͬ تعداد مستقیم حاصل�ضرب به G اگر تنها

شود.

شود. مراجعه ۵.٢.۵ قضیه [٣٢] مرجع به برهان.

مͬ�شود. حاصل زیر نتیجه لذا است ساده مشخصاً مینیمال، نرمال زیرگروه هر این�که به توجه با

ازای به یا ،G مینیمال نرمال زیرگروه هر صورت این در باشد. متناهͬ گروه ͷی G فرضکنیم .۶.١.١ نتیجه

حاصلضربمستقیم با این�که یا و است Zp با یͺریخت گروههای حاصلضربمستقیم مساوی pای، اول عدد

است. برابر ناآبلͬ سادهی گروههای

شود. مراجعه ١٣.٢ نتیجه [٣٣] مرجع به برهان.

زیرگروههای مستقیم حاصلضرب صورت این در باشد. متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٧.١.١ تعریف

مͬدهیم. نشان Socle(G) با را آن و گوییم G بنیان را G مینیمال نرمال

است. ناآبلͬ ساده گروه ͷی S که ،S ⊴G ≲ Aut(S) هرگاه گوییم ساده تقریباً را G گروه .٨.١.١ تعریف

است. ساده تقریباً گروه ͷی Sn متقارن گروه آن�گاه ،n ≥ ٧ اگر .٩.١.١ مثال

صورت این در باشد. G از حل�پذیر ماکسیمال نرمال زیرگروه ͷی K کنید فرض .١٠.١.١ گزاره

Socle(GK ) = P١ × P٢ × ...× Pk

است. یͺریخت Aut(S) از زیرگروهͬ با G
K و هستند ناآبلͬ ساده زیرگروه�های Piها آن در که

که مͬ�شود نتیجه ،۵.١.١ نتیجه بنابر صورت این در .S := Socle(G) و G := G
K کنیم فرض برهان.

هستند. ناآبلͬ ساده زیرگروه�های Piها آن در که S = P١ × P٢ × ...× Pk

دهیم نشان کافیست منظور این برای است. یͺریخت Aut(S) از زیرگروهͬ با G
K مͬ�دهیم نشان اکنون

وجود G Mاز مانند مینیمال نرمال زیرگروه ͷی زرن لم طبق بنابراین نباشد، چنین کنیم فرض .CG(S) = ١

است آبلͬ M نتیجه در و M ⊆ CG(M)∩M = Z(M) لذا .M ≤ CG(S) ≤ CG(M) طوری�که به دارد

S ⊴ G
K ≲ Aut(S) بنابراین NG(S)

CG(S) ≲ Aut(S) نرمالساز-مرکزساز، قضیه موجب به اما است. تناقض که

مͬ�شود. ثابت حͺم لذا و



متناه٩ͬ گروه�های بر مقدمه�ای ١.١

است. حلپذیر فرد، مرتبه از متناهͬ گروه هر ١ (فایت-تامپسون). ١١.١.١ قضیه

شود. مراجعه [١٧] مرجع به برهان.

نیز HK صورت این در هستند. G از حلپذیری و نرمال زیرگروههای K و H کنیم فرض .١٢.١.١ لم

است. G از حلپذیر و نرمال زیرگروهͬ

شود. مراجعه ۶.٢ گزاره [٣٣] مرجع به برهان.

١١.١.١ لم بنابر صورت این در باشد. گروه ͷی G کنیم فرض حل�پذیر). (رادیͺال ١٣.١.١ تعریف

حل�پذیر رادیͺال را آن که مͬ�شود مشخص فردی به منحصر طور به G حل�پذیر و نرمال زیرگروه بزرگ�ترین

مͬ�دهیم. نشان O∞(G) با و مͬ�نامیم G

π-عدد را n عدد صورت این در است. اول اعداد از مجموعهای π کنیم فرض (π-عدد). ١۴.١.١ تعریف

′π-عدد ͷی را n صورت این غیر در πباشد. مجموعهی عضو n عدد اول مقسومعلیه هر هرگاه گوییم

گوییم.

G صورت این در است. متناهͬ مرتبهی از عضوهایͬ با گروهͬ G کنیم فرض (π-گروه). ١۵.١.١ تعریف

باشد. π-عدد ͷی آن عضو هر مرتبهی هرگاه نامیم π-گروه ͷی را

صورت این در است. آن از زیرگروهͬ H و گروه ͷی G کنیم فرض هال). (π-زیرگروه ١۶.١.١ تعریف

باشد. ′π-گروه ͷی |G : H| و بوده π-گروه ͷی H هرگاه نامیم G از هال π-زیرگروه ͷی را H زیرگروه

به ترتیب به و باشد، p اول عدد شامل فقط مͬتواند ،π مجموعهی شده ذکر تعاریف در .١٧.١.١ ملاحظه

مͬشوند. تعریف هال p-زیرگروه و ′p-گروه p-گروه، ′p-عدد، مشابه طریق

دراین .(m,n) = ١ آن در که باشد mn مرتبه از متناهͬ حل�پذیر گروه ͷی G کنیم فرض .١٨.١.١ قضیه

صورت

است. m مرتبه از هال زیرگروه ͷی دارای G (١)

مزدوج�اند. m مرتبه از هال زیرگروه دو هر (٢)

است. m مرتبه�ی از هال زیرگروه ͷی جزء S آن�گاه باشد، m′ مرتبه�ی از زیرگروهͬ S و m′|m اگر (٣)

شود. مراجعه ۵.۴ قضیه [٣٣] مرجع به برهان.
1. Feit-Thompson
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توسیع ͷی را G گروه صورت این در باشند، گروه دو K و H کنیم فرض گروه). (توسیع ١٩.١.١ تعریف

غیرشͺافنده توسیع، این به حالت این در .GK ∼= H و باشد نرمال G در K هرگاه مͬ�نامیم H توسط K

مͬ�دهیم. نشان K.H نماد با را آن و گوییم

را آن که است H توسط K از شͺافنده توسیع G گوییم آن�گاه باشد، G از زیرگروهͬ H صورتͬ�که در

مͬ�دهیم. نشان H ⋉K یا K : H نماد با

در .Aut(L) = L : A طوری�که به باشد ساده گروه ͷی L و گروه ͷی A کنید فرض .٢٠.١.١ نمادگذاری

شͺافنده توسیع همان L : n از منظور آن�گاه باشد، n مرتبه از A از دوری زیرگروه ͷی B اگر صورت این

است. B دوری گروه توسط L گروه

،L : n١ نمادهای با را توسیع�ها این آن�گاه باشد، داشته n مرتبه از دوری گروه ͷی از بیش A اگر حال

مͬ�دهیم. نشان ... و L : n٢



متناه١١ͬ گروه�های بر مقدمه�ای ١.١

گروه عمل ٢.١.١

نͽاشت هرگاه مͬکند، عمل Ω مجموعه بر G گروه گوییم گروه). (عمل ٢١.١.١ تعریف

Ω×G −→ Ω

(ω, g) 7−→ ωg

باشیم: داشته طوریکه به باشد، داشته وجود

. ω ∈ Ω هر برای ω١ = ω (١)

.g, h ∈ G هر و ω ∈ Ω هر برای (ωg)h = ωgh (٢)

همریختͬ صورت این در کند. عمل Ω مجموعهی بر G گروه کنیم فرض .٢٢.١.١ لم

φ : G −→ SΩ

g 7−→ φg

حاصل نمایش را آن که است G برای جایͽشتͬ نمایش ͷی φ یعنͬ دارد. وجود است، Ω از جایͽشتͬ φg که

مͬنامیم. عمل از

شود. مراجعه ۶.١.٧ لم [٣٣] مرجع به برهان.

مͬ�نامیم. n درجهی از فوق جایͽشتͬ نمایش آنگاه ،|Ω| = n اگر که است ذکر شایان

نشان N با را آن و مͬنامیم Ω بر G عمل هستهی را بالا همریختͬ هستهی عمل). (هستهی ٢٣.١.١ تعریف

.N = kerφ = {g ∈ G | ωg = ω , ∀ω ∈ Ω } واقع در مͬدهیم.

مͬنامیم. وفا با را Ω بر G عمل آنگاه باشد بدیهͬ Nگروهͬ اگر

،ω ∈ Ω هر برای صورت این در کند. عمل Ω مجموعهی روی G گروه فرضکنیم (مدار). ٢۴.١.١ تعریف

مͬکند. عمل انتقالͬ Ω روی G گوییم ωG = Ω حالت در مͬ�نامیم. ω شامل مدار را ωG

طوری�که به باشد G از نرمالͬ گروه زیر N و گروه ͷی G کنیم فرض .(١ فراتینͬ (استدلال ٢۵.١.١ لم

صورت: این در مͬکند. عمل انتقالͬ طور به Ω مجموعهی روی

G = GαN , ∀ α ∈ Ω.

شود. مراجعه ٣.١.۴ لم [١٠] مرجع به برهان.
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ͷی P اگر باشد. آن نرمال گروه زیر N و گروه ͷی G کنیم فرض .(٢ فراتینͬ (استدلال ٢۶.١.١ نتیجه

آنگاه: باشد، N سیلوی گروه p-زیر

G = NG(P )N.

شود. مراجعه ٣.٢.٧ لم [١٠] مرجع به برهان.

H روی G گوییم صورت این در باشند. گروه دو H و G کنیم فرض برگروه). گروه (عمل ٢٧.١.١ تعریف

و کند عمل مجموعه بهعنوان H روی G هرگاه است، H روی عملͽر گروه ͷی G اینکه یا و مͬکند عمل

باشیم: داشته بهعلاوه

(xy)g = xgyg.

بر G بدیهͬ عمل را عمل این آنگاه ،xg = x باشیم داشته g ∈ G هر ازای به و x ∈ H هر ازای به اگر

نامیم. H

داشت؛ را زیر همریختͬ مͬتوان بالا تعریف از استفاده با کند عمل H گروه بر G گروه اگر همچنین

φ : G −→ Aut(H)

g 7−→ φg

مͬباشد: زیر ضابطهی با H خودریختͬ ͷی φg که

φg(x) = xg
−١
.

مͬ�کند عمل G گروه روی ثابت نقطه بدون A عملͽر گروه گوییم ثابت). نقطه بدون (عمل تعریف٢٨.١.١

هرگاه مͬکند عمل G گروه روی ثابت نقطه بدون a ∈ A عنصر مشابه طور به .CG(A) = ١ هرگاه

.CG(a) = ١

این در .σ ∈ Aut(G) و باشد گروه ͷی G کنیم فرض ثابت). نقطه بدون (خودریختͬ ٢٩.١.١ تعریف

.x = ١ شود نتیجه σ(x) = x از گاه هر است، ثابت نقطه بدون خودریختͬ ͷی σ گوییم صورت


