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رایانه و ͳریاض دانش΋ده
کاربردی ͳبخشریاض

ارشد ͳکارشناس دريافتدرجه برای ͳتحصيل پايان�نامه
عددی آنالیز گرایش کاربردی ͳریاض رشته

معادله حل کرایلفدر فضای روشزیر کاربرد
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مؤلف:
پاریزی نژاد ͳحسیب مسعود

راهنما: استاد
ریواز عظیم دکتر

مشاور: استاد
ͳالدین تاج آزیتا دکتر

١٣٩۴ ماه خرداد

ب



به ارشد ͳکارشناس درجه احراز شرایط از ͳ΋ی عنوان به نامه پایان این

کاربردی ͳبخشریاض
رایانه و ͳریاض دانش΋ده

کرمان باهنر شهید دانشΎاه
شود. ͳنم شناخته مزبور دوره تحصیل از فراغت عنوان به ͳمدرک هیچΎونه و شده تسلیم

امضاء: پاریزی نژاد ͳحسیب مسعود دانشجو:

امضاء: ریواز عظیم دکتر راهنما: استاد

امضاء: ͳالدین تاج آزیتا دکتر استادمشاور:

امضاء: ͳول ͳعل محمد دکتر : اول داور

امضاء: کیانفر فرنΎیس دکتر دوم: داور

امضاء: ͳدعاگوی علیرضا دکتر دانش΋ده: ͳمیل΋ت تحصیلات نماینده

امضاء: ͳیعقوب ͳعل محمد دکتر دانش΋ده: ͳپژوهش و ͳآموزش معاون

است. کرمان باهنر شهید دانشΎاه به مخصوص و محفوظ چاپ حق

ج



به تقديم

بزرگوار پدر
و

مهربانم مادر

سپر را خود و خریدند جان به را سخت�ͳها گذشتند، خواسته�هایشان از که فرشته�ای دو آن

برسم. ایستاده�ام آن در اکنون که ͳاهΎجای به من تا کردند ناملایمات و مش΋لات بلای

فداکارم همسر و

ساخت. هموار برایم را مسیر عشقش گرمای با که

د



ͳقدردان و تش΋ر
و است تابان روشن، روز چهره بر او قدرت آثار که جلاله و جل را خدای مر ستایش و سپاس

درهای و شناساند ما به را خویشتن که آفریدگاری درفشان. تار، شب دل در او ح΋مت انوار

طریق در را خویش ضعیف بنده بدان، تا فرمود عطا ͳفرصت و عمری و گشود ما بر را علم

بیازماید. معرفت و علم

شائبه�ی ͳب زحمات از ͳقدردان مقام در که است آن از اجˈل معلم، منزلت و شΈجایΎاه بدون

از سپاس استاد، از تجلیل که ͳآنجای از اما بنΎاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با او،

دستش به که را ͳامانت�های سلامت و م�ͳکند تامین را آفرینش غایت و هدف که است ͳانسان

یش΋ر لم المخلوقین من المنعم یش΋ر لم «من باب از و وظیفه حسب بر تضمین؛ سپرده�اند،

جلˈ» و عزˈ اللَّه

کشیده عفو قلم من، ͳدرشت و ͳکوتاه بر همواره که بزرگوار معلم دو این عزیزم، مادر و پدر از

چشم ͳب یاوری و یار ͳزندگ عرصه�های تمام در و گذشته�اند غفلت�هایم کنار از کریمانه و

اند؛ بوده من برای داشت

گفته�های و دلاویز ن΋ته�های با که ریواز عظیم دکتر آقای جناب شایسته، و کمالات با استاد از

است؛ بوده نامه پایان اکمال و اتمام در نΎارنده راه�گشای و راهنما همواره شیوا،

متقبل را پایان�نامه این مشاوره زحمت که ،ͳتاج�الدین آزیتا دکتر خانم سرکار ارجمند، استاد از

شدند؛

تحمل و صبر اسوه که او م�ͳباشد، زندگیم سار سایه مهربانیش سایه که فداکارم همسرم از

نمود؛ تسهیل برایم را مسیر مش΋لات و بوده

مطلق وحیدی هادی آقای جناب و موحد صابری فرید دکتر آقای جناب گرامیم دوست دو از

کردم؛ استفاده تجاربشان از که

گوید. سپاس را آنان زحمات از ͳبخش خردترین، این که دارم.باشد را ͳقدردان و تش΋ر کمال

ه



چ΋یده

ͳماتریس معادلات حل در کرایلف فضای زیر روش�های استفاده هدف پایان�نامه، این در

کار به تصویری روش�های است. یافته تعمیم سیلوستر و اشتاین معادلات جمله از بزرگ،

تصویر ͳبازیاب پایان در هستند. ͳکل روش�های و کرایلف فضای زیر روش نوشته، این در رفته

است. شده آورده کاربرد عنوان به

،ͳکل تصویری روش�های کرایلف،� فضای زیر روش تصویری، روش�های کلیدی: کلمات

تصویر. ͳبازیاب یافته، تعمیم سیلوستر معادلات اشتاین، معادلات

و



مقدمه

حل برای ت΋راری روش�های دسته�های مهمترین از ͳ΋ی کرایلف فضای زیر روش�های

توسط شده تولید فضای زیر کرایلف، فضای زیر واق΄ در هستند. ͳخط جبری دستΎاه�های

است. دستΎاه ماتریس در آن حاصل�ضرب�های و اولیه مانده بردار

(١٨۶١٩-٣۴۵) ١ کرایلف Ϳنیخولاوی ͳس΋ال مقاله در بار اولین برای زیر�فضا این

از کرایلف فضای زیر آمدن وجود به انΎیزه گردید. ظاهر شد، منتشر ١٩٣١ سال در که

و ͳ΋انی΋م سیستم�های تحلیل به علاقه�مند کرایلف شد،� ͳناش ͳدریای علوم در کاربرد Έی

[۴] بود. شده داده ماتریس Έی از مینیمال جمله�ای چند محاسبه

جبری دستΎاه�های حل برای کرایلف فضای زیر روش اولین کرایلف، کار از جدای

معین ماتریس با ͳاه�هایΎدست حل برای مزدوج گرادیان روش انتشار با بعد دهه دو ͳخط

شد. ظاهر ٣ استیفل و ٢ هیستنز توسط مثبت

موجب محاسبات انجام در سرعت و بزرگ ابعاد با ͳخط دستΎاه�های حل به زیاد نیاز

شد. ͳمهندس جامعه در ویژه به مسائل، از بسیاری در کرایلف فضای زیر روش استفاده

ده محدوده در ͳخط سیستم�های برای ت΋راری روش�های در کرایلف فضای زیر از استفاده

گرفت. قرار میلادی بیستم قرن برتر الΎوریتم

فضا زیر این که است گونه بدین کرایلف فضای زیر روش موفقیت ͳاصل دلایل از ͳ΋ی

ندارد ͳلزوم پس شود. ساخته بردار Έی در ضرایب ماتریس ضرب حاصل وسیله به م�ͳتواند

سیستم�های برای کرایلف فضای زیر روش�های بنابراین شود، ذخیره سیستم ماتریس خود که

هستند. مناسب بسیار ۴ Έتن و بزرگ ͳخط

١Aleksei Nikolaeuich Krylov
٢Hestenes
٣Stiefel
۴Sparse

ز



حل جای به و م�ͳکنند عمل تصویری روش�های براساس کرایلف فضای زیر روش�های

با کرایلف فضای زیر در دستΎاه� جواب از ͳتقریب بزرگ، بسیار ابعاد با ͳخط دستΎاه�های

م�ͳآورند. بدست Έکوچ بعد

معادله جمله از ͳماتریس معادلات حل در کرایلف فضای زیر روش کاربرد نوشته این در

م�ͳگیرد. قرار ͳبررس مورد ٢ یافته تعمیم سیلوستر معادله و ١ اشتاین

روش�های و قضایا تعاریف، ͳبرخ ذکر از بعد استکه گونه بدین پایان�نامه این بندی فصل

روش�های و کرایلف فضای زیر روش��های با اشتاین معادلات حل به اول، فصل در تصویری

یافته، تعمیم سیلوستر معادلات سراغ به سوم فصل در م�ͳپردازیم. دوم فصل در ͳکل تصویری

فصل در م�ͳآوریم. بدست آن�ها برای ͳجواب ͳکل تصویری روش�های از استفاده با و رفته

ͳکل تصویری روش�های و سازی منظم روش�های از استفاده با تصویر ͳبازیاب نحوه چهارم

با یافته تعمیم سیلوستر و اشتاین معادلات از ͳمثال�های ذکر با پنجم فصل در و شده آورده

م�ͳپردازیم. سوم، و دوم فصول در شده بیان روش�های مقایسه به ،Έتن ماتریس�های

با رابطه در نظر هرگونه داشتن صورت در خواهشمندم محترم، خواننده شما از تش΋ر ضمن

نمایید. ارسال شده داده ایمیل�های از استفاده با را آن پایان�نامه، این

masoud5169@yahoo.com

masoud.hasibi.69@gmail.com

١Stein
٢Generalized Sylvester

ح
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١ فصل

پیش�نیاز�ها و مقدمات

١



مقدمه ١.١

استفاده آن�ها از بعدی فصل�های در که م�ͳباشد ͳروش�های و قضایا تعاریف، شامل فصل این

م�ͳباشد. [١۴ ،١٢ ،۶] از فصل این مطالب شد. خواهد

Έی از منظور باشد. C میدان روی برداری فضای Έی V کنید فرض .١.١.١ تعریف

باشد: زیر خواص دارای که است (·, ·) : V × V → C مانند ͳاشتΎن ،V روی ͳداخل ضرب

.(x, x) ≥ ۰, (x, x) = ۰ ⇔ x = ۰ .١

. (x, y) = (y, x), ∀x, y ∈ V .٢

.(αx+ y, z) = α(x, z) + (y, z), ∀x, y, z ∈ V, ∀α ∈ C .٣

به V از ∥ · ∥ تاب΄ باشد. R میدان روی برداری فضای Έی V کنید فرض تعریف٢.١.١.

کند: صدق زیر شرط سه در اگر است، نرم Έی ،ͳنامنف ͳحقیق اعداد مجموعه

.∥x∥ = ۰ ⇔ x = ۰, ∥x∥ ≥ ۰,∀x ∈ V .١

.∥λx∥ =| λ | ∥x∥, ∀x ∈ V, ∀λ ∈ R .٢

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, ∀x, y ∈ V .٣

،x ̸= ۰, x ∈ Rn هر برای اگر است، مثبت معین A ∈ Rn×n ماتریس .٣.١.١ تعریف

.(Ax, x) > ۰

آنΎاه ،x, y ∈ Rn و باشد متقارن مثبت معین ماتریس Έی A ∈ Rn×n اگر تعریف١.١.۴.

تعریف زیر صورت به و م�ͳشود داده نشان (x, y)A نماد با x, y بردار دو ͳداخل ضرب −A

م�ͳشود:

(x, y)A = (Ax, y) = yTAx,

م�ͳباشد. ∥x∥A =
√
(x, x)A صورت به نیز x نرم −A و

که ،(Ax, y) = (x,AHy) آنΎاه؛ ،x, y ∈ Cn بردارهای و A ∈ Cn×n اگر .۵.١.١ گزاره

است. A ماتریس مزدوج ترانهاده AH

٢



اگر م�ͳشوند گفته متعامد {a۱, a۲, . . . , ar} بردارهای از مجموعه Έی .۶.١.١ تعریف

.(ai, aj) = ۰ ،i ̸= j هر برای

زیر شرط سه در که R+ به Rn×m از ∥ · ∥ تاب΄ .A ∈ Rn×m کنید فرض .٧.١.١ تعریف

م�ͳشود: گفته ͳماتریس نرم Έی کند، صدق

.∥A∥ ≥ ۰, ∀A ∈ Rn×m, ∥A∥ = ۰ ⇔ A = ۰ .١

.∥αA∥ =| α | ∥A∥, ∀A ∈ Rn×m, ∀α ∈ R .٢

.∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥, ∀A,B ∈ Rn×m .٣

صورت به A,B ١ فروبنیوس ͳداخل ضرب .A,B ∈ Rn×m کنید فرض .٨.١.١ تعریف

برابر و بوده trace(A) دهنده نشان tr(A) آن در که م�ͳشود، تعریف ⟨A,B⟩F = tr(BTA)

م�ͳباشد. A ͳمربع ماتریس قطری عناصر مجموع با

م�ͳباشد: زیر صورت به ͳداخل ضرب این با متناظر فروبنیوس نرم

∥A∥F =
√
⟨A,A⟩F =

 m∑
i=۱

n∑
j=۱

| aij |۲
۱

۲

.

،i = ۱, . . . , n ،Ai ∈ Rn×n ماتریس�های از مجموعه Έی تعریف٩.١.١.

هرگاه: هستند، ی΋امتعامد -F

⟨Ai, Aj⟩F = tr(AT
j Ai) =

 ۱ i = j اگر

۰ i ̸= j اگر

بردار Έی اگر است، A ͳمربع ماتریس ویژه مقدار Έی λ اس΋الر .١٠.١.١ تعریف

،A ویژه بردار Έی ،x بردار .Ax = λx که طوری به باشد داشته وجود x ∈ Rnناصفر

م�ͳشود. داده نشان σ(A) با A ویژه مقادیر همه مجموعه است. λ ویژه مقدار با متناظر

توسط ͳراحت برای و م�ͳشود نامیده پنسیل٢ Έی (A − λE) ماتریس .١١.١.١ تعریف

و ͳمربع E و A هرگاه گوییم منظم را (A,E) جفت م�ͳشود. داده نمایش (A,E) جفت

م�ͳشود. نامیده منفرد صورت این غیر در باشد، det(A− λE) ̸= ۰
١Frobenius
٢Pencil

٣



ضربکرون΋ر ٢.١

کرون΋ر١ ضرب .B = (bij) ∈ Rn×nو A = (aij) ∈ Rm×m کنید فرض تعریف١.٢.١.

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به و نوشته A⊗B صورت به B و A

A⊗B =



a۱۱B a۱۲B . . . a۱mB

a۲۱B a۲۲B . . . a۲mB

... ... . . . ...

am۱B am۲B . . . ammB


= [aijB]mi,j=۱ ∈ Rmn×mn.

م�ͳشود. بیان زیر قضیه در کرون΋ر ضرب از خاصیت چند

زیر اعمال که باشد ای گونه به A, B, C های ماتریس مرتبه اگر .([١٢]) ٢.٢.١ قضیه

آنΎاه: باشند، شده تعریف

١) In ⊗ A = diag(A,A, . . . , A).

٢) A⊗ In =


a۱۱In a۱۲In . . . a۱nIn
... ... . . . ...

am۱In am۲In . . . ammIn

.
٣) Im ⊗ In = Imn.

۴) (µA)⊗B = A⊗ (µB) = µ(A⊗B), µ ∈ R.

۵) (A+B)⊗ C = (A⊗ C) + (B ⊗ C).

۶) A⊗ (B + C) = (A⊗B) + (A⊗ C).

٧) A⊗ (B ⊗ C) = (A⊗B)⊗ C.

٨) (A⊗B)T = AT ⊗BT .

آنΎاه: ،B = (bij) ∈ Rn×nو A = (aij) ∈ Rm×m اگر .([١٢]) ٣.٢.١ قضیه

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD.

١Kronecker

۴



است. شده اشاره آن به زیر در که دارد مهم نتیجه Έی قضیه این

آنΎاه: ،B = (bij) ∈ Rn×nو A = (aij) ∈ Rm×m اگر .۴.٢.١ نتیجه

.A⊗B = (A⊗ In)(Im ⊗B) = (Im ⊗B)(A⊗ In) .١

باشند. موجود A−۱, B−۱ آن΋ه شرط به ،(A⊗B)−۱ = A−۱ ⊗B−۱ .٢

م�ͳشود. تعریف زیر صورت به ماتریس Έی با متناظر برداری مقدار تاب΄

،j = ۱, . . . , n برای ،aj که A = [a۱, a۲, . . . , an] ∈ Rm×n کنید فرض تعریف٢.١.۵.

نمایش vec(A) با A ماتریس با متناظر برداری مقدار تاب΄ باشد. A ماتریس ستون امین j

م�ͳشود. تعریف vec(A) = [aT۱ , a
T
۲ , . . . , a

T
n ]

T صورت به و م�ͳشود داده

:ͳیعن دارد؛ بودن ͳخط خاصیت تاب΄ این

vec(αA+ βB) = α vec(A) + β vec(B), ∀A,B ∈ Rm×n, ∀α, β ∈ R.

م�ͳدهد. نشان را کرون΋ر ضرب و vec تاب΄ بین رابطه بعد قضیه

آنΎاه: ،X ∈ Rm×n و B ∈ Rn×n، A ∈ Rm×m اگر .([١٢]) ۶.٢.١ قضیه

vec(AXB) = (BT ⊗ A)vec(X).

م�ͳشود: نتیجه قبل قضیه نماد�گذاری�های با .٧.٢.١ نتیجه

١) vec(AX) = (In ⊗ A)vec(X).

٢) vec(XB) = (BT ⊗ Im)vec(X).

٣) vec(AX +XB) =
(
(In ⊗ A) + (BT ⊗ Im)

)
vec(X).

م�ͳگردد. بیان A,B ماتریس�های و A⊗B ویژه مقادیر بین ارتباط بخش این در

ماتریس�ها ترکیب و ضربکرون΋ر ویژه مقادیر ١.٢.١

:ͳیعن باشد، ͳحقیق ضرایب با و x, y متغیر دو حسب بر جمله�ای چند Έی p که کنید فرض

p(x, y) =
l∑

i,j=۰
cijx

iyj,

۵



م�ͳشود: تعریف زیر ش΋ل به ،p(A;B) آن�گاه، ،B ∈ Rn×n و A ∈ Rm×m اگر

p(A;B) =
l∑

i,j=۰
cijA

i ⊗Bj. (١.١)

صورت به p(A;B) ،B ∈ Rn×nو A ∈ Rm×m و p(x, y) = ۲x+xy۳ اگر مثال٨.٢.١.

م�ͳآید: دست به زیر

،(١.١) طبق نتیجه در p(x, y) = ۲x۱y۰ + x۱y۳ چون

p(A;B) = ۲A⊗ In + A⊗B۳.

م�ͳدهد. نشان را p(A;B) و A,B ویژه مقادیر بین رابطه بعد قضیه

µ۱, . . . , µn و A ∈ Rm×m ویژه مقادیر λ۱, . . . , λm اگر (استفانوست١). ٩.٢.١ قضیه

که طوری به ،P (λr, µs) با برابر P (A;B) ویژه مقادیر آنΎاه ،B ∈ Rn×nویژه مقادیر

. r = ۱, . . . ,m, s = ۱, . . . , n

،r = ۱, . . . ,m, s = ۱, . . . , n ،λrµs عدد mn ،A ⊗ B ویژه مقادیر .١٠.٢.١ نتیجه

هستند.

ویژه مقادیر معادل طور به یا ،(In ⊗ A) + (B ⊗ Im) ویژه مقادیر .١١.٢.١ نتیجه

هستند. r = ۱, . . . ,m, s = ۱, . . . , n ،λr + µs عدد mn ،(In ⊗ AT ) + (BT ⊗ Im)

م�ͳشود. نامیده A,B کرون΋ر جم΄ ،(In ⊗ A) + (B ⊗ Im) ماتریس

ͳماتریس معادله برای ضربکرون΋ر کاربرد ٢.٢.١

بΎیرید: نظر در را زیر ͳخط ͳماتریس معادله

A۱XB۱ + A۲XB۲ + · · ·+ ApXBp = C, (٢.١)

که

Aj ∈ Rm×m, Bj ∈ Rn×n, X, C ∈ Rm×n, j = ۱, . . . , p.

١Estephonost

۶



ͳخط معادلات از دستΎاه Έی صورت به ۶.٢.١ قضیه از استفاده با ͳماتریس معادله این

م�ͳشود: تبدیل

م�ͳآید: دست به بΎیرید، vec (.) معادله طرفین از

vec(A۱XB۱ + A۲XB۲ + · · ·+ ApXBp) = vec(C),

م�ͳشود: نتیجه vec(.) بودن ͳخط و ۶.٢.١ قضیه طبق
p∑

j=۱

(
BT

j ⊗ Aj

)
vec (X) = vec (C) ,

کنید: تعریف

G :=

p∑
j=۱

(
BT

j ⊗ Aj

)
, c := vec (C) , x := vec (X) ,

.Gx = c نتیجه در

تنها و اگر است (٢.١) معادله یΈجواب X ∈ Rm×m ماتریس .([١٢])١٢.٢.١ قضیه

است. شده تعریف بالا در c,G که باشد، Gx = c معادله از جواب Έی ،x = vec(X) اگر

نتای; ،(٢.١) ͳماتریس معادله جواب ͳتای΋ی و وجود برای معیاری دادن نشان منظور به

م�ͳشوند. بیان زیر

اگر تنها �و��������� اگر دارد X جواب Έی ،(٢.١) معادله .١٣.٢.١ نتیجه

rank [G|c] = rank (G).

نامنفرد G ماتریس �اگر تنها و اگر دارد ی΋تا جواب Έی ،(٢.١) معادله .١۴.٢.١ نتیجه

باشد.

ش΋ل: به که را سیلوستر١، معادله به مشهور ،(٢.١) معادله از ش΋ل مهمترین حال

XA+BX = C, (٣.١)

م�ͳکند. بیان را ی΋تا جواب داشتن شرط بعد قضیه بΎیرید، نظر در است

ماتریس�های اگر تنها و اگر دارد ی΋تا یΈجواب ،(٣.١) معادله .([١٢])١۵.٢.١ قضیه

باشند. نداشته ͳمشترک ویژه مقدار A,−B

١Sylvester equation

٧


