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  دانشگاه پيام نور

  دانشكده علوم پايه

  مركزشيراز

  پايان نامه 

  براي دريافت مدرك كارشناسي ارشد

  رشته رياضي محض گرايش آناليز

 گروه علمي رياضي

  تابعك هاي تقريبا ضربي روي جبرهاي باناخ تعويض پذير
 آمنه اكبري

  :استادراهنما

  اددكترفريباارش

  :استادمشاور

  دكتربهمن يوسفي

  1391خرداد ماه 
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 :تقديم به

  پدرومادرم

آنان كه راستي قامتم درشكستن ؛آنان كه وجودم برايشان همه رنج بودووجودشان برايم همه مهرواميد

 .آنان كه نگاهشان سرمايه هاي زندگي من است. قامتشان تجلي يافت

  

  

  

    

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

 ه 
 

  سپاسگزاري
ارپروردگاركه باالطاف بيكران خوددرتمامي مراحل ياريم نمودتاتوفيق انجام اين رساله حمدوسپاس بي شم

باتقديروتشكرفراوان ازاستادراهنماي محترم . نصيبم گرديدوتوانستم قدم كوچكي درپيشبردعلم بردارم

 وباتشكر سركارخانم دكترفريباارشادكه همواره با روي بازوكلام بي آلايش خويش پذيراي من بودند

ارجمنددكتربهمن يوسفي ودكتراحمدخاكساري كه مسئوليت مشاوره وداوري اين پايان نامه راتقبل  ازاساتيد

  .فرمودند

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

 و 
 

  چكيده

ߜباشدو1يك جبرباناخ مختلط تعويض پذيرباعنصرهماني ܣفرض كنيد   0 .  

:߮تابعك خطي  ܣ ՜ –راتقريبا  ¢ δضربي گوييم اگر  

|߮ሺܾܽሻ െ ߮ሺܽሻ߮ሺܾሻ|  ;                 ԡܽԡԡܾԡߜ ܽ, ܾ א  .   ܣ

طيفي رامعرفي مي كنيم وبه ارتباط بين اين طيف وتابعكهاي تقريبا ضربي ، ܣدراين پايان نامه براي هرعضو

  .مي پردازيم

درفصل اول مفاهيم ومقدماتي كه درفصلهاي بعد مورد استفاده قرارمي .فصل مي باشد٣اين پايان نامه شامل 

درفصل دوم خواص طيف شرطي يك عنصررادريك جبرباناخ موردمطالعه قرارمي .خواهيم دادگيردراارائه 

رابطه ي بين طيف شرطي وتابعكهاي تقريبا ضربي روي جبرهاي باناخ تعويض پذير ، دهيم ودرفصل سوم

اثبات جديدي ازقضيه ي ، درنهايت بااستفاده ازقضايايي كه در اين خصوص بيان مي شود.رابيان مي كنيم

  .زلازكو را ارائه خواهيم داد-كاهانه-معروف گليسون
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  تفهرس
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  ۴٢...رابطه بين تابعك هاي تقريباضربي وطيف شرطي درجبرهاي باناخ تعويض پذير:فصل سوم
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  اولل ـفص

 هـمقدم
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  .آورده شده اند،دراين فصل قضاياوتعاريفي كه درفصلهاي بعدبه آنهانيازمنديم

جبرمختلط گوييم هرگاه يك ضرب روي آن تعريف ، ¢روي ميدان مختلطܣفضاي برداري .تعريف1.1

  :شده باشدودرروابط زيرصدق كند

ሻݖݕሺݔ)   1  ൌ ሺݕݔሻݖ  

2(ሺݔ  yሻ  z ൌ ݖݔ  ݕሺݔ     ,        ݖݕ  ሻݖ ൌ ݕݔ      ݖݔ

ሻݕݔሺߙ)3 ൌ ሺݔߙሻݕ ൌ   ሻݕߙሺݔ

,ݔبراي هر ,ݕ ,     ܣ߳ݖ   .  ¢߳ߙ

.ԡيك فضاي باناخ باشدونسبت به نرم ܣبعلاوه اگر ԡ نامساوي، ܣتعريف شده روي  

ԡݕݔԡ  ԡݔԡԡݕԡگوييم 1رايك جبرباناخ ܣبرقرارباشد.  

راتعويض پذيرگوييم هرگاه ܣناخ جبربا.رايكدارگوييمܣآنگاه جبرباناخ ، باشد݁شامل عنصريكه ي ܣاگر

ݕݔ ൌ ,ݔሺݔݕ   . ሻܣ߳ݕ

ܣ آنگاه ، يك فضاي فشرده باشدܺ اگر.مثال2.1 ൌ   .باضرب تعريف شده زير يك جبرباناخ استሺܺሻܥ

ሺ݂݃ሻሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ  .   

. براي هر  ݔ א   .اين جبرباناخ تعويض پذير است وعنصريكه داردܺ

                                                            

1.Banach algebra  



 

٣ 
 

روي  فضاي تمام عملگرهاي خطي و كراندار(ሺܺሻܤAൌاخ باشدويك فضاي بانܺفرض كنيد.مثال3.1

با عنصر هماني  يك جبرباناخ ܣهمان تركيب توابع باشد آنگاه ،Aاگرضرب تعريف شده روي ).ܺ

Iاگر.استdimX ൌ n ൏ ܣآنگاه  ∞ ൌ ൈ ݊يكريخت باجبرهمه ماتريس هاي ሺܺሻܤ روي  ݊

ܣآنگاهdim X1ربنابراين اگ.اعدادمختلط است ൌ   .تعويض پذيرنيستሺܺሻܤ

ଵܣو يكدارنباشد ܣفرض كنيم جبرباناخ .يادآوري  4.1 ൌ ሼሺݔ , ሻߙ    ݔ א , ܣ ߙ א ¢ሽ.  

به ଵܣلفه به مولفه تعريف مي كنيم وعمل ضرب ونرم رادرورابه صورت مଵܣروياسكالر عمل جمع وضرب

  صورت زير تعريف مي كنيم

ԡሺݔ, ሻԡߙ ൌ ԡxԡ  ,      |ߙ| ሺݔ, ,ݕሻሺߙ ሻߚ ൌ ሺݕݔ  ݕߙ  ,ݔߚ  ሻߚߙ

൫݁.يك جبرباناخ يكداراست ଵܣدراين صورت  ൌ ሺ0,1ሻ൯.  

ݔنگاشت(  ሺݔ, 0ሻ ܣبه يك زيرفضاي  ܣ يك يكريختي ازଵمي باشد.(  

ݔԡبه طوري كه  ܣ߳ݔيك جبرباناخ باعنصرهماني باشدو ܣ اگر.لم 5.1 െ 1ԡ ൏ معكوس  ݔآنگاه ، 1

  .پذيراست

ݕقرارمي دهيم .برهان ൌ 1 െ ݎبنابراين ݔ ൌ ԡݕԡ ൏ ԡݕԡازاينكه 1  ԡݕԡൌݎ୬ ൏ 1  

∑پس  ԡy୬ԡஶ
ୀ ൏ ݖودرنتيجه∞ ൌ ∑ ஶݕ

ୀهمگراستܣ در.  

ݖاگر ൌ 1  ݕ  ڮ    داريمݕ

ሺ1ݖ െ yሻ ൌ ሺ1  y  ڮ  y୬ሻ െ ሺy  yଶ  ڮ  y୬ାଵሻ ൌ 1 െ   .୬ାଵݕ

ାଵԡݕԡاما  r୬ାଵپسlim՜ஶ ାଵݕ ൌ   بنابراين داريم.    0
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zሺ1 െ yሻ ൌ lim୬՜ஶ z୬ሺ1 െ yሻ ൌ 1  .   

ሺ1به طورمشابه مي توان ثابت كردكه  െ yሻݖ ൌ 1پس. 1 െ ሺ1معكوس پذيراست وݕ െ yሻିଵ ൌ

z ൌ ∑ y୬ஶ
୬ୀ1و െ ݕ ൌ   ז.   ݔ

,ܩ,Gمجموعه هاي يك جبرباناخ يكدارباشدو ܣ اگر.قضيه6.1   :به صورت زيرتعريف شوندܩ

ܩ ൌ ቄܽ߳ܣቚ .ازطرف چپ معكوس پذيراست ܽቅ,  

ܩ    ,  ൌ ቄܽ߳ܣቚ .راست معكوس پذيراست ازطرف ܽቅ  

ܩ. ൌ ቄܽ߳ܣቚ .معكوس پذير است ܽቅ  

,ܩ,Gآنگاه :݂همچنين تابع.هستندܣزيرمجموعه هاي بازاز ܩ ܩ ՜ ܽباتعريفܩ  ܽିଵپيوسته است.  

 كنيمثابت مي . ܽ=1ܾبه طوري كه  ܣܾ߳و  ܩ߳ܽفرض كنيم.برهان

;ሺܽܤ ԡܾԡିଵሻܩك   

ܽعنصر  א ;ሺܽܤ ԡܾԡିଵሻ  رادرنظرمي گيريم بنابراينԡܽ െ ܽԡ ൏ ԡܾԡିଵ ودرنتيجه 

ԡܾܽ െ 1ԡ ൌ ԡܾሺܽ െ ܽሻԡ ൏ ԡܾԡԡܽ െ ܽԡ ൏ 1 ,  

ܾܽ، 5.1بنابه لم ൌ ܾاگر.عكوس پذيراستم ݔ ൌ ܾܽآنگاه  ଵܾିݔ ൌ ܽيعني  1 א به . ܩ

ܩGൌازاينكه .بازاست ܩطورمشابه مي توان ثابت كردكه  ת براي اثبات پيوستگي .نيز بازاست G پس ܩ

ܽدرنظرمي گيريم به طوري كه   Gرادر  ሼܽሽدنباله ، ݂تابع  ՜ 1 .  

ܽكنيم ثابت مي
ିଵ ื 1 .  
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ߝفرض كنيم   0دراين صورت .داده شده باشد0 ൏ ߜ ൏ ఋرابه گونه اي انتخاب مي كنيم كه 1

ଵିஔ
൏   ߝ

୬ܽچون . ՜ ܰپس 1 א Գ ݊وجود دارد به طوري كه به ازاي هر   داريم ܰ

ԡܽ െ 1ԡ ൏    .  ߜ

  ،5.1بنابه لم ازطرفي 

ܽ
ିଵ ൌ ൫1 െ ሺ1 െ ܽሻ൯

ିଵ
ൌ ∑ ሺ1 െ ܽ୬ሻ୩ஶ

୩ୀ ൌ 1  ∑ ሺ1 െ ܽ୬ሻ୩ஶ
୩ୀଵ   

݊ پس به ازاي هر    داريمܰ

ԡܽ
ିଵ െ 1ԡ ൌ ฮ∑ ሺ1 െ ܽ୬ሻ୩ஶ

୩ୀଵ ฮ  ∑ ԡሺ1 െ ܽ୬ሻԡ୩ஶ
୩ୀଵ   

൏ ∑ δ୩ஶ
୩ୀଵ ൌ

ஔ

ଵିஔ
൏   . ߝ

ܽپس 
ିଵ ื 1.  

ܽحال فرض كنيم  א ܽبه طوري كهباشد  ܩ دنباله درሼܽሽو ܩ ՜   بنابراين     ܽ

ܽିଵܽ ՜ ܽିଵܽ ൌ 1   

ܽبنابه پاراگراف قبلي  ودرنتيجه
ିଵܽ ൌ ሺܽିଵܽሻିଵ ื   پس. 1

ܽ୬
ିଵ=ܽ୬

ିଵܽܽିଵ ื ܽିଵ       .  ז

باشدكه به عنصري معكوس ناپذير  ܣدنباله اي ازعناصرمعكوس پذير  ሽݔሼفرض كنيد  .قضيه7.1

ݔlim୬՜ஶԡت دراين صور.همگراباشد
ିଵԡ ൌ ∞ .  

ܿپس عد دي چون.فرض كنيدچنين نباشد)برهان خلف(.برهان  چون ሽݔሼوزيردنباله اي از  0

൛ݔೖ
ൟ݊به طوري كه براي هر ،وجود دارد،ฮݔೖ

ିଵฮ  ݔفرض كنيد. ܿ ՜   . ݔ
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ೖݔپس 
՜   اندازه كافي بزرگ داريم به ݊ودرنتيجه براي  ݔ

ฮݔೖ
ିଵ൫ݔ െ ೖݔ

൯ฮ  ܿฮݔ െ ೖݔ
ฮ ൏ 1 . 

1، 5.1بنابراين طبق لم   ೖݔ
ିଵ൫ݔ െ ೖݔ

൯ازطرفي .معكوس پذير مي باشد  

ݔ ൌ ೖݔ
ቀ1  ೖݔ

ିଵ൫ݔ െ ೖݔ
൯ቁ . 

  بنابراين.افرض قضيه تناقض داردمعكوس پذير مي باشد واين ب ݔپس 

lim
୬՜ஶ

ԡݔ
ିଵԡ ൌ ∞ .  ז

  .باشد߬يكي باتوپولوژيژيك فضاي برداري توپولو ܺفرض كنيد .تعريف8.1

وجودداشته باشدبه طوري  ߬براي توپولوژيߚگويند اگريك پايه ي موضعي  1راموضعا محدب ܺ فضاي)1

  .باشندكه اعضايش محدب 

,ሺܺو ݀ القايي توسط مترپايدار، ߬فضااست اگرتوپولوژي ܨെيك  ܺ فضاي)2 ݀ሻ  يك فضاي متريك

  .كامل باشد

ݔdሺپايدارناميده مي شوداگر ܺروي فضاي برداري ݀ متر(  ,ݖ ݕ  ሻݖ ൌ ݀ሺݔ, به ازاي هر   ሻݕ

,ݔ ,ݕ א ݖ ܺ  .(  

  .فضاي موضعا محدب باشد ܨെ،ܺاست اگر 2يك فضاي فرشتܺ فضاي)3

                                                            

Locally convex.1 
Freshet space.2 
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يك فضاي برداري توپولوژيكي ܺ زيرمجموعه ي بازازمجموعه اعدادمختلط باشدوΩنيدفرض ك.تعريف9.1

  .مختلط باشد

Λاگربه ازاي هر ، گوييم1به طورضعيف تحليلي Ωبررا   f:Ωืܺتابع)1 א   .تحليلي باشد Λf،כܺ

lim୵ืاگر ، گوييم 2به طورقوي تحليلي Ωبررا f:Ωืܺتابع) 2
ሺ௪ሻିሺ௭ሻ

௪ି௭
وجود  Ωא zر  ازاي هبه  

  .داشته باشد

عكس اين .به طورضعيف تحليلي است،وتعاريف بالا هرتابع به طورقوي تحليلي Λبنابه پيوستگي تابع 

  .درقضيه زير بيان شده استمطلب 

  

يك فضاي فرشت مختلط  ܺاگر .زيرمجموعه ي بازازمجموعه اعدادمختلط باشد Ωفرض كنيد .قضيه 10.1

 :1991، 3رودين(.به طورقوي تحليلي است Ωبر fه طورضعيف تحليلي باشدآنگاه ب f:Ωืܺباشدوتابع  

287(  

رابه طور ضعيف    ܺكEمجموعه.يك فضاي برداري توپولوژيكي باشد ܺفرض كنيد .تعريف11.1

Λمي ناميم هرگاه هر4كراندار א   .باشد ܧيك تابع كراندارروي ، כܺ

:݂تابع .تعريف12.1 ¢ ื   .مي ناميم 5تابع تام،مختلط تحليلي باشد راكه روي كل صفحه ي¢

                                                            

Weakly analytic.1 
Strongly analytic.2 
 Rudin .3 
Weakly bounded.4 
Entire function.5 
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:݂اگرتابع  . 1قضيه ليوويل13.1 ¢ ื   .ثابت است ݂تام وكراندار باشد آنگاه   ¢

هرگاه . راجدا كند  ܺنقاط  כܺيك فضاي برداري توپولوژيكي مختلط  باشدو ܺفرض كنيد  .قضيه14.1

:݂ تابع ¢ ื ، باشد ܺوعه ي به طورضعيف كراندار  از يك زير مجم ሺ¢ሻ݂به طورضعيف تحليلي و     ܺ

  .ثابت است ݂آنگاه تابع 

Λبه ازاي هر .برهان א :Λf، כܺ ¢ ՜ پس بنابه قضيه ليوويل به ازاي هر .يك تابع تام وكرانداراست  ¢

Λ א Λfሺzሻداريم  ¢אzثابت است بنابراين به ازاي هر Λf، כܺ ൌ Λfሺ0ሻ .ܺنقاط  כܺازطرفي چون 

ሻݖሺ݂ راجدا مي كندپس ൌ ݂ሺ0ሻ  براي هرzז. ¢א  

  

  .يك جبرباناخ مختلط مي باشدܣمنظور از، دركل اين پايان نامه:نكته

ناميده 2مجموعه رنسفورد ܣاز  Ωزيرمجموعه ي باز .باشد1داراي عنصرهماني  ܣفرض كنيد .تعريف15.1

  :مي شود هرگاه درشرايط زيرصدق كند

      Ωא1)1

     Ωב0)2

3(z Ω كΩ           zך¢אሼ0ሽ  

  و ܣمجموعه ي تمام عناصرمعكوس پذير  ሻܣInvሺفرض كنيد .مثال16.1

                                                            

1.Liouville’s Theorem 
Ransford set.2 
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Singሺܣሻ ൌ ܣ ך   .يك مجموعه ي رنسفورد استሻܣInvሺدراين صورت. باشد ሻܣሺݒ݊ܫ

ܽباشدو ܣيك زيرمجموعه ي رنسفورد  Ω فرض كنيد.)1دطيف رنسفور(تعريف 17.1 א   ܣ

  رابه صورت زيرتعريف مي كنيم Ω سفوردنسبت به مجموعه ي رن ܽدراين صورت طيف رنسفورد

Ωሺܽሻߪ ൌ ሼߣ א ߣ|¢ െ ܽ ב Ω ሽ. 

  .ناميده مي شود ܽنشان مي دهيم وطيف ሺܽሻߪرابه طورمختصربه صورت  Invሺሻሺܽሻߪ.نكته

ሺ0ሻߪ.مثال 18.1 ൌ ሼ0ሽ     ߪوሺ1ሻ ൌ ሼ1ሽ .  

ሺfሻߪنشان مي دهيم Cሺܺ ሻא fاگر.يك فضاي فشرده باشد ܺفرض كنيد .مثال 19.1 ൌ fሺܺ ሻ.  

ߙفرض كنيم    א ݂ሺܺሻ ݔبنابراين وجود دارد א ሻݔfሺبه طوري كه  ܺ ൌ     f‐αرنتيجه تابع د.  ߙ

ߙبنابراين  .معكوس پذير نيست    f‐αيعني  .دارد ܺيك صفردر  א   .ሺ݂ሻߪ

ߙبرعكس اگر ב ݂ሺܺሻ  دراين صورتf‐α    بنابراين .است ܺيك تابع ناصفر پيوسته روي  

ሺf െ αሻିଵ א ߙمعكوس پذير است پس     f‐αدرنتيجه . ሺܺሻܥ ב   .ሺ݂ሻߪ

ܽعنصر  2يشعاع طيف .تعريف 20.1 א   :را به صورت زيرتعريف مي كنيم ܣ

ሺܽሻݎ ൌ |ݖ|ሼݑݏ  ݖ א  ሺܽሻሽߪ

ܽفرض كنيد   .لم21.1 א ߣو      ܣ א |ߣ|به طوري كه   ¢  ԡܽԡ  ߣدراين صورت െ معكوس  ܽ

ߣبه عبارت ديگر .پذير است ב   :وداريم ሺܽሻߪ

                                                            

Ransford spectrum.1 
Usual spectral radius.2 
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:߯تابعك خطي  .تعريف 22.1 A ՜   مي ناميم هرگاه 1راضربي ¢

߯ሺܾܽሻ ൌ ߯ሺܽሻ߯ሺܾሻ          ܽ, ܾ א  ܣ

ሺ1ሻ߯باتوجه به توضيح زير، باشدآنگاه Aيك تابعك خطي ضربي ناصفر روي  ߯اگر  ൌ 1  

                                                            

Multiplication.1 
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ݔفرض كنيد א ሻݔሺ߯وܣ ്   ،ضربي است ߯دراين صورت چون . 0

߯ሺݔሻ ൌ ߯ሺݔሻ߯ሺ1ሻ ฺ ߯ሺ1ሻ ൌ 1   . 

  .تابعك خطي ضربي ناصفروجودندارد، ሺ¢ሻܯروي جبرباناخ  . قضيه23.1

ماتريسي باشدكه ܧباشد و ሺ¢ሻܯجبرباناخيك تابعك خطي ضربي ناصفر روي  ߯فرض كنيم .برهان

  دراين صورت .باشند0وبقيه درايه ها1ام برابر  ݆ام وستون  ݅فقط درايه سطر 

ܧܧ ൌ ൜
݆             ܧ ൌ ݇

0                ݆ ് ݇       . 

݆  بنابراين اگر  ്   ، ߯بنابه ضربي بودن  ، آنگاه݇

߯൫ܧܧ൯ ൌ ߯൫ܧ൯߯൫ܧ൯ 

ൌ ߯൫ܧ൯߯൫ܧ൯ 

ൌ ߯൫ܧܧ൯ 

ൌ 0      . 

ܤبراي هر ، ߯ بنابراين باتوجه به خطي بودن א ሺ¢ሻ ،߯ሺBሻܯ ൌ   ז.0

ܽبه ازاي هر  باشدآنگاه Aيك تابعك خطي ضربي ناصفر روي  ߯اگر  .قضيه24.1 א ሺܽሻ߯،ܣ א

ฮ߯ฮتابعك خطي كرانداراست و  ߯بعلاوه . ሺܽሻߪ ൌ 1 .  

  .برهان 

ܽفرض كنيم )برهان خلف( א ሺܽሻ߯وجودداشته باشدبه طوري كه  ܣ െ   . معكوس پذيرباشد ܽ
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  داريم ߯نگاه بنابه ضربي بودن آ

߯ሺ1ሻ ൌ ߯൫߯ሺܽሻ െ ܽ൯߯ ቀ൫߯ሺܽሻ െ ܽ൯
ିଵ

ቁ ൌ 0 . 

ሺ1ሻ߯زيرا، واين يك تناقض است ൌ ܽپس به ازاي هر . 1 א ሺܽሻ߯،ܣ א   .ሺܽሻߪ

  داريم 21.1و 20.1حال بنابه 

ห߯ሺܽሻห  ሺܽሻݎ  ԡܽԡ, 

ԡ߯ԡپس   ሺ1ሻ߯ازطرفي چون . 1 ൌ ԡ߯ԡپس ، 1  ฮ߯ฮودرنتيجه .1 ൌ   ז.1

߯تابعك  .ه قضي25.1 א ݔاست اگروتنهااگربه ازاي هر  ܣضربي ناصفر روي ،כܣ א داشته باشيم ܣ

߯ሺݔሻ א   . ሻݔሺߪ

  .نتيجه مي شود 24.1ازقضيه  ቁلزومቀ.برهان

ቀكفايتቁ.  ߯بنابه فرض داريمሺ1ሻ א ሺ1ሻߪ ൌ ሼ1ሽ  ߯پسሺ1ሻ ൌ 1.  

݊عدد   :ܲرادرنظرمي گيريم وتابع 2 ¢ ՜   رابه صورت زير تعريف مي كنيم ¢

ܲሺߣሻ ൌ ߯ሺሺ1ߣ െ  ሻሻݔ

,ଵߣفرض كنيم .است ݊يك چندجمله اي ازدرجه ي  ܲواضح است ,ଶߣ … , ريشه هاي چندجمله اي ߣ

  :بنابراين داريم.باشدܲ

0 ൌ ܲሺߣሻ ൌ ߯ሺሺߣ1 െ ሻሻݔ א 1ߣሺሺߪ െ  ,ሻሻݔ


